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具时滞和收获项的捕食-食饵系统Hopf分支分析

吕堂红*，王菲，周林华
（长春理工大学 数学与统计学院，吉林 长春 130022）

摘 要：针对一类具有Leslie-Gower功能反应函数的捕食-食饵系统，以时滞 τ1、τ2 为分支参数，利用比较定理，分析

系统边界平衡点的全局稳定性，并利用规范型理论以及对特征根实部正负的判断，剖析系统正平衡点的局部稳定

性以及正平衡点处发生 Hopf 分支的条件和分支方向。最后根据全局分支理论，将局部 Hopf 分支的稳定性结论延

拓至全局，并经数值模拟证实结果。

关键词：时滞；Leslie-Gower捕食-食饵系统；Hopf分支；稳定性；周期解

中图分类号：O175.1   文献标志码：A   文章编号：0253-2395（2024）01-0140-15

Hopf Bifurcation Analysis of Predator-Prey System with Time Delay 

and Harvest Terms

LÜ Tanghong*, WANG Fei, ZHOU Linhua

(School of Mathematics and Statistics, Changchun University of Science and Technology, Changchun 130022, China)

Abstract: For a class of predator-prey system with Leslie-Gower functional response function, the global stability of the equilibrium 

point of the system is analyzed by using the delays τ1,τ2 bifurcation parameter comparison theory, and the local stability of the posi‐

tive equilibrium point of the system, the conditions and branching direction of Hopf branching at the positive equilibrium point are 

analyzed by using the gauge theory and the judgment of the positive and negative real parts of the characteristic root.  Finally, ac‐

cording to the global branching theory, the stability conclusion of local Hopf bifurcation is extended to the whole, and the correct‐

ness of the conclusion is verified by numerical simulation.
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0 引言 

基于对自然生物相关领域研究的分析，可以得知当任意两个种群处在同一自然环境中时，且

两个种群又非同一物种，那么二者之间必然会有四种相互作用关系，分别为捕食者与被捕食者、寄

生物与寄主、两种群相互竞争、两种群互惠共存。而在这四种关系中，捕食与被捕食关系作为其中

最为关键的一种关系，关乎着两个种群在同一空间内的地位，以及资源的分配，同时也对于研究各

种生物的更新迭代有着至关重要的作用。现如今，有关于捕食-食饵模型以及其衍生的其他模型

形式的研究已取得了丰硕的研究成果［1-5］，如避难所对系统动力学行为的影响，高芳等［6］考虑了具

有食饵避难的 Leslie-Gower 捕食-食饵扩散系统及其最优税收，通过对模型进行定性分析，阐明了
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齐次 Neumann 边界条件下扩散产生的影响，证明了正平衡点的全局稳定性，并利用 Pontryagin 最大

值原理得到最优平衡解。

影响种间关系的因素甚多，随着研究深入，为更加深刻确切地研究种间关系，Allee 最初在文献

［7］中提出了著名的 Allee 效应，当种群数量过低时，种群迁移个体数量也较小，大大增加迁移过程

的死亡率，削弱种群交流，同时使种群的个体寻找配偶困难以及遗传变异的丧失，导致灭绝。Allee
效应的提出，为防止其他物种入侵、原有物种的灭绝提供了解决措施，由此也涌现了众多卓绝的研

究成果，如 Eduardo［8］证明了系统中的参数子集的存在，以及最内层的稳定性和最外层的不稳定

性，描述了其动力学行为的复杂性。

由最初 Leslie 提出 Leslie-Gower 功能反应函数后，许多学者认识到 Leslie-Gower 同样适用于捕

食-食饵系统的研究。继而学者们发掘了以 Leslie-Gower 功能反应函数来构造捕食-食饵系统的方

式，经研究得出此种形式具有广泛的实际用途，如 Ma 等［9］研究了一类分数阶奇异 Leslie-Gower 捕
食-食饵生物经济模型，通过分析得到了模型系统的可解性条件和稳定性，并讨论了奇异诱导分支

现象，继而引入状态反馈控制器来消除奇异诱导分支现象，并讨论了最优控制问题。

在考虑了影响种间关系的因素以及实际意义的前提下，文献［10］提出了以下具有时滞和 Allee
效应的 Leslie-Gower 捕食-食饵模型：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

dx1

dt
= r ( )1 - x1

K ( )x1

b
- m - qx1 x2，

dx2

dt
= Sx2( )1 - x2( )t - τ

x1 ( )t - τ
，x1 ( )θ = φ1 ( )θ ，x2( )θ = φ2( )θ ，

 (1 )

其中，x1、x2 分别代表食饵种群和捕食者种群在 t 时刻的种群密度，时滞 τ 代表捕食者种群的成熟期

时滞，其他参数意义如文献［10］。

文献［10］阐述了系统的平衡稳态及其延伸出的其他性质，如吸引性等，讨论了平衡点附近局

部 Hopf 分支的存在性。在现实生活中，影响食饵种群和捕食者种群数量的因素众多，除被捕食以

及自身繁衍之外，人类对种群的捕获也是重要的影响因素。因此，本文在模型 (1 ) 的基础之上，考

虑食饵种群 x1 的成熟期以及捕食者种群 x2 的成熟期，以及食饵种群和捕食者种群会被人类的收

获、开采等影响，引入食饵种群 x1 的线性收获项 h1 x1 和捕食者种群 x2 的线性收获项 h2 x2，提出如下

具有时滞和线性收获项的 Leslie-Gower 捕食-食饵系统：

ì

í
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dx1

dt
= ( )1 - x1

K ( )x1

b
- m - qx1 x2 + h1 x1，

dx2

dt
= Sx2( )1 - x2( )t - τ2

x1 ( )t - τ1
+ h2 x2 ，x1 ( )θ = φ1 ( )θ ，x2( )θ = φ2( )θ ，

（2）

其中，τ1 表示食饵种群的成熟期，τ2 表示捕食者种群的成熟期，h1 x1 表示食饵种群的线性收获项，

h2 x2 表示捕食者种群的线性收获项，且 h1 < 0，h2 < 0，其他参数意义如文献［10］。

令 x̄1 = x1

K
，r̄ = r

b
，m̄ = b

K
，t̄ = rt，q̄ = q

r̄
，S̄ = S

r
，h̄1 = h1

r̄
，h̄2 = h2

r
。 对模型 ( 2 ) 进行化简得：

ì
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dx1

dt
= ( )1 - x1 ( )x1 - m - qx1 x2 + h1 x1，

dx2

dt
= Sx2( )1 - x2( )t - τ2

x1 ( )t - τ1
+ h2 x2，x1 ( )θ = φ1 ( )θ ，x2( )θ = φ2( )θ 。

（3）

目前对于系统 ( 3 ) 的研究中，缺乏利用数值模拟来分析周期解的研究，使研究过于抽象化，导

致有关部门无法掌握生物种群在开采等外界因素的干扰下的发展规律，进而造成无节制开采使得

生物种群走向灭绝。本文将考虑这一问题，以时滞 τ1、τ2 为参数，应用零点定理［11］、规范型理论和
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中心流形定理来对系统 ( 3 ) 的动力学行为进行分析。

1 平衡点的存在性 

现将根据参数满足的两种不同条件

( H1 )：(m + h1 + 1) 2 > 4m 且 m > 1 + h1。

( H2 )：(1 + m + h1) 2 > 4m (1 + q + qh2

S )且 1 + m + h1 > 0。

对系统（3）存在的平衡点进行阐述证明，得到如下两个结论：

结论 1 当 ( H1 ) 条件成立时，系统 ( 3 ) 存在唯一非负边界平衡点

E1 = (x1，0)= ( 1 + m + h1 + ( )1 + m + h1
2 - 4m

2 ，0)。
验证可得，结论 1 显然成立。

结论 2 当 ( H2 ) 条件成立时，系统 ( 3 ) 有正平衡点

E* = (x*
1，x*

2)= ( )x*
1，x*

1 + h2 x*
1

S
。

证明 如果系统 ( 3 ) 存在平衡点，则应满足方程组

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

( )1 - x1 ( )x1 - m - qx1 x2 + h1 x1 = 0，

Sx2( )1 - x2

x1
+ h2 x2 = 0。 ( 4 )

由式 ( 4 ) 中的第二个方程可得

x2 = (1 + h2

S ) x1 。  ( 5 )

将式 (5 ) 带入式 ( 4 ) 中的第一个方程，有

Q1 x2
1 + Q2 x1 +Q3 = 0 ， ( 6 )

其中

Q1 =-1 - q - qh2

S
，Q2 = 1 + m + h1，Q3 =-m。

当 (1 + m + h1) 2 > 4m (1 + q + qh2

S )且 1 + m + h1 > 0 时，结论 2 成立。

引理1 系统 ( 3 ) 总存在一个平凡平衡点 E (0，0)；当 (m + h1 + 1) 2 > 4m 时，系统 ( 3 ) 存在非负边

界平衡点 E1 (x1，0)，该平衡点为系统 ( 3 ) 的捕食者灭绝平衡点；当 (1 + m + h1) 2 > 4m (1 + q + qh2

S )
且 1 + m + h1 > 0 时，存在一正平衡点 E* ( x*

1，x*
1 + h2 x*

1

S
)。

2 边界平衡点的全局稳定性 

引理2［12］ 当系统 ( 3 ) 无时滞时，初值的解在 R2
+ 全域内最终有界。

首先，利用文献［12］类似的证明方法，令

dx1 ( )t
dt

= f (x1，x2)= (1 - x1) (x1 - m )- qx1 x2 + h1 x1，

dx2( )t
dt

= g (x1，x2)= Sx2(1 - x2

x1 )+ h2 x2 。
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对于非负的连续函数 f (x1，x2)，因 h1 < 0 且 q > 0，则有

f (x1，x2)≤ (1 - x1) (x1 - m )。
因 m ≥ 0，故 x1 - m ≤ x1，则有

dx1 ( )t
dt

= f (x1，x2)≤ (1 - x1) x1。

由比较定理可知，lim
t → +∞

sup x1 (t ) ≤ 1， lim
t → +∞

sup x2(t ) ≤ 1，故存在 ∃δ ∈ (0，1)，使得对充分大的 T，

当 t > T 时，有 x1 (t ) < 1 + δ，x2(t ) < 1 + δ，且有：

d ( )x1 ( )t +x2( )t
dt

=f (x1，x2)+g (x1，x2)=

(1-x1) (x1-m )-qx1 x2+h1 x1+Sx2(1- x2

x1 )+h2 x2<

x1 (1-x1)+Sx2+h1+h2 。
因此存在一个正常数 N = 1 + δ + S + h1 + h2 > 0，使得 ∀ε > 0，从 R2

+ 内部出发的轨线最终都

进入区域 Ω ={(x1，x2) ∈ R2
+：x1 + x2 ≤ N + ε}。

综上，满足初值条件的解在 R2
+ 内是最终有界的。

定理1 当 S + h2 ≤ S (1 + m + h1)时，E1 (x1，0)是全局渐近稳定的。

证明 经判断，当 S + h2 ≤ S (1 + m + h1)时，E1 (x1，0)是局部渐近稳定的，利用与文献［13］的

类似方法来证明：

lim
t → ∞

(x1 (t )，x2(t ) )= (x1，0)。
在引理 1 的条件下，将系统 (3)中的第一个方程放缩：

ẋ1 (t )≤ (1 - x1 (t ) ) (x1 (t )- m )+ h1 x1 (t )=-x1
2(t )+ (1 + m + h1) x1 (t )- m。

由比较定理得：

lim
t → ∞

sup x1 (t )≤ 1 + m + h1 + ( )1 + m + h1
2 - 4m

2 = x1，

则对 ∀ε > 0，∃T1 > 0，当 t > T1 时，0 < x1 (t ) < x1 + ε。
对于系统 (3)中的第二个方程，当 t > T1 + τ1 时，有 ẋ1 (t )≤ (S + h2 - Sx2( )t

x1 + ε ) x2(t )。因 S + h2 ≤

S (1 + m + h1)，即 S + h2 - Sx2( )t
x1 + ε

< 0。
由比较定理与解的非负性知：

lim
t → ∞

x2(t )= 0，

即对 ∀ε > 0，∃T2 > T1，当 t > T2 时，0 < x2(t ) < ε。
当 t > T2 + τ1 时，有

ẋ1 (t )≥ (1 - x1 (t ) ) (x1 (t )- m )+ h1 x1 (t )- qεx1 (t )=-x1
2(t )+ (1 + m + h1 - qε) x1 (t )- m。

则由比较定理与 ε 的任意性知：

lim
t → ∞

inf x1 (t )≥ 1 + m + h1 + ( )1 + m + h1
2 - 4m

2 = x1。
综上，定理 1 成立。证毕。

3 正平衡点的局部稳定性及Hopf分支 

现令系统（3）在正平衡点 E* 处的 Jacobi 矩阵表示为
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J (E*)= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúP11 P12

P21 ′e-λτ P22 + P ′22e-λτ ， ( 7 )

其中

P11 =-2x*
1 - qx*

2 + m + h1 + 1  ，   

P12 =-qx*
1  ，P21 ′= Sx*

2
2

x*2

1
，

 P22 = S (1 - x*
2

x*
1 )+ h2，

P22 ′=- Sx*
2

x*
1

  ，P21 = P11 ′= P12 ′= 0。

则有系统 ( 3 ) 的特征方程：

λ2 + Aλ + Be-λτ1 + (Cλ + D) e-λτ2 + E = 0 ， ( 8 )
其中

A =-( P11 + P22 )， B =-P12 P21 ′，C =-P22 ′，D = P11 P22 ′，E = P11 P21 ′。
下面，针对时滞的不同组合，考虑以下五种情况：

情形1 τ1 = τ2 = 0。
此时，系统（3）的特征方程（8）变为：

λ2 +( A + C ) λ + B + D + E = 0。 （9）
因 A + C > 0，若：

（H3）：B + D + E > 0，
则特征方程的所有的根均具有负实部［14］，则系统 ( 3 ) 的正平衡点的稳定性是局部渐近稳定的。于

是有如下定理。

定理2 若 τ1 = τ2 = 0，即系统（3）无时滞时，当 B + D + E > 0 时，系统 ( 3 ) 的平衡点 E*(x*
1，x*

2)
是局部渐近稳定的。

情形2 τ1 > 0，τ2 = 0。
此时，系统 ( 3 ) 的特征方程 ( 8 ) 变为：

λ2 + (A + C ) λ + Be-λτ1 + D + E = 0。 (10 ) 
令 λ = iω1 ( ω1 > 0 ) 是此方程的根，代入 (10 ) 有：

ì
í
î

ω2
1 -( D + E )= B cos ω1τ1，

( )A + C ω1 = B sin ω1τ1  。 (11) 

两边分别平方相加可得：

ω4
1 +[ (A + C ) 2 - 2( D + E ) ] ω2

1 +( D + E )2 - B2 = 0。 (12 )
令 ω2

1 = u1，则式 (12 ) 变为 u1
2 + p1u1 + q1 = 0，其中，

p1 = (A + C ) 2 - 2( D + E ) ， q1 =( D + E )2 - B2。
令 f ( u1 ) = u1

2 + p1u1 + q1。
假设 
( H4 )：p1 > 0，q1 > 0。
如果 ( H2 ) 和 ( H4 ) 成立，式 (12 ) 无正根，进而可得 (10 ) 的任一根的实部皆为负，则系统（3）的平

衡点是局部渐近稳定的。

假设

（H5）：q1 < 0。
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如果（H2）和 ( H5 ) 成立时，式 (10 ) 有唯一正根 ω1
* 2。将 ω1

* 2 代入 (11) 有：

τ1k = 1
ω1

* arc cos ω1
* 2 - ( )D + E

B
+ 2kπ

ω1
* ，k = 0，1，2，…。 (13 )

假设 
（H6）：p1 < 0，q1 > 0，p2

1 > 4q1。
如果 ( H2 ) 和 ( H6 ) 成立，式 (10 ) 有两个正根 ω2

+、ω2
-。将 ω2

± 代入 (11) 有：

τ±
1n = 1

ω±
arc cos ω2

±- ( )D + E
B

+ 2nπ
ω±

，n = 0，1，2，… 。 (14 )

对式 ( 8 ) 关于 τ1 求导，有

( dλ
dτ1 )

-1

= 2λ + ( )A + C
λBe-λτ1

- τ1

λ
， （15）

计算后有
|

|

|
||
|
|
|

Re ( )dλ
dτ1

-1

λ=iω1

=a1a2-a2a3

a1
2+a3

2 。 (16 ) 

假设

（H7）：a1a2 - a2a3 > 0。
如果 ( H7 ) 成立，那么横截性条件便成立：

sign
ì
í
î

ïï

ïïïï

|

|

|
||
|Re ( )dλ

dτ1
τ1 = τ1k，ω = ω1

*

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
> 0，sign

ì
í
î

ïï

ïïïï

|

|

|
||
|Re ( )dλ

dτ1
τ1 = τ+

1n，ω = ω+

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
> 0，  sign

ì
í
î

ïï

ïïïï

|

|

|
||
|Re ( )dλ

dτ1
τ1 = τ-

1n，ω = ω-

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
> 0。

于是得到如下定理：

定理3 若 τ1 + τ2 ≠ 0，当 τ1 > 0，τ2 = 0 时，有如下结论：

  1   ) 当 τ1 > 0，τ2 = 0 时，如果 ( H2 ) 和 ( H3 )、( H4 ) 成立，则系统 ( 3 ) 的平衡点 E* 是局部渐近稳定的；

2 ) 当 τ1 > 0，τ2 = 0 时，如果 ( H2 ) 和 ( H3 )、( H6 ) 以及横截性条件 sign
ì
í
î

ïï

ïïïï

|

|

|
||
|Re ( )dλ

dτ1
τ1 = τ1k，ω1 = ω1

*

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
> 0 成

立，则存在 τ *
1 ，当 τ1 ∈ ( 0，τ *

1 ) 时，平衡点 E* 是局部渐近稳定的；当 τ1 > τ *
1 时，平衡点 E* 稳定性被破

坏；当 τ1 = τ *
1 时，系统 ( 3 ) 在此处会发生 Hopf 分支。

情形3 当 τ1 > 0，τ2 = 0 时。

利用与情形 2 同样的分析过程，得到定理 4。
定理 4 若 τ1 + τ2 ≠ 0，当 τ1 = 0，τ2 > 0 时，如果 ( H2 ) 成立，则系统 ( 3 ) 的平衡点 E* 是局部渐近

稳定的。

情形4 当 τ1 = τ2 = τ > 0。。
利用与情形 2 同样的分析过程，得到定理 5。
定理5 若 τ1 = τ2 = τ > 0，，则当 τ1 = τ2 = τ 时，存在一个 τ0，当 τ ∈ ( 0，τ0 ) 时，平衡点 E* 是局部渐

近稳定的；当 τ > τ0 时，平衡点 E* 是不稳定的；此外在 τ = τ0 处，发生 Hopf 分支，其中，

τ0 = 1
ω0

arc cos [ ]( )B + D - AC ω0
2 - E ( B + D )

C2ω0
2 +( B + D )2   。 （17）

情形5 τ1 > 0，τ2 > 0。
固定 τ1 在稳定的区间，τ2 为参数。设 λ = iω4 为 ( 8 ) 的根，代入到 ( 8 ) 有：

{ω4
2 - B sin ω4τ1 - E = Cω4 sin ω4τ2 + D cos ω4τ2，

-Aω4 sin ω4τ1 = Cω4 cos ω4τ2 - D sin ω4τ2。     

消去 τ2，有
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g1 (ω4)- 2g2(ω4) sin ω4τ1 + 2g3 (ω4) cos ω4τ1 = 0， (18 )
其中，

g1 (ω4)= ω4
4 + (A2 - C2 - 2E )ω4

2 + (B2 + E2 - D2)，g2(ω4)= ABω4，g3 (ω4)= B (E - ω4
2)。

假设

（H8）：式（18）至少具有有限正根。

若（H8）成立，则式（18）的根可以表示为ω1
4，ω2

4，⋯，ωj
4。对任一个固定的 ωi

4 ( i = 1，2，⋯，j )，皆可由式

(17 ) 求出与之相应的 τ k
4 。

τ k
4 = 1

ωi
4

arc cos 2h2( )ωi
4 sin ωi

4τ1 - h1 ( )ωi
4

2h3 ( )ωi
4

+ 2kπ
ωi

4
，i = 1，2，⋯，j，         k = 0，1，2，⋯。 （19）

令 τ * = min { τ k
4：i = 1，2，⋯，j，  k = 0，1，2，⋯ }，ω* = ωi

4，对式 ( 8 ) 关于 τ2 求导，有

( dλ
dτ2 )

-1

=- 2λ + A + τ1 Be-λτ1

λ ( )λ2 + Aλ + Be-λτ1 + E
- τ2

λ
， （20）

经计算有
|

|

|
||
|
|
|

Re ( )dλ
dτ2

-1

τ2 = τ*

= Q
P
， （21）

其中，

Q = a4a5 + a6a7，P = a5
2 + a7

2，a4 = A - τ1 B cos ω*τ1，a5 = Aω*2 + ω* sin ω*τ1，

a6 = 2ω*τ2 + τ1 B sin ω*τ1，a7 = ω*3 - Bω* cos ω*τ1 - Eω*。
又因为 P > 0，假设

（H9）：Q > 0。
则 sign

ì
í
î

ïï

ïïïï

|

|

|
||
|Re ( )dλ

dτ2
τ2 = τ*

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
> 0。

于是得到定理6。
定 理 6 当 τ1 > 0，τ2 > 0 时 ，针 对 系 统 ( 3 )，保 持 τ1 ∈ ( 0，τ *

1 )，若 ( H2 )、( H8 )、( H9 ) 以 及

sign
ì
í
î

ïï

ïïïï

|

|

|
||
|Re ( )dλ

dτ2
τ2 = τ*

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
> 0 成立，则存在 τ2 使 τ2 ∈( 0，τ * ) 时，平衡点 E*是局部渐近稳定的；若 τ2 > τ *，平衡

点 E*不稳定，当 τ2 = τ *，系统（3）发生 Hopf 分支。

4 Hopf分支方向及其稳定性 

本节研究在 τ > 0 的前提下，运用文献［15］中提出的理论，得到确定系统 ( 3 ) 的 Hopf 分支方向

的表达式。

令 u ( t ) = ( u1 ( t )，u2 ( t ) )T ∈ R2，其中 u1 ( t ) = x1 ( τt )，u2(t ) = x2(τt )，τ = τ0 + μ，μ ∈ R，则系统 ( 3 ) 在
C = C ( [-1，0 ]，R2 ) 上变为一般的泛函微分方程

u̇ ( t )= Lμ ( ut )+ F ( μ，ut )， ( 22 )
其中，Lμ ： C → R2，F    ：    R × C → R2 分别由以下形式给出：

Lμϕ =( τ0 + μ ) ( )P11 P12

0 P22 ( )ϕ1 ( 0 )
ϕ2 ( 0 )

+( τ0 + μ ) ( )0 0
P21 ′ P22 ′ ( )ϕ1 (-1)

ϕ2 (-1)
， （23）

和

F ( μ，ϕ )=( τ0 + μ )( F1 ( μ，ϕ )，F2 ( μ，ϕ ) )T， （24）
因此，由 Riesz 表示定理，存在：
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η( θ，μ )：[-1，0 ] → R2。
此有界变差矩阵满足：

Lμ ( ϕ )=∫
-1

0
dη( θ，μ )ϕ( θ )， （25）

这里，

η( θ，μ )=( τ0 + μ ) ( )P11 P12

0 P22
δ ( θ )+( τ0 + μ ) ( )0 0

P21 ′ P22 ′
δ ( θ + 1)。

其中，上式中的 δ ( θ ) 是 Dirac-delta 函数。

根据 ϕ ∈ C1 ( [-1，0 ]，R2 )，现有

A( μ )ϕ( θ )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ϕ̇( θ )，        θ ∈[-1，0 )

∫
-1

0
dη ( θ，μ )ϕ( θ )，    θ = 0，

和

R( μ )ϕ( θ )=
ì
í
î

( 0，0 )T， θ ∈[-1，0 )，
F ( μ，θ )， θ = 0。

由此可得，系统 ( 22 ) 的表达形式变为：

u̇t = A( μ ) ut + R( μ ) ut  。 ( 26 )
这里，u = ( u1，u2 )，ut ( θ ) = u ( t + θ )，θ ∈ [-1，0 ]。

对于 ψ ∈ C1 ( [-1，0 ]，( R2 )* )，定义 A = A( 0 ) 的伴随算子 A*：

A* ψ ( s )=
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

- dψ
ds

， s ∈( 0，1 ]，

∫
-1

0
ψ (-s ) dη( s，μ )， s = 0。

对于 ψ ∈ C1 ( [-1，0 ]，( R2 )* )，定义一个双线性形式：

ψ， ϕ = ψ̄T ( 0 )ϕ( 0 )-∫
-1

0 ∫
ξ = 0

θ

ψ̄T ( ξ - θ ) dη( θ )ϕ( ξ ) dξ 。
设 A 和 A* 对应于特征根 iω0τ0 与-iω0τ0 的特征向量分别为 q( θ ) 和 q* ( s )。于是

A( 0 ) q( θ )= iω0τ0q( θ )，A* ( 0 ) q* ( s )=-iω0τ0q* ( s ) 。
通过计算，可以得到：

q ( θ )= ( )1
α

eiω0τ0θ，θ ∈[-1 ， 0 ) ；q* ( s )= D ( )β
1

eiω0τ0 s，    s ∈( 0 ， 1 ]，

其中，

α = iω0 - P11

P12
   ，    β = -iω0 - ( )P22 + P22 ′eiω0τ0

P12
    ，D = 1

β + ᾱ + τ0 ( P21 ′+ P22 ′ᾱ )eiω0τ0
 ，  

 
则有 q* ( s )， q ( θ ) = 1 ， q* ( s )， q̄ ( θ ) = 0。

利用文献［15-16］等类似算法，可以得到刻画 Hopf 分支方向以及分支周期解稳态的系数。

g20 = τ0
-D [ β̄ ( a11 + 2a12α )+ b11e-2iω0τ0 + 2b12αe-iω0τ0 + 2b13αe-2iω0τ0   ]+2b14α2e-iω0τ0 ，

g11 = τ0
-D{ β̄ [ ]a11 + a12 ( α + ᾱ ) + b11 + b12( )-α e-iω0τ0 + αeiω0τ0   }  + b13 ( α + ᾱ )+ b14α -α ( )e-iω0τ0 + eiω0τ0 ，

g02 = τ0
-D [ β̄ ( a11 + 2a12

-α )+ b11e2iω0τ0 + 2b12
-α eiω0τ0 + 2b13

-α e2iω0τ0 +   ù
û2b14

-α
2eiω0τ0 ，

g21 = τ0
-D
ì
í
îïï

β
é

ë
ê
êê
êa11( )W (1)

11 ( 0 )+ 1
2 W (1)

20 ( 0 ) + a12(αW (1)
11 ( 0 ) ù

û
úúúú)+ 1

2
-αW (1)

20 ( 0 )+ W (2 )
11 ( 0 )+ 1

2 W (2 )
20 ( 0 ) +
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é

ë

ê
êê
ê
ê
êb11( )e-iω0τ0W (1)

11 (-1)+ 1
2 eiω0τ0W (1)

20 (-1)   + b12(αW (1)
11 (-1)+ 1

2 ᾱW (1)
20 (-1)+ e-iω0τ0W (2 )

11 ( 0 ) )+ 1
2 eiω0τ0W (2 )

20 (-1) +

b13(αe-iω0τ0W (1)
11 (-1) + 1

2 ᾱeiω0τ0W (1)
20 (-1)   + )e-iω0τ0W (2 )

11 (-1)+ 1
2 eiω0τ0W (2 )

20 (-1) +

b14(αe-iω0τ0W (2 )
11 ( 0 )

ü
ý
þ

   ù

û
úúúú+ 1

2 ᾱeiω0τ0W (2 )
20 ( 0 )+ )1

2 ᾱW (2 )
20 (-1)+ αW (2 )

11 (-1) ，

其中，W20 ( θ )， W11 ( θ ) 的计算结果如下：

W20 ( θ )=- g20

iω0τ0
q ( θ )- ḡ02

3iω0τ0
q̄ ( θ )+ Ee2iω0τ0θ， 

W11 ( θ )= g11

iω0τ0
q ( θ )- ḡ11

iω0τ0
q̄ ( θ )+ G。

E = ( E1，E2 )T ∈ R2   ，   G = ( G1，G2 )T ∈ R2 是常向量，它们分别为以下两个代数方程的解：

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú2iω0 - P11 -P12

-P21 ′e-2iω0τ0 2iω0 - P22 - P22 ′e-2iω0τ0

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

E1

E2
= é

ë
êêêê

ù
û
úúúú

                                                                                      a11 + 2a12α
b11e-2iω0τ0 + 2b12αe-iω0τ0 + 2b13αe-2iω0τ0 + 2b14α2e-iω0τ0

，

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúP11 P12

P21 ′ P22 + P22 ′
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

G1

G2
=

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú                                                                                                 - a11 - a12( )α + -α

-b11 - b12( )αeiω0τ0 + -α e-iω0τ0 - b13 ( )α + -α - b14α
-α ( )eiω0τ0 + e-iω0τ0

。
显而易见，我们可以得到：

C1 ( 0 )= i
2ω0τ0

( g20 g11 - 2 | g11 |
2 - 1

3 | g02 |
2 )+ 1

2 g21 ， （27）

              μ2 =- Re { C1 ( 0 ) }
Re { λ'( τ0 ) }   ，β2 = 2ReC1 ( 0 )   ，T2 =- Im { C1 ( 0 ) }+ μ2 Im { λ'( τ0 ) }

ω0τ0
 ， （28）

这里，C1 ( 0 ) 由式 ( 27 ) 给出，易得出 μ2， β 2， T2 的值。因此有

定理7 当 τ = τ0 时，式 ( 28 ) 的 μ2， β 2， T2 表达式刻画了分支周期解在中心流形上的状态，因此：

(1 ) μ2 确定分支的方向。如果 μ2 > 0( μ2 < 0 )，则 Hopf 分支是超临界的（次临界的）；

( 2 ) β2 确定分支周期解的稳定性。如果 β2 < 0( β2 > 0 )，则分支周期解是稳定的（不稳定的）；

( 3 ) T2 确定分支周期解的周期。如果 T2 > 0(T2 < 0 )，则分支周期解的周期增加（减少）。

5 全局Hopf分支 

接下来，本节将根据 Wu 的理论［17］，针对时滞 τ1，τ2，τ 的不同组合情形，以情形 4 和情形 5 为例，

阐述 Hopf 分支的全局延拓结果。

情 形 5 下 ，令 z (t ) = (z1 (t )，z2(t ) ) T = (x1 (t )，x2(t ) ) T
，将 系 统 改 写 成 为 泛 函 微 分 方 程 ż (t )=

F (zt，τ，p)，其中 zt = (z1t(θ )，z2t(θ ) ) T = (z1 (t + θ )，z2(t + θ ) ) T ∈ C ([ - τ，0]，R2)。显然存在一个正平衡

点 E* ( x*
1，x*

1 + h2 x*
1

S
) 和一个边界平衡点 E1 (x1，0)。

由此定义

Χ = C ([ - τ，0]，R2)，Γ = Cℓ{(z，τ，p)∈ Χ × R × R+}，Ν ={( z̄，τ，p) | F ( )z̄，τ，p = 0 }，
其中，z 为系统的非恒定周期解，z̄ 为系统的平衡点，Γ 为给定的关于（z，τ，p）空间，那么系统在 z̄ =
( z̄1，z̄2) T

处的特征矩阵可以表示为

Δ ( )z̄，τ，p ( )λ = λΙd - DF ( )z̄，τ，p eλ ⋅ Ιd =
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

λ + 2z̄1 + qz̄2 - ( )m + 1 + h1 qz̄1

- Sz̄2
2

z̄1
2 e-λτ1 λ - ( )S + h2 + Sz̄2

z̄1
e-λτ2

，

式中，Ιd 是单位矩阵，Ιd 是 F 相对于 zt 的 Fréchet 导数在 ( z̄，τ，p)处求值。当 ( z̄，τ，p)∈ Ν 且 Δ ( z̄，τ，p)=
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0 时，称 ( z̄，τ，p)为中心；当中心 ( z̄，τ，p)是其某个邻域中的唯一的中心时，称 ( z̄，τ，p)为孤立中心。

引理3［17］ 若 τ 是有界的，那么系统（3）的所有周期解一致有界。

若 x1 (t ) > 0，x2(t ) > 0 为系统的解，那么易证明存在 T > 0，x1 (t ) < φ，对于 t > T + τ 时，可得到：

ẋ2(t )< Sx2(t ) (1 - x2( )t
2φ )。

显而易见，当 t 足够大时，x2(t ) < 2φ，因此，系统位于第一象限内的周期解必然是一致有界的。

引理4 系统（3）没有非平凡 τ- 周期解。

证明 设 x1 (t )、x2(t )是系统的解，那么

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

x1 ( )t = x1 ( )0 exp{ }∫
0

t

[ ]( )m + 1 + h1 - x1 ( )s - qx1 ( )s x2( )s ds ，

x2( )t = x2( )0 exp
ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï∫

0

t é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )S + h2 - Sx2( )s - τ2

x1 ( )s - τ1
ds ，

这意味着，系统的解不能穿过两个坐标轴，因此，非平凡周期轨道必须位于每个象限的内部。假设

x1 (t )、x2(t ) 是系统的一个非平凡周期解，则 x1 (t ) > 0，x2(t ) > 0，否则由系统的两个方程得出与

x1 (t )、x2(t )是周期解的事实矛盾，即系统的周期解只能在第一象限内。此时，不存在非平凡 τ- 周

期解。证毕。

由 Wu［17］提出的泛函微分方程的全局 Hopf 分支理论阐述如下。

引理 5 假设孤立中心 ( z̄，τ，p) 满足文［17］中的 (A1 - A4) 条件，令 ℓ( )-z，τ，p 表示 Γ 内过 ( z̄，τ，p) 的连

通分支，那么有以下结论：

)(1  连通分支 ℓ( )z̄，τ，p 是无界的；

)( 2  ℓ( )z̄，τ，p，ℓ( )z̄，τ，p ∩ Γ 是有界的，且 ∑
( )z̄，τ，p ∈ ℓ ( )z̄，τ，p ∩ Ν

γm ( z̄，τ，p) = 0。

对于所有的 m = 1，2，3，⋯，γm ( z̄，τ，p)是 ( z̄，τ，p)的第 m 阶横截数。

若引理 5 中的 )2 不成立，那么连通分支 ℓ( )z̄，τ，p 是无界的，ℓ( )z̄，τ，p 在 τ- 空间上的投影是无上界的，

即 τ- 上的投影为区间 [τ，∞)。
引理 6 假设 (H1) 成立，则对于定理 5 中定义的 τ *、ω*，对于每一个 τ > τ * 至少存在 j - 1 个周

期解。

证明 显然，(E*，τ *，
2π
ω* )是系统的一个孤立中心。设 ℓ( )E*，τ*，

2π
ω*

为在 Γ 内通过 (E*，τ *，
2π
ω* )的连通

分支，由定理 4 易知，(E*，τ *，
2π
ω* ) 非空，因此，连通分支 ℓ( )E*，τ*，

2π
ω*

在 τ- 上的投影是区间 [ τ̄，∞)，其中

j ≥ 0，τ̄ ≤ τ *。

系统在 E1 处的特征矩阵为

Δ ( z̄，τ，p) (λ)= ( )λ + 2z̄1 - ( )m + 1 + h1 qz̄1

0 λ - ( )S + h2
。

由此可见，E1 并非系统中心。

由定理 4 知，易证 (E*，τ *，
2π
ω* ) 是系统的孤立中心，且存在 ε > 0，δ > 0 及光滑函数 λ：(τ * -

δ，τ * + δ) → C， 使 得 对 ∀τ ∈ [τ * - δ，τ * + δ)， 有 | Δ (λ (τ ) ) |= 0，| λ (τ ) - iω* |< ε， 且 λ (τ *) =
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ω*，
d Re λ ( )τ

dt
| τ = τ* > 0。

令 Ω
ε，

2π
ω*

=
ì
í
îïï
(η，p)

|

|

|
||
| 0 < η < ε，

|

|
|
||
||

|
|
||
| p - 2π

ω* < ε
ü
ý
þ
，则 易 证 得 ，在 [τ * - δ，τ * + δ ]× ∂Ω

ε，
2π
ω*

内 ，

|

|

|
||
|
|
|
Δ (E*，τ *，p) (η + 2π

p
i) ||||||||= 0 的充要条件为 η = 0，τ = τ *，p = 2π

ω* 。
因此，若定义

H±(E*，τ *，
2π
ω* ) (η，p)=

|

|

|
||
|
|
|
Δ (E*，τ * ± δ，p) (η + i 2π

p ) ||||||||，
可计算孤立中心 (E*，τ * ± δ，p)的横截数为：

γ (E*，τ *，
2π
ω* )= deg

B (H-(E*，τ *，
2π
ω* )，Ωε)- deg

B (H+(E*，τ *，
2π
ω* )，Ωε)=-1，

其中，有

∑
( )-z，τ，p ∈ ℓ( )E*，τ*，

2π
ω*

γ ( z̄，τ，p)< 0。

由引理 3 知，在 Γ 内经过 (E*，τ *，
2π
ω* )的连通分支 ℓ( )E*，τ*，

2π
ω*

是无界的。可以证明当 τ < τ * 时，连通

分支 ℓ( )E*，τ*，
2π
ω*

在 τ- 空间上的投影是区间 [ τ̄，∞)。从引理 4 的证明中可以看出，系统 (3)无时滞时没有

非平凡的周期解，因此连通分支 ℓ( )E*，τ*，
2π
ω*

在 τ- 空间上的投影无上界。

相反地，假设连通分支 ℓ( )E*，τ*，
2π
ω*

在 τ- 空间上的投影是有界的，这意味着连通分支 ℓ( )E*，τ*，
2π
ω*

在 τ- 空

间上的投影包含区间 (0，τ*)，由 τ * > 2π
ω* 以及引理 5 知，当 (z (t )，τ，p) ∈ ℓ( )E*，τ*，

2π
ω*

时，存在一个特殊值

τ*，使得 τ* > p。这表明连通分支 ℓ( )E*，τ*，
2π
ω*

在 p- 空间的投影是有界的，由此矛盾，即对于任何 j ≥

0，τ̄ ≤ τ *，连通分支 ℓ( )E*，τ*，
2π
ω*

在 τ- 空间上的投影是区间 [τ *，∞)。证毕。

情形 4 下，此时系统在 z̄ = ( z̄1，z̄2) T
处的特征矩阵可以表示为

Δ ( )z̄，τ，p ( )λ = λΙd - DF ( )z̄，τ，p eλ ⋅ Ιd =
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

λ + 2z̄1 + qz̄2 - ( )m + 1 + h1 qz̄1

- Sz̄2
2

z̄1
2 e-λτ λ - ( )S + h2 + Sz̄2

z̄1
e-λτ

，

由情形 5同样证明方法可以得出，引理 3—6及定理 4都成立，由此可证全局Hopf分支的存在性仍成立。

6 局部及全局Hopf分支数值模拟 

为了验证理论分析的结果，选取m = 0. 1，q = 0. 2，h =-0. 1，h2 =-0. 9，S = 1. 8，此时系统 ( 3 )为：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

dx1

dt
= ( )1 - x1 ( )x1 - 0.1 - 0.2x1 x2 - 0.1x1，

dx2

dt
= 1.8x2( )1 - x2( )t - τ2

x1 ( )t - τ1
- 0.9x2 。

( 29 ) 

通过计算可得，满足定理 1，系统 ( 3 ) 的正平衡点 E* = (0. 794 7，0. 397 3)。
现将对 τ1 > 0，τ2 > 0 和 τ1 = τ2 = τ > 0 两种情况所得的局部以及全局 Hopf 分支稳定性结论进
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行数值模拟。

1) 当 τ1 > 0，τ2 > 0 时 ，固 定 τ1 = 1. 2，通 过 计 算 可 得 τ * ≈ 1. 884 2。 因 此 当 τ2 = 1. 5 < τ * ≈
1. 884 2 时，平衡点 E* 是渐近稳定的，见图 1；当 τ2 = 1. 9 > τ * ≈ 1. 884 2 时，平衡点 E* 失去稳定性，

见图 2；随着时滞变大，即 τ = 2. 8 > τ * ≈ 1. 884 2 时，系统仍然存在着稳定的周期解，且在正平衡点

附近产生波动，呈现出多周期变化趋势，此时的轨线和相图如图 3 所示，也验证了全局 Hopf 分支的

存在性结果。

2 ) 当 τ1 = τ2 = τ 时，E2 -( B + D )2 ≈ -0. 719 4 < 0，系统有正根，通过计算可得 ω3 ≈ 0. 775 2，
τ0 ≈ 1. 370 1，C1 ( 0 ) ≈ 0. 027 8 + 0. 001 4 i，μ2 ≈ -0. 041 0，β2 ≈ 0. 055 6，T2 ≈ 0. 039 0。

由定理 7 可知，系统 ( 29 ) 的 Hopf 分支的方向为次临界，分支的周期解是失稳的，且分支的周

期 逐 增 。 当 τ = 1. 36 < τ0 ≈ 1. 370 1 时 ，平 衡 点 E* 是 渐 近 稳 定 的 ，见 图 4；当 τ = 1. 62 > τ0 ≈
1. 370 1 时，平衡点 E* 失去稳定性，见图 5；随着时滞变大，即 τ = 2. 8 > τ0 ≈ 1. 370 1 时，系统的周

期解稳定性及变化趋势同 1)，此时的轨线和相图如图 6 所示，即验证了全局 Hopf 分支的存在性

结果。

图1　当 τ1 = 1.2，τ2 = 1.5 < τ * ≈ 1.884 2时，系统( 29 )的轨线和相图

Fig. 1　Trajectory and phase diagram of the system （29） when τ1 = 1.2，τ2 = 1.5 < τ * ≈ 1.884 2

图2　当 τ1 = 1.2，τ2 = 1.9 > τ * ≈ 1.884 2时，系统( 29 )的轨线和相图

Fig. 2　Trajectory and phase diagram of the system （29） when τ1 = 1.2，τ2 = 1.9 > τ * ≈ 1.884 2
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图3　当 τ = 2.8 > τ * ≈ 1.884 2时，系统( 29 )的轨线和相图

Fig. 3　Trajectory and phase diagram of the system （29） when τ = 2.8 > τ * ≈ 1.884 2

图4　当 τ1 = τ2 = τ = 1.36 < τ0 ≈ 1.370 1时，系统( 29 )的轨线和相图

Fig. 4　Trajectory and phase diagram of the system （29） when τ1 = τ2 = τ = 1.36 < τ0 ≈ 1.370 1

图5　当 τ1 = τ2 = τ = 1.62 > τ0 ≈ 1.370 1时，系统( 29 )的轨线和相图

Fig. 5　Trajectory and phase diagram of the system （29） when τ1 = τ2 = τ = 1.62 > τ0 ≈ 1.370 1
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7 结论 

本文利用中心流形定理和规范型理论计算捕食-食饵系统 Hopf 分支的具体表达式，并证明了

分支的存在条件以及平衡点稳定性问题，同时通过全局分支理论将稳定性结论延拓至全局。经理

论研究以及数值模拟验证可知，系统在时滞未达到临界值 τ0、τ * 时，保持稳态；在时滞超越临界值

τ0、τ * 时，系统失稳，伴随着发生了局部的 Hopf 分支，产生了周期解，甚至使系统产生混乱。随着时

滞的逐渐增大，系统在正平衡点附近呈现波动状态，并表现出明显的多周期变化，证实了全局延拓

的结果。本文直观体现种群数量在时滞项以及收获项的影响下呈现出的变化规律，为相关部门及

生态环境保护行业人员对诸如此类种群的资源利用提供了理论参考。
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