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摘 要：研究了有界域中热传导方程源项和初始分布同时反演问题。通过热传导定解问题的特征系统，结合分离

变量的思想方法，构造了一种能同时重建热传导方程源项和初始分布的 Tikhonov 正则化方法，证明了正则化解的

收敛性，给出了正则化参数选取的后验策略及其正则化解的误差估计。最后，对提出的正则化方法进行了数值模

拟，研究结果表明正则化方法是有效的。
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Abstract: The problem of simultaneous inversion of the source term and initial distribution of heat conduction equation in bounded 

domains is studied. Through the characteristic system of the heat conduction problem, combined with the idea of separating vari‐

ables, the Tikhonov regularization method that can simultaneously reconstruct the source term and initial distribution of heat conduc‐

tion equation, is constructed. The convergence of the regularization solution is proved, and the posterior strategy of regularization pa‐

rameter selection is given with error estimation of the regularization solutions. Finally, numerical simulations for the proposed regu‐

larization method are carried out, and the results show that the regularization method is effective.
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0 引言 

近年来， 随着反问题理论和方法的不断发展，很多学者对热传导方程的源项和初始分布同时

反演问题进行了研究［1-20］。其中，文献［1］研究了一般抛物型方程中利用两个时刻的测量数据同
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时重建仅依赖空间变量的源项和初始分布的反演问题，提出了一种将初始分布转移到源项后的同

时反演正则化方法。利用某个终值时刻的温度和某个空间位置的温度，文献［2］考虑了同时确定

仅依赖于时间变量的源项和初始分布的反问题，其中的数值反演算法归结为一个基于基本解的逆

时问题和两次数值微分。文献［3］利用基本解方法研究了标准热传导中同时重建仅依赖空间变量

的源项和初始分布的反演问题，该反问题被分解为一个齐次逆时反问题和一个 Poisson 方程边值问

题，利用 Tikhonov 正则化方法和广义交叉验证（Generalized Cross-Validation，GCV）方法选择一个恰

当的正则化参数来重构空间源项和初始分布。文献［4］利用两个不同时刻的附加测量数据，基于

边界元方法给出了源项和初始分布的一种迭代反演算法。文献［5］则研究了一类时间分数阶扩散

方程中源项和初始分布的同时反演问题，给出了一种正则化的反演算法。上述关于热传导方程源

项和初始分布同时反演的研究，常常将同时反演转化两个问题后分阶段进行求解，或者是利用优

化思想将同时反演转化为间接的正则化泛函极小化问题［1］，实际上这两种情况往往不是算法意义

上的同时反演，且一般很难给出正则化解的收敛性和误差估计。为此，本文旨在构建一种在算法

意义上能真正同时反演源项和初始分布的正则化方法，并且给出先验和后验选取正则化参数下正

则化解的收敛性。另外，许多学者对于热传导方程中单个源项的反演或者单个初始分布的反演进

行了丰富的研究。例如，文献［6］研究了对流-扩散方程的初始分布反演问题，通过有限差分的

Crank-Nicolson 格式将方程离散后构造了带正则化项的目标函数，然后利用伴随同化方法稳定地

反演出了初始分布。文献［7］研究一维热传导方程的热源反演问题，给出了一种基于最小二乘支

持向量机的反演方法，数值实验表明该方法具有较高的数值精度和稳定性。

考虑下述非齐次标准热传导方程的定解问题
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ut = uxx + f ( x )， ( x，t )∈( 0，π )×[ 0，T ]，
u ( 0，t )= u ( π，t )= 0， t ∈[ 0，T ]，
u ( x，0 )= φ( x )， x ∈( 0，π )。

（1）

本文考虑的反问题是：由两个附加的终值数据

u ( x，T1 )= g1 ( x )，    u ( x，T2 )= g2 ( x )， T1 < T2， （2）
反演定解问题（1）中未知的初始分布 φ( x ) 和源项 f ( x )，其中 g1 ( x ) 和 g2 ( x ) 满足相容性条件

（g1 ( 0 ) = g1 ( π ) = 0，g2 ( 0 ) = g2 ( π ) = 0）。实际应用中，终值数据 g1 ( x ) 和 g2 ( x ) 往往是带有噪声的

测量数据，分别记为 g δ
1 ( x ) 和 g δ

2 ( x )，且满足

‖g δ
1 ( x )- g1 ( x )‖ ≤ δ， ‖g δ

2 ( x )- g2 ( x )‖ ≤ δ， （3）
其中  ⋅ 为 L2 ( 0，π ) 范数。本文依据正则化的思想方法，建立了一种在计算方法上能同时重建源项

和初始分布的 Tikhonov 正则化方法，即利用该方法能同时反演出源项和初始分布。

1 同时反演的Tikhonov正则化方法 

1.1　同时反演的不适定性　

假设 f ( x ) 和 φ( x ) 具有必要的光滑性，则利用分离变量法易得问题（1）的解为

u ( x，t )= ∑
k = 1

∞ ( )fk
1 - e-k2t

k2 + φke-k2t Xk ( x )， （4）

其中 fk = ( f，Xk ( x ) )，φk = ( φ，Xk ( x ) )，Xk ( x ) = sin ( kx )，(⋅，⋅) 表示 L2 ( 0，π ) 空间上的内积。于是，有

gi ( x )= u ( x，Ti )= ∑
k = 1

∞ ( )fk
1 - e-k2Ti

k2 + φke-k2Ti Xk ( x )， i = 1，2。 （5）

从而有

gik = fk
1 - e-k2Ti

k2 + φke-k2Ti， i = 1，2。 （6）
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由上式可解出 fk 和 φk，得

fk = k2

e-k2T2 - e-k2T1
(e-k2T2 g1k - e-k2T1 g2k)，

φk = 1
e-k2T2 - e-k2T1

((1 - e-k2T2 ) g1k -(1 - e-k2T1 ) g2k)。
故反演出的源项和初始分布分别为

f ( x )= ∑
k = 1

∞ k2

e-k2T2 - e-k2T1
(e-k2T2 g1，k - e-k2T1 g2，k) Xk ( x )， （7）

φ( x )= ∑
k = 1

∞ 1
e-k2T2 - e-k2T1

((1 - e-k2T2 ) g1，k -(1 - e-k2T1 ) g2，k) Xk ( x )。 （8）

由以上表达式可知，若 g1k 和 g2k 分别是噪声数据 g δ
1 ( x ) 和 g δ

2 ( x ) 的 Fourier 系数，则在反演初始分布

时噪声将被 ek2T1 放大；而在重建源项时，由于 k2

e-k2T2 - e-k2T1
e-k2T2 是有界的，且随着 k → ∞ 而趋于零， 

故重建源项的不适定性主要是数据 g δ
2 ( x ) 中的噪声被 k2 放大所致。因此，由式（7）和（8）同时反演

源项和初始分布是不适定的。

1.2　同时反演的正则化方法　

为建立同时反演的正则化方法，引进正问题算子 Ki，i = 1，2，即

Ki = [ki1，ki2 ]：
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úf

φ
↦ u ( x，Ti )， i = 1，2。 （9）

针对噪声数据 g δ
1 ( x ) 和 g δ

2 ( x )，为克服同时反演问题的不适定性，本文提出的 Tikhonov 正则化方法

是极小化正则化泛函

J ( f，φ )= K1 [ f，φ ]T - g δ
1

2 + K2 [ f，φ ]T - g δ
2

2 + (éëêêêê ù

û
úúúú

α 0
0 β [ f，φ ]T，[ f，φ ]T)， （10）

其中 α > 0，β > 0 是正则化参数，内积 ([ f，φ ]T，[ f，φ ]T)定义为

([ f，φ ]T，[ f，φ ]T)=( f，f )+( g，g )。
记 H0 ( [ 0，π ] ) ={ψ ( x )|ψ ( x ) ∈ L2 ( [ 0，π ] )，ψ ( 0 ) = ψ ( π ) = 0}。
定理 1 设 Ki：[ f，φ ]T ∈ H0 ( [ 0，π ] )× H0 ( [ 0，π ] ) ↦ u ( x，Ti ) 是由（9）式定义的算子。对于给定的

正则化参数 α > 0，β > 0，正则化泛函 J ( f，φ ) 存在唯一极小元 [ f δ，φδ ]T， 且该极小元 [ f δ，φδ ]T 等价

于正规方程

K * K
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úf δ

φδ + é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

α 0
0 β

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úf δ

φδ = K *é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úg δ

1

g δ
2

（11）

的解，其中 K * 为 K =[ K1，K2 ]T 的伴随算子，即

ì
í
îïï

( K *
11 K11 + K *

21 K21 ) f δ +( K *
11 K12 + K *

21 K22 )φδ + αf δ = K *
11 g δ

1 + K *
21 g δ

2，

( K *
12 K11 + K *

22 K21 ) f δ +( K *
12 K12 + K *

22 K22 )φδ + βφδ = K *
12 g δ

1 + K *
22 g δ

2。 （12）

证明　显然，Ki 是 H0 ( [ 0，π ] )× H0 ( [ 0，π ] ) 上的有界线性算子。

设 {[ fn，φn ]T}∞

n = 1
⊂ H0 ( [ 0，π ] )× H0 ( [ 0，π ] ) 为正则化泛函（10）的极小化序列，即当 n → ∞ 时有

J ( fn，φn ) → inf J ( f，φ )。经简单计算，可得

J ( fn，φn )+ J ( fm，φm ) = 2J ( )fn + fm

2 ，
φn + φm

2 + 1
2  K1 [ fn - fm，φn - φm ]T 2 +

1
2  K2 [ fn - fm，φn - φm ]T 2 + α

2  ( fn - fm ) 2 + β
2  ( φn - φm ) 2 ≥
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2inf J ( f，φ )+ α
2  ( fn - fm ) 2 + β

2  ( φn - φm ) 2。
当 n，m 趋于无穷时，上式左边收敛于 2inf J ( f，φ )，这表明序列 { fn }和 { φn }是 Cauchy 序列。于是，由

平方可积函数空间的完备性，可知存在 f δ ∈ H0 ( [ 0，π ] )和 φδ ∈ H0 ( [ 0，π ] )有 f δ = lim
n → ∞

fn 和 φδ = lim
n → ∞

φn。

由 J ( f，φ )的连续性可知 J ( fn，φn ) → J ( f δ，φδ )= inf J ( f，φ )。这证明了正则化泛函（10）存在极小元。

另一方面，根据实线性空间中的内积运算，对于任意的 ( f，φ ) 有
J ( f，φ )- J ( f δ，φδ )= 2 ( )K1 [ f δ，φδ ]T - g δ

1，K1 [ f - f δ，φ - φδ ]T +
2 ( )K2 [ f δ，φδ ]T - g δ

2，K2 [ f - f δ，φ - φδ ]T +

2 ( )é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

α 0
0 β [ f δ，φδ ]T，[ f - f δ，φ - φδ ]T + K1 [ f - f δ，φ - φδ ]T 2 + K2 [ f - f δ，φ - φδ ]T 2 +

( )é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

α 0
0 β

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úf ̂ - f δ

φ̂ - φδ
，
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úf ̂ - f δ

φ̂ - φδ
=

( )é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( K *

11 K11 + K *
21 K21 ) f δ +( K *

11 K12 + K *
21 K22 )φδ + αf δ - K *

11 g δ
1 - K *

21 g δ
2

( K *
12 K11 + K *

22 K21 ) f δ +( K *
12 K12 + K *

22 K22 )φδ + βφδ - K *
12 g δ

1 - K *
22 g δ

2
，
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úf - f α

φ - φβ +

 K1 [ f - f δ，φ - φδ ]T 2 + K2 [ f - f δ，φ - φδ ]T 2 + ( )é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

α 0
0 β

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úf ̂ - f δ

φ̂ - φδ
，
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úf ̂ - f δ

φ̂ - φδ
。

由上式易知求解正规方程与极小化泛函 J ( f，φ ) 是等价的。显然，若 ( f，̂φ̂ ) 也是正则化泛函 J ( f，φ )
的极小元，则由上式可得

0 = K1 [ f ̂ - f δ，φ̂ - φδ ]T
2
+ K2 [ f ̂ - f δ，φ̂ - φδ ]T

2
+ (éëêêêê ù

û
úúúú

α 0
0 β

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úf ̂ - f δ

φ̂ - φδ
，
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úf ̂ - f δ

φ̂ - φδ )，
故知 f ̂ = f δ，φ̂ = φδ，即得唯一性成立。

接下来，根据正规方程组（12）给出正则化解的表达式。首先，我们记

F1k = 1 - e-k2T1

k2 ，  F2k = 1 - e-k2T2

k2 ，Φ1k = e-k2T1，Φ2k = e-k2T2。

然后，将 f δ，φδ，g δ
1 和 g δ

2 按特征函数系 Xk ( x ) 作 Fourier 展开，带入正规方程组（12），即可得 Fourier 系
数满足以下方程组：

ì
í
îïï

( F 2
1k + F 2

2k ) f δ
k +( F1kΦ1k + F2kΦ2k )φδ

k + αf δ
k = F1k g δ

1k + F2k g δ
2k，

( Φ1k F1k + Φ2k F2k ) f δ
k +( Φ2

1k + Φ2
2k )φδ

k + βφδ
k = Φ1k g δ

1k + Φ2k g δ
2k。 （13）

令

P1 =( F 2
1k + F 2

2k )+ α，P2 = F1kΦ1k + F2kΦ2k，

P3 =( Φ2
1k + Φ2

2k )+ β，
B1 = F1k g δ

1k + F2k g δ
2k，B2 = Φ1k g δ

1k + Φ2k g δ
2k。

于是，从测量数据 g δ
1 和 g δ

2 反演源项和初始分布的正则化解分别为

f δ
α，β ( x )= ∑

k = 1

∞ P3 B1 - P2 B2

P1 P3 - P 2
2

Xk ( x )，φδ
α，β ( x )= ∑

k = 1

∞ P1 B2 - P2 B1

P1 P3 - P 2
2

Xk ( x )。 （14）

记

P10 = F 2
1k + F 2

2k，    P30 = Φ2
1k + Φ2

2k，B10 = F1k g1k + F2k g2k，B20 = Φ1k g1k + Φ2k g2k ，
其中 g1k 和 g2k 分别是精确数据 g1 ( x ) 和 g2 ( x ) 的 Fourier 系数。再记对应于精确数据的正则化解为

fα，β 和 φα，β，则
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fα，β ( x )= ∑
k = 1

∞ P3 B10 - P2 B20

P1 P3 - P 2
2

Xk ( x )， φα，β ( x )= ∑
k = 1

∞ P1 B20 - P2 B10

P1 P3 - P 2
2

Xk ( x )， （15）

以及（7）和（8）式则可改写成

f ( x )= ∑
k = 1

∞ P30 B10 - P2 B20

P10 P30 - P 2
2

Xk ( x )， φ( x )= ∑
k = 1

∞ P10 B20 - P2 B10

P10 P30 - P 2
2

Xk ( x )。 （16）

定理2 若精确源项 f ( x ) 和精确初始分布 φ( x ) 的 Fourier 系数满足

∑
k = 1

∞
( k2 )2p f 2

k < ∞，∑
k = 1

∞
( k2 )2 φ2

k < ∞，p > 0，

则存在常数 C1，C2 和 C3 使得

 f δ - f ≤ 2C1
δ
α

+ C2αp/2 + C3 β1/2，

即当
δ
α

→ 0，且 α → 0 和 β → 0 时， 正则化解 f δ ( x ) → f ( x )。

证明 由三角不等式，可知

 f δ - f ≤ f δ - fα，β + fα，β - f 。
经简单计算，可得

P1 P3 - P 2
2 ≥ βF 2

1k + βF 2
2k + αΦ2

1k + αΦ2
2k + αβ，

和

P3 B1 - P2 B2 = Φ2k ( F1kΦ2k - F2kΦ1k ) g δ
1k + Φ1k ( F2kΦ1k - F1kΦ2k ) g δ

2k + βF1k g δ
1k + βF2k g δ

2k，

其中

| F1kΦ2k - F2kΦ1k |=
e-k2T1 - e-k2T2

k2 ≤ e-k2T1。
于是

 f δ - fα，β
2 ≤ C1∑

k = 1

∞ Φ4
1k || g δ

1k - g1k
2 + Φ4

1k || g δ
2k - g2k

2 + β2 || g δ
1k - g1k

2 + β2 || g δ
2k - g2k

2

( )βF 2
1k + βF 2

2k + αΦ2
1k + αΦ2

2k + αβ
2 ≤

2C 2
1

α2 (∑k = 1

∞

| g δ
1k - g1k |

2 + ∑
k = 1

∞

| g δ
2k - g2k |

2)，
即

 f δ - fα，β ≤ 2C1δ
α

。 （17）

另一方面，注意到 T1 < T2，  P10 P30 - P 2
2 = ( e-k2T1 - e-k2T2

k2 ) 2

，经细致计算可得

 fα，β - f
2 = ∑

k = 1

∞ ( )P3 B10 - P2 B20

P1 P3 - P 2
2

- P30 B10 - P2 B20

P10 P30 - P 2
2

2

=

∑
k = 1

∞ ( )( P3 B10 - P2 B20 )( P10 P30 - P 2
2 )-( P1 P3 - P 2

2 )( P30 B10 - P2 B20 )
(( P10 P30 - P 2

2 )+ αP30 + βP10 + αβ )( P10 P30 - P 2
2 )

2

=

∑
k = 1

∞ ( )βB10 ( P10 P30 - P 2
2 )-( αP30 + βP10 + αβ )( P30 B10 - P2 B20 )

(( P10 P30 - P 2
2 )+ αP30 + βP10 + αβ )( P10 P30 - P 2

2 )

2

=

∑
k = 1

∞ ( )βP2 ( P10 B20 - P2 B10 )-( αP30 + αβ )( P30 B10 - P2 B20 )
(( P10 P30 - P 2

2 )+ αP30 + βP10 + αβ )( P10 P30 - P 2
2 )

2

≤

2 ∑
k = 1

∞ ( )βP2

( P10 P30 - P 2
2 )+ αP30 + βP10 + αβ

2 ( )P10 B20 - P2 B10

P10 P30 - P 2
2

2

+
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4 ∑
k = 1

∞ ( )αP30

( P10 P30 - P 2
2 )+ αP30 + βP10 + αβ

2 ( )P30 B10 - P2 B20

P10 P30 - P 2
2

2

+

4 ∑
k = 1

∞ ( αβ
( P10 P30 - P 2

2 )+ αP30 + βP10 + αβ ) 2(P30 B10 - P2 B20

P10 P30 - P 2
2 ) 2

≤

2 ∑
k = 1

∞ ( 2βek2T1

(1 - e-k2 (T2 - T1 ) )2 + 2(1 - e-k2T1 )2 β ( ek2T1 )2 ) 2

( k2 )2φ2
k + 4 ∑

k = 1

∞ ( 2α( k2 )2 - p

(1 - e-k2 (T2 - T1 ) )2 + α( k2 )2 ) 2

( k2 )2p f 2
k +

4 ∑
k = 1

∞ ( )αβ ( k2 )2 - p

2β (1 - e-k2T1 )+ αβ ( k2 )2

2

( k2 )2p f 2
k ≤ O ( αp )+ O ( β )。 （18）

综合（17）和（18）式，即得

 f δ - f ≤ 2C1δ
α

+ C2αp/2 + C3 β1/2。
注1 类似于定理 2，可以得到正则化解 φδ ( x ) 的收敛性。

1.3　正则化参数的后验选取

正则化参数在不适定问题的数值算法中有着非常重要的作用，其取值是否合适直接关系到解

的反演效果。在实际应用中，由于很难获知解的先验信息，故一般采用后验策略选取正则化参数

策略。本文采用基于 Morozov 偏差原理的后验选取准则来确定正则化参数 α 和 β 的近似值，即选取

正则化参数 α 和 β 满足偏差方程

 K1 [ f δ，φδ ]T - g δ
1

2 + K2 [ f δ，φδ ]T - g δ
2

2
= 2δ2。 （19）

定理3　设 [ f δ，φδ ]T 是正则化泛函（11）的极小元，也即是正规方程（12）的正则化解，且满足偏

差方程（19）。记对应精确数据 g1 ( x ) 和 g2 ( x ) 的反问题真解为 [ f *，φ* ]T。不妨设正则化参数

β = τα，且设存在 z =[ z1，z2 ]T 使得 [ f *，τφ* ]T = K * z，其中 ‖z‖ ≤ M，K * 是算子 K =[ K1，K2 ]T 的伴

随算子，M 是个正常数，则正则化解 [ f δ，φδ ]T 有以下误差估计

 [ f δ， τ φδ ]T -[ f *， τ φ* ]T
2
≤ Cδ， （20）

其中 C 是依赖于 M 的常数。

证明　因为 [ f δ，φδ ]T 是正则化泛函（11）的极小元，且正则化参数 α 和 β 是由偏差方程（19）决定

的，故有

2δ2 + α Fδ 2 + β  φδ 2 ≤ K1 [ f *，φ* ]T - g δ
1

2 + K2 [ f *，φ* ]T - g δ
2

2 + α f * 2 + β‖φ*‖2 =

 g1 - g δ
1

2 + g2 - g δ
2

2 + α f * 2 + β‖φ*‖2 = 2δ2 + α f * 2 + β‖φ*‖2。
由关系 β = τα 和上述不等式，可得

 f δ 2 + τ  φδ 2 ≤ f * 2 + τ‖φ*‖2。 （21）
于是，有

 [ f δ， τ φδ ]T -[ f *， τ φ* ]T
2
=

( f δ，f δ )- 2( f δ，f * )+( f *，f * )+ τ ( φδ，φδ )- 2τ ( φδ，φ* )+ τ ( φ*，φ* )≤
2 (( f * - f δ，f * )+( φ* - φδ，τφ* ))= 2 ([ f * - f δ，φ* - φδ ]T，K * z) ≤

2 (K [ f * - f δ，φ* - φδ ]T，z)= 2 (K [ f *，φ* ]T -[ g δ
1，g δ

2 ]T，z)+ ( )[ g δ
1，g δ

2 ]T - K [ f δ，φδ ]T，z ≤

2 ( )2 δ‖z‖ + 2 δ‖z‖ ≤ 4 2 Mδ。
证毕。

注2 根据式（4）和（5），存在 z =[ z1，z2 ]T 使得 [ f *，τφ* ]T = K * z 的假设条件是合理的，其中 ‖z‖ ≤ M，K * 是算
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子 K =[ K1，K2 ]T
的伴随算子，M 是个正常数。

由于偏差方程（19）不方便求解，故在数值实验中一般采用上述正则化参数选取方法的实用形

式：给定 α0 ∈ ( 0，1) 和 β0 ∈ ( 0，1)，选取正则化参数 α = αk* - 1
0 和 β = β k* - 1

0 使得恰好在第 k* 步有

 K1 [ f δ
α，β，φδ

α，β ]T - g δ
1 ≤ δ， K2 [ f δ

α，β，φδ
α，β ]T - g δ

2 ≤ δ，  （22）
其中正则化解在实际计算中取前 N 项截断为

f δ
α，β ( x )= ∑

k = 1

N P3 B1 - P2 B2

P1 P3 - P 2
2

Xk ( x )， φδ
α，β ( x )= ∑

k = 1

N P1 B2 - P2 B1

P1 P3 - P 2
2

Xk ( x )。 （23）

2 数值模拟 

在以下数值模拟中，按以下方式

g δ
1 ( x )= g1 ( x )+ δ ( 2r1 ( x )- 1) g1 ( x )， g δ

2 ( x )= g2 ( x )+ δ ( 2r2 ( x )- 1) g2 ( x )，
得到带有随机噪声的测量数据，其中 δ 是相对误差水平，r1 ( x ) 和 r2 ( x ) 是两个独立的取值于 ( 0，1)
的随机函数。测量数据的 Fourier 系数 g δ

1k 和 g δ
2k 均按数值积分的梯形公式计算得到。记源项和初始

分布的正则化解的相对误差分别为

ε1 =
 f δ

α，β ( x )- f ( x )
 f ( x )

 和 ε2 =
 φδ

α，β ( x )- φ( x )
 φ( x )

。

为了反映本文所提出的同时反演方法的有效性，我们将反演结果与文献［9］中的方法，以及以下两

阶段反演方法进行相对误差比较（见表 1—2），反演中正则化参数的选取均采用式（22）的方式，其

中，两阶段反演方法是：首先，利用标准 Tikhonov 正则化方法从定解问题

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ut = uxx + f ( x )，
u ( 0，t )= u ( π，t )= 0，
u ( x，T1 )= g δ

1 ( x )， u ( x，T2 )= g δ
2 ( x )。

反演出源项 f ( x ) 的近似解 f δ
α ( x )；然后，将 f δ

α ( x ) 带入定解问题

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ut = uxx + f δ
α ( x )，

u ( 0，t )= u ( π，t )= 0，
u ( x，0 )= φ( x )，
u ( x，T1 )= g δ

1 ( x )。
利用标准 Tikhonov 正则化方法反演出初始分布 φ( x ) 的近似解 φδ

β ( x )。经计算，两阶段反演方法的

正则化解分别为

f δ
α ( x )= ∑

k = 1

∞
1 - e-k2 (T2 - T1 )

k2 ( g δ
2k - g δ

1ke-k2 (T2 - T1 ) )

( )1 - e-k2 (T2 - T1 )

k2

2

+ α

Xk ( x )， （24）

φδ
β ( x )= ∑

k = 1

∞ e-k2T1

( )e-k2T1
2 + β (g δ

1k - ( )g δ
2k - g δ

1ke-k2 (T2 - T1 ) ( 1 - e-k2T1 )
1 - e-k2 (T2 - T1 ) ) Xk ( x )， （25）

其中 α 和 β 分别为反演源项和初始分布时的正则化参数。

算例 1 考虑同时反演热传导问题

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

ut - uxx = f ( x )， ( x，t )∈( 0，π )×( 0，1)，
u ( 0，t )= u ( π，t )= 0， t ∈( 0，1)，
u ( x，0 )= φ( x )， x ∈( 0，π )。
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的源项 f ( x ) 和初始分布 φ( x )，其中 f ( x ) = 9sin( 3x )，φ( x ) = sin ( x )+ sin ( 3x )，u ( x，t ) = e-t sin ( x )+

sin ( 3x )。取 T1 = 0.5，T2 = 1.0，α0 = 1
2 ，β0 = 15

31 ，分别对于相对误差水平 δ = 0.5%，1%，5% 进行数

值模拟，取 N = 10 得到截断正则化解。数值结果（真解和正则化解的对比）见图 1，三种方法所得

正则化解的误差对比见表 1。
算例 2 考虑同时反演下列热传导问题中的源项和初始分布

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

ut - uxx = f ( x )， ( x，t )∈( 0，π )×( 0，1)，
u ( 0，t )= u ( π，t )= 0， t ∈( 0，1)，
u ( x，0 )= φ( x )， x ∈( 0，π )。

其中 f ( x ) = x (1 + cos ( 3x ) ) 和 φ( x ) = 1
2 x2 ( π - x )。显然，正演问题没有解析解，故 u ( x，T1 ) 和

u ( x，T2 ) 由有限元方法计算所得。取 T1 = 0.5，T2 = 1.0，α0 = 1
2 ，β0 = 15

31 ，分别对于相对误差水平

δ = 0.5%，1%，5% 进行数值模拟，取 N = 30 得到截断正则化解，数值结果（真解和正则化解的对

比）见图 2，三种方法所得正则化解的误差对比见表 2。
从表 1 和表 2 中可以看出，对于 T1 = 0.5 和 T2 = 1.0 两个时刻的测量数据，文献［9］中的方法不

能有效实现初始分布的反演，这和初始分布反演更为不适定的结论相符合。实际上，测量数据的

时刻 T 越大，初始分布反演的不适定性越强。为此，分别取两组更小时刻的测量数据对文献［9］中

的方法进一步模拟，结果如表 3 所示，从中可以看出当 T1 = 0.1 和 T2 = 0.2 时能有效地同时反演源

图1　算例1中真解和正则化解的对比图

Fig.  1　Comparison between the true solution and the regularization solutions for example 1

表1　算例1中三种方法在不同噪声水平下的数值反演结果

Table 1　Numerical inversion results of three methods under different noise levels in example 1

方法

文献[9]中的方法

两阶段反演方法

同时反演方法

δ

0.5%
1%
5%

0.5%
1%
5%

0.5%
1%
5%

α

2.910 4×10−11

5.820 8×10-11

2.328 3×10-10

1.525 9×10-5

3.051 8×10-5

2.441 4×10-4

2.441 4×10-4

4.882 8×10-4

1.953 1×10-3

β

-
-
-

2.114 1×10-6

4.369 2×10-6

1.866 1×10-5

1.647 2×10-4

3.404 3×10-4

1.454 0×10-3

ε1

2.306 9×10-3

4.605 0×10-3

1.897 2×10-2

3.623 8×10-3

6.879 9×10-3

2.998 8×10-2

2.447 0×10-3

4.712 9×10-3

1.949 9×10-2

ε2

2.016 8×10-1

3.335 5×10-1

1.075 1
9.986 3×10-3

1.581 9×10-2

8.154 3×10-2

4.565 8×10-3

1.316 4×10-2

4.384 5×10-2
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项与初始分布。需要指出的是，对于文献［9］中的算例 2，利用 T1 = 0.5 和 T2 = 1.0 的测量数据能

得到比较好的结果，但是文献［9］中的算例相对本文算例来说更为简单。

3 结论 

本文主要考虑了非齐次热传导方程源项和初始分布同时反演问题，通过热传导方程定解问题

的特征系统，结合分离变量方法的思路，给出了能同时反演源项和初始分布的 Tikhonov 正则化方

法，证明了正则化解的收敛性，同时给出正则化参数选取的后验策略及其正则化解的误差估计。

数值算例的实验结果表明，在后验选取正则化参数的策略下，同时反演的 Tikhonov 正则化方法能

表2　算例2中三种方法在不同噪声水平下的数值反演结果

Table 2　Numerical inversion results of three methods under different noise levels in example 2

方法

文献[9]中的方法

两阶段反演方法

同时反演方法

δ

0.5%
1%
5%

0.5%
1%
5%

0.5%
1%
5%

α

4.930 4×10-32

1.972 2×10-31

4.235 2×10-22

1.220 7×10-4

2.441 4×10-4

9.765 6×10-4

2.441 4×10-4

4.882 8×10-4

1.953 1×10-3

β

-
-
-

9.029 7×10-6

2.114 1×10-6

2.114 1×10-6

1.647 2×10-4

3.404 3×10-4

1.454 0×10-3

ε1

3.336 5×10-2

4.203 3×10-2

5.600 6×10-2

3.065 6×10-2

4.366 7×10-2

9.022 8×10-2

2.056 1×10-2

2.981 3×10-2

6.236 4×10-2

ε2

4.593 2×106

1.157 1×106

1.213 9×103

5.288 0×10-2

9.967 5×10-2

3.271 5×10-1

4.976 7×10-2

5.048 2×10-2

5.226 0×10-2

表3　算例2中文献［9］中的方法在不同T1和T2下的数值反演结果

Table 3　Numerical inversion results of the method in ref.  [9] under different T1 and T2 in example 2

文献[9]中的方法

T1 = 0.2
T2 = 0.3

T1 = 0.1
T2 = 0.2

δ

0.5%
1%
5%

0.5%
1%
5%

α

3.388 1×10-21

1.355 3×10-20

1.421 1×10-14

2.168 4×10-19

8.673 6×10-19

1.136 9×10-13

β

-
-
-
-
-
-

ε1

3.245 0×10-2

4.111 9×10-2

5.655 2×10-2

3.516 7×10-2

4.383 5×10-2

5.021 6×10-2

ε2

4.496 3×10-1

8.336 3×10-1

5.265 4×10-1

2.125 7×10-2

2.898 5×10-2

4.057 5×10-2

图2　算例2中真解和正则化解的对比图

Fig.  2　Comparison between the true solution and the regularization solutions for example 2
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有效地同时重建热传导过程中的热传导源项和初始分布。从表 1 和表 2 的结果可以看出，本文提

出同时反演方法明显比文献［9］中的方法更好，且优于两阶段反演方法。对于本文给出的同时反

演的 Tikhonov 正则化方法，还可被推广解决第二类或第三类边界条件下热传导方程的源项与初始

分布同时反演问题，以及相应的非齐次边界问题中的同时反演等。
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