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特征标的正规原核与次正规原核

王蕾*

（山西大学 数学科学学院，山西 太原 030006）

摘 要：对于一个给定的不可约复特征标，一般而言它的正规原核和次正规原核是不相同的，研究它们何时重合是

一个很基本的问题。2001 年，Isaacs 和 Navarro 利用  Hall 子群的拟本原特征标构造了一类不可约复特征标。本文

将证明这类特征标的正规原核和次正规原核是相同的，从而加强了 Isaacs 和 Navarro 的结论，并给出了若干应用。
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Normal Nuclei and Subnormal Nuclei of Characters

WANG Lei*

(School of Mathematical Sciences, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

Abstract: In general, normal nuclei and subnormal nuclei are different for a given irreducible complex character, and it is a basic 

problem to study that when these two classes of nuclei coincide with each other. In 2001, Isaacs and Navarro introduced a class of ir‐

reducible complex characters that are induced from qusi-primitive characters of Hall subgroups. In this paper, we show that normal 

nuclei of these characters are the same as subnormal nuclei. This strengthens Isaacs and Navarro's result and several applications are 

given.
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0 引言 

本文只考虑有限群，所用到的群和特征标

的符号和术语，均可参考文献［1］和［2］。

在 π-可分群 G 中，Isaacs 建立了 π-部分特

征标理论［3-5］，把关于素数 p 的不可约 Brauer 特
征标推广为关于素数集合  π 的不可约 π-部分

特征标，简称为 Iπ-特征标，全体记为 Iπ ( G )。如

果取  π = { p } ′ 为素数 p 在所有素数集合中的

补集时，则 Iπ ( G ) = IBrp ( G )。
对于每个不可约复特征标 χ ∈ Irr ( G )，Isaa⁃

cs 构 造 了 一 个 共 轭 唯 一 的 特 征 标 对 

(W，γ )［3 ，6］，其中 γ ∈ Fπ (W ) 并且 γG = χ，称之

为 χ 的次正规原核。利用次正规原核，Isaacs 
定义了 Bπ-特征标，全体记为 Bπ ( G )。由此给

出了 Iπ-特征标的一类典范提升，从而将 π-部
分特征标的研究提升到复特征标情形。2002 年

Navarro 构造了一类新的原核，称之为正规原

核［7］，并建立了相应的共轭唯一性。同时，利

用正规原核，Navarro 给出了 Iπ-特征标的又一

类典范提升，即 Nπ-特征标，全体记为 Nπ ( G )。
Cossey 和 Navarro 在文献［8-9］中引入了上

述两类原核的卫星特征标，极大程度地丰富了

有限群表示理论。此外，文献［7］和［10］中利
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用不同类型的原核建立了不可约复特征标的顶

点理论，该理论为解决很多重要的表示论问题

提供了一种强有力的技术工具［11-12］。

上述两种类型的原核，虽然在构造过程和

性质上有很多相似的地方，但是由于诱导的复

杂性，一般而言这两类原核是不相同的。例如

文献［13］的主定理，它只对正规原核是成立

的。然而，该定理的证明却需要借助于次正规

原核。考虑到两类原核各自所具有的技术便

利，人们期望可以找到某些附加条件使得它们

是一致的。

设  G 为有限群，χ ∈ Irr ( G ) ，如果对于任意

的正规子群 N，均有 χN = eθ，其中  e 为非负整

数，θ ∈ Irr ( N ) ，则称 χ 为拟本原特征标。2001 
年，Isaacs 和 Navarro 引入了一类特征标［14］，它

们的次正规原核可以通过 Hall 子群的拟本原

特征标来构造。

定理（Isaacs-Navarro） 设 G 是 π-可分群，

H ∈ Hallπ ( G ) ，α ∈ Irr ( H )，则 存 在 唯 一 的 子 群

 W，它是满足以下性质的 G 的子群中极大的：

α 可扩张到 W 上且存在唯一的 γ ∈ Xπ (W ) 使
得 γH = α。如果 α 是拟本原特征标，则 χ = γG 
是不可约的，并且 χ ∈ Bπ ( G )。特别地，(W，γ ) 
是 χ 的一个次正规原核。

为了叙述方便，将上述定理中的 W 和 γ 分
别称为 α 的极大可扩张子群和极大可扩张特征

标。本文将证明对于上述定理的 χ 而言，它的

正规原核和次正规原核是相同的。

定理 1 设 G 是 π-可分群，H ∈ Hallπ ( G ) ，
α ∈ Irr ( H ) ，W 和 γ 分别是 α 的极大可扩张子群

和极大可扩张特征标。如果  α 是拟本原特征

标，则 χ = γG 是不可约的，并且 χ 的正规原核和

次正规原核是相同的。

在文献［15］中，Cossey 证明了当 2 ∈ π 或者

|G| 是奇数时，Bπ ( G ) 和 Nπ ( G ) 是相同的。但是

一般情况下，这两个特征标集合之间没有明显

的联系，甚至没有包含关系，反例可见［15］。

而本文定理 1 中的特征标 χ 则在这两类特征标

集合的交集中。

推论 1 设 G 是 π-可分群，H ∈ Hallπ ( G ) ，
α ∈ Irr ( H ) ，W 和 γ 分别是 α 的极大可扩张子群

和极大可扩张特征标。如果 α 是拟本原特征

标，则χ = γG是不可约的，并且χ ∈ Bπ ( G )∩ Nπ ( G )。
在定理 1 中，如果 α ∈ Irr ( H ) 是拟本原的，

令 γ 是 α 的 极 大 可 扩 张 特 征 标 ，则 χ =
γG ∈ Irr ( G )。为了叙述方便，在此定义映射

Φ：{ α ∈ Irr ( H ) | α 为 H 的拟本原特征标 } →
Irr ( G )，α ↦ Φ( α )，

其中  Φ( α ) = χ。特别地，可取 α 为  H 的线性特

征标。

设 G 为任意有限群，p 为素数，通常记

Irrp′ ( G )={ χ ∈ Irr ( G ) | χ (1 ) 不被 p 整除 }，
即 G 的次数不被 p 整除的全体不可约复特征标

构成的集合。利用映射 Φ，可以在下述两个不

可约复特征标集合之间建立一个双射。

推论 2 设 G 是 π-可分群，H ∈ Hallπ ( G ) ，
记 N = NG ( H )。如果 Λ 为集合 Lin( H ) 中 N-轨

道的代表元集合，则映射  Φ 定义了一个双射：

Λ → Nπ ( G )∩ Irrπ′ ( G )，λ ↦ Φ( λ )。
作 为 定 理 1 的 直 接 应 用 ，也 可 得 到 下 述

结论。

推论 3 设 G 是 π-可分群，则 Irrπ′ ( G ) 中每

个成员均为 Nπ ( G )∩ Irrπ′ ( G ) 中唯一一个成员的

卫星特征标。

1 预备知识 

1979 年，Gajendragadkar 在文献［16］中给出

了两类很重要的特征标。设 G 是  π-可分群，其

中  π 是素数集合，χ ∈ Irr ( G )。如果 χ (1 ) 是 π-

数，并且对于 G 的每个次正规子群 S 以及 χS 的

每个不可约分量 θ ∈ Irr ( S )，均有 θ 的行列式阶 
o( θ ) 是 π-数，则称 χ 是 π-特殊的特征标，简称

为 Xπ-特征标，全体记为 Xπ ( G )。类似地，也可

定义 π′-特殊的特征标，亦称为 Xπ′-特征标，全

体记为 Xπ′ ( G )。
下面给出著名的 Gajendragadkar 乘积定理，

可参见文献［17］中定理 2.2。
引 理 1 设 G 为 π- 可 分 群 ，如 果 α，α′

∈ Xπ ( G )，而 β，β′ ∈ Xπ′ ( G )，则 αβ ∈ Irr ( G )。 进

而，如果还有 αβ = α′β′，则 α = α′ 且  β = β′。
如 果  χ ∈ Irr ( G ) 存 在 分 解 χ = αβ，其 中 

α ∈ Xπ ( G )，β ∈ Xπ′ ( G )，则称 χ 为 G 的 π-可分解
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的特征标，简称为 Fπ-特征标。通常用 Fπ ( G ) 
表示 G 的所有 Fπ-特征标构成的集合。如果 
χ ∈ Fπ ( G )，根据上述乘积定理，则其因子 α 和 β

均由 χ 唯一确定，分别称为 χ 的 π-特殊因子和

π′-特殊因子。为了叙述方便，本文将依次记为

χπ 和 χπ'。

下面给出特征标对的定义。设 G 是 π-可分

群，如果 N ⊲ G，θ ∈ Fπ ( N )，则称 ( N，θ ) 为 G 的

正规的 π-可分解的特征标对。设 χ ∈ Irr ( G )，如
果 θ 为 χN 的一个不可约分量，则称  θ 在  χ 下方，

或 称  χ 在 θ 上 方 ，记 为 ( N，θ ) ≤ ( G，χ )。 简 单

计，将 G 的所有正规的 π-可分解的特征标对构

成的集合记为 Nπ ( G )，将 Nπ ( G ) 中全体特征标

对 在 “ ≤”关 系 下 极 大 成 员 的 集 合 记 为

 N*
π ( G )。

下述引理是 Nπ ( G ) 中特征标对的一个基本

性质。

引理 2 设 G 是 π-可分群，( N，θ ) ∈ Nπ ( G )。
如 果 ( N，θ ) ∉ N*

π ( G )，则 存 在 特 征 标 对

(T，τ ) ∈ Nπ ( G ) 使得 ( N，θ ) < (T，τ )，N ⊲ T 并且

T/N 为单群。

证明 因为 ( N，θ ) ∉ N*
π ( G )，则可找到极小

的特征标对 (T，τ ) ∈ Nπ ( G ) 使得 ( N，θ ) < (T，τ )。
从而，存在 G 的正规子群 U ⊲ G 使得 N < U ≤
T，并且 U/N 是一个单群。选取 μ ∈ Irr (U ) 在 τ

下方且在 θ 上方。注意到 U ⊲ T，τ ∈ Fπ (T )，由
于 Fπ-特征标在正规子群上的分量仍为 Fπ-特

征 标 ，则 μ ∈ Fπ (U )，故 (U，μ ) ∈ Nπ ( G )。 此 时

( N，θ ) < (U，μ ) ≤ (T，τ )。由 (T，τ ) 的极小性，迫

使 (T，τ ) = (U，μ )。从而完成证明。

下述引理的证明包含在文献［8］定理 2.4 的

证明过程中，为了叙述的完整性，在此仍给出

证明。

引理 3 设 G 是 π-可分群，( N，θ ) ∈ N*
π ( G )。

记 Gθ 为 θ 在 G 中 的 惯 性 群 。 如 果 Gθ = G，

则 N = G。

证明 假设 N < G，则存在 G 的正规子群 U
使得 N < U 且 U/N 是单群，故 U/N 或者是 π-
群，或者是 π′-群。选取 μ ∈ Irr (U ) 在  θ 的上方。

已知 θ ∈ Fπ ( N ) 是 G-不变的，根据文献［17］中

推 论 4.5，可 以 推 出 μ ∈ Fπ (U )，故  ( N，θ ) <

(U，μ ) ∈ Nπ ( G )。 这 与 ( N，θ ) ∈ N*
π ( G ) 矛 盾 ，该

矛盾表明  N = G。

本文仅叙述正规原核的构造过程。次正规

原核的构造过程可参考文献［17］中 4A。

设 G 是 π-可分群，χ ∈ Irr ( G ) 为  G 的不可约

复特征标。

（1）选取( N，θ )∈N*
π ( G )满足( N，θ )≤( G，χ )。 

令 T = Gθ 为  θ 在 G 中的惯性群，根据 Clifford
对 应 ，存 在 唯 一 的 ψ ∈ Irr (T ) 在 θ 的 上 方 使

得 χ = ψG；

（2）如果 χ 为 Fπ-特征标，利用引理 3，则

( G，χ ) = (T，ψ )；
（3）如果   χ 不是 Fπ-特征标，用 ψ 代替 χ，T

代替 G 并重复过程（1）。

不断重复过程（1），（2）和（3），则可以得到

一个序列  ( G，χ ) > (T，ψ ) > ⋯。如果 (W，γ ) 为
该序列中的最后一对，则称 (W，γ ) 是 χ 的一个

正 规 原 核 。 通 过 以 上 构 造 过 程 ，可 以 得 到

  γ ∈ Fπ (W ) 且 γG = χ。不难看出 χ 的所有的正

规原核构成了一个 G-共轭类。

类 似 于 Fong-Swan 定 理 所 给 出 的 提 升 技

术，Isaacs 建立了 Iπ-特征标的提升理论。设 G 
是 π-可分群，χ ∈ Irr ( G )，(W，γ ) 是 χ 的一个次正

规原核。如果 γ ∈ Xπ (W )，则称 χ 为 G 的  Bπ-特

征标，全体记为 Bπ ( G )。 由此得到了 Iπ-特征标

的一类典范提升，即映射 χ ↦ χ 0 可以在 Bπ ( G ) 与
Iπ ( G ) 之间建立一个双射，其中 χ 0 表示 χ 在  G 的

阶为 π-数的元素上的限制。

2002 年 Navarro 利用正规原核构造了 Iπ-特

征标的一类新的典范提升［7］。2010 年 Cossey 明

确定义了这类提升［18］：如果 (W，γ ) 是不可约复

特征标 χ 的一个正规原核并且 γ ∈ Xπ (W )，则称

χ 为 G 的 Nπ-特征标，全体记作 Nπ ( G )。
Navarro 在文献［9］中发现 G 的每个  Nπ-特

征标可以确定  G 的若干形如  ( βγ )G 的不可约

复特征标。下述结果可见文献［9］中定理 3.1。
引理 4 设 G 为 π- 可 分 群 ，χ ∈ Nπ ( G )，

(W，γ ) 为 χ 的正规原核，则存在下述单射：

f：Xπ′ (W )→ Irr ( G )，β ↦( βγ )G。

定义2 设 G 为 π-可分群， χ ∈ Nπ ( G )， (W，γ ) 
为 χ 的正规原核。称 ( βγ )G ∈ Irr ( G ) 为 χ 的一个
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卫 星 特 征 标 ，其 中 β ∈ Xπ′ (W )，全 体 记 为

Satχ ( G )。
需要指出的是，由于不可约复特征标的正

规原核是一个 G-共轭类，所以卫星特征标的定

义不依赖于  χ 的正规原核  (W，γ ) 的选择而仅

仅依赖于  χ 。在此需要说明的是，本文所用到

的卫星特征标均为正规原核的卫星特征标。

事实上，不同  Nπ-特征标的卫星特征标并

无相同的成员。下述引理可见文献［9］中引

理 3.4。
引理 5 设 G 为 π-可分群，χ1，χ2 为 G 的任

意两个不同的 Nπ-特征标，则

Satχ1 ( G )∩ Satχ2 ( G )= ∅。

本文还需要卫星特征标的一个计数性引

理。本质是文献［14］中定理 3.5，只需将其中次

正规原核改写为正规原核即可。

引理 6 设 G 为 π-可 分 群 ，H ∈ Hallπ ( G )，
N = NG ( H )，λ ∈ Lin( H )，则

|SatΦ( λ ) ( G )| = |Irr ( N|λ )|，
其中 Irr ( N|λ ) 为 N 的在 λ 上方的不可约复特征

标集合。

下面给出 Gajendragadkar 限制定理，即文献

［17］中定理 2.10。
引理 7 设 G 是 π-可分群，H ≤ G 且 |G：H|

为 π′-数，则特征标的限制定义了一个单射

(    )H：Xπ ( G )→ Xπ ( H )，χ ↦ χH 。
特别地，可取 H ∈ Hallπ ( G )。

下述结论是 McKay 猜想的一种变形版本，

可见文献［14］中定理 3.4。
引理 8 设 G 是 π-可分群，H ∈ Hallπ ( G ) ，

N = NG ( H )，则
| Irrπ′ ( G )| = |Irr ( N/H′ ) | = |Irrπ′ ( N )|。

2 主要结果及证明

为 了 得 到 本 文 的 定 理 1，首 先 证 明 下 述

定理。

定理 2 设 G 是 π-可分群，H ∈ Hallπ ( G ) ，
α ∈ Irr ( H ) ，W 和 γ 分别是 α 的极大可扩张子群

和极大可扩张特征标。如果 α 是拟本原特征

标，则 χ = γG 是不可约的，并且 (W，γ ) 是 χ 的一

个正规原核。

证明 我们对 |G| 作归纳。

令 S = CoreG (W )。记  D = H ∩ S，则  D ⊲ H，

并且  D ∈ Hallπ ( S )。因为 α 是拟本原特征标，则

αD = eβ，其中 e 是非负整数，β ∈ Irr ( D )。由条

件 可 知 γH = α，故 γD = eβ。 选 取 特 征 标

φ ∈ Irr ( S ) 在 γ 下 方 且 在 β 上 方 。 注 意 到

γ ∈ Xπ (W )，S ⊲ W，由于 π-特殊的特征标在正

规 子 群 上 的 分 量 仍 为 π- 特 殊 的 特 征 标 ，故

φ ∈ Xπ ( S )。 根 据 Gajendragadkar 限 制 定 理 ，则

φD = β，并且 φ 和 β 是相互唯一确定的。

下 面 将 证 明 φ 是 W- 不 变 的 。 因 为

D ∈ Hallπ ( S )，S ⊲ W，由 Frattini 论断可知 W =
SNW ( D )。因此只需证明 φ 是  NW ( D )-不变的。

显然，γ 是 NW ( D )-不变的，故 β 是 NW ( D )-不变

的。由于  NW ( D ) 正规化 S，而且 φ 和 β 是相互

唯一确定的，故 φ 也是  NW ( D )-不变的。综上

所述，φ 是 W-不变的。

不难看出( S，φ ) ∈Nπ ( G )。下证( S，φ )∈N*
π ( G )。

如果( S，φ )∉N*
π ( G )，根据引理 2，存在特征标对

(U，μ ) ∈ Nπ ( G ) 使 得 ( S，φ ) < (U，μ )，S ⊲ U，并

且 U/S 是一个单群。由此可知 U/S 或者是 π-
群 ，或 者 是 π′- 群 。 假 设 U/S 是 π- 群 ，因 为

U ∩ H ∈ Hallπ (U )，则 U = S (U ⋂ H ) ≤ W，这与

 S = CoreG (W ) 矛盾。该矛盾表明此情形不可

能发生。因此，可以假设 U/S 是 π′-群。

因 为 μ ∈ Fπ (U ) 在 φ ∈ Xπ ( S ) 的 上 方 且

S ⊲ U，故 μπ 在 φ 的上方。此时 U/S 是 π′-群，

根 据 Clifford 定 理 ，则 ( μπ )S =φ。 记 θ = μπ，则

 θD = β。注意到 D = U ⋂ H ∈ Hallπ (U )，再次使

用 Gajendragadkar 限制定理，则 θ 是 β 在 U 上唯

一的 π-特殊的扩张。由于 β 是 H-不变的，并且

 H 正规化 U，利用 θ 的唯一性可以推出 θ 也是

H-不变的。

(U，θ )→ UH
  ↑              ↑

( S，φ )→ SH
  ↑            ↑

( D，β )→( H，α )
图 1 特征标位置关系

Fig. 1 Position relations of characters

如图 1 所示，由于 α 在 β 的上方，根据特征
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标限制定理（即文献［17］中引理 2.11），则 α 可

扩 张 到 UH。 从 而 U ≤ UH ≤ W ，这 与 S =
CoreG (W ) 矛盾。该矛盾表明 ( S，φ ) ∈ N*

π ( G )。
最后，令 T = Gφ 为  φ 在  G 中的惯性群。

上述证明已经得到 W ≤ T。如果 T = G，由引

理 3，则 S = G，结论显然成立。因此可以假设

T < G。使用归纳假设，可以推出 γT 是不可约

的，并且 (W，γ ) 是 γT 的一个正规原核。进而根

据 Clifford 对应和正规原核的构造过程，则 χ =
γG = ( γT )G 是不可约的，并且，(W，γ ) 也是 χ 的一

个正规原核。至此完成证明。

由 Isaacs-Navarro 定理和定理 2，则可得到

本文的定理 1。
定理1的证明 根据 Isaacs-Navarro 定理和定

理 2，可以得出 χ = γG 是不可约的，并且 (W，γ )
既是 χ 的正规原核，也是 χ 的次正规原核。又因

为 χ 的正规原核和次正规原核均为一个 G-共

轭类，故 χ 的正规原核和次正规原核是相同的。

至此完成证明。

3 应用 

利用定理 1，可直接得到本文的推论 1。
推论 1的证明 根据定理 1，可知 χ = γG 是

不可约的，并且 (W，γ ) 既是 χ 的正规原核，也是

χ 的 次 正 规 原 核 。 因 为 γ ∈ Xπ (W )，故

χ ∈ Bπ ( G )∩ Nπ ( G )。
利用定理 1，可以在下述两个不可约复特征

标集合之间建立一个双射。

推论 2 的证明 任取 λ ∈ Λ，令 W 和 γ 分别

为 λ 的极大可扩张子群和极大可扩张特征标，

则 Φ( λ ) = γG ∈ Irr ( G )，故 Φ( λ )(1 ) = γG (1 ) = |G：

W|γ (1 )。由于 H ≤ W，所以 |G：W| 是 π′-数。又

因 为  γ (1 ) = λ(1 ) = 1，则 Φ( λ )(1 ) 为 π′- 数 ，故

Φ( λ ) ∈ Irrπ′ ( G )。根据定理 1，则 Φ( λ ) ∈ Nπ ( G )。
任 取 n ∈ N，由 Φ 的 定 义 可 以 看 出 Φ( λn ) =
Φ( λ )n = Φ( λ )，故 Φ 的定义与 N-轨道代表元的

选择没有关系。因此映射 Φ 是有意义的。

接 下 来 证 明 Φ 是 满 射 。 任 取

χ ∈ Nπ ( G )∩ Irrπ′ ( G )。令 (W，γ ) 是 χ 的一个正规

原核，则 γ ∈ X π (W )。因为 γG = χ ∈ Irrπ′ ( G )，故
γ (1 ) 是 π′-数，则 γ ∈ Lin(W )。同时，|G：W| 也是

π′-数。由于 χ 的正规原核是一个 G-共轭类，

通过对 (W，γ ) 进行适当的共轭替换，可以使得

H ≤ W。 令 λ = γH ∈ Lin( H )。 根 据 Gajen⁃
dragadkar 限制定理，可以得到 γ 为 λ 在 W 上唯

一的 π-特殊的扩张。设 M 和 δ 分别为 λ 的极大

可扩张子群和极大可扩张特征标，则 W ≤ M。

此时，δW ∈ Xπ (W ) 满足（δW )H = λ，利用 γ 的唯

一性，则 δW = γ。又因为 γG = χ，故 γM 是不可

约 的 ，迫 使 M = W，δ = γ。 因 此 ，χ = γG =
Φ( λ )，这表明 Φ 是满射。

最 后 证 明 Φ 是 单 射 。 假 设 λ，μ ∈ Λ 使 得

Φ( λ ) = Φ( μ ) = χ。再设 (W，γ ) 和 (V，τ ) 分别是

λ 和 μ 的极大可扩张子群和极大可扩张特征标。

根据定理 1，则  (W，γ ) 和 (V，τ ) 均为 χ 的正规原

核，因此存在元素 g ∈ G 使得 (W，γ )g = (V，τ )。
从而，H 和  H g 均为 V 的 Hall π-子群，故存在

v ∈ V 使得 H gv = H。由此推出 gv ∈ N，则 γgv =
τv = τ，据此可知 λgv = μ，这表明 λ 和 μ 在同一个

N-轨道中，故 λ = μ。至此完成证明。

下面证明本文的推论 3。
推论 3的证明 任取  G 的一个 Hall π-子群 

H，记 N = NG ( H )，Λ 为集合 Lin( H ) 中 N-轨

道 的 代 表 元 集 合 。 任 取 λ ∈ Λ，令  ψ = Φ( λ )。
根据推论 2，则 ψ ∈ Nπ ( G )∩ Irrπ′ ( G )。设 W 和 
γ 分别为 λ 的极大可扩张子群和极大可扩张特

征 标 ，则  γ ∈ Xπ (W ) 且  ψ = γG，故 ψ (1 ) = |G：

W|γ (1 )。根据定理 1，可知 (W，γ ) 是 ψ 的一个

正规原核。任取 η ∈ Satψ ( G )。根据卫星特征标

的定义，则 η = ( βγ )G，其中 β ∈ Xπ′ (W )，故
η(1 ) = |G：W|β (1 ) γ (1 )。

注 意 到  |G：W| 为 π′- 数 ，因 此 η(1 )π = γ (1 ) =
ψ (1 )π = 1，则 η ∈ Irrπ′ ( G )。从上述分析可以看出

⋃λ ∈ ΛSatΦ( λ ) ( G )⊆ Irrπ′ ( G )。
如果可以证明 | ⋃ λ ∈ ΛSatΦ( λ ) ( G )| = |Irrπ′ ( G )|，则

表明 Irrπ′ ( G ) 中每个特征标均为 Nπ ( G )∩ Irrπ′ ( G )
中某个成员的卫星特征标。再根据引理 5，可
以得到唯一性成立。因此只需要证明上述等式

成立即可。

任取 χ ∈ Irr ( N/H′ )。使用 Clifford 定理，则

χH = e ( θ1 + θ2 + ⋯ + θt )，
其中 e 是非负整数，θi ( i = 1，2，⋯，t ) 构成了一

138



王蕾：特征标的正规原核与次正规原核

个 N-共轭类。

因为 H′ ≤ Ker( χ )∩ H，则 H′ ≤ Ker( χH )。又

因 为 Ker( χH ) = ⋂ t
i = 1Ker ( θi )，故 H' ≤ Ker( θi )。

从而，θi ∈ Lin( H )。因此，χ 在集合  Lin( H ) 的
唯一一个 N-轨道的上方，则

Irr ( N/H′ )=⋃λ ∈ ΛIrr ( N|λ )，
其中 Irr ( N|λ ) 为 N 的在 λ 上方的不可约复特征

标集合。由 Clifford 定理可以看出上式右边为

无交并，故

|Irr ( N/H' )|=|⋃λ∈ΛIrr ( N|λ )|=∑λ∈Λ
|Irr ( N|λ )|。（1）

任取 λ ∈ Λ，根据引理 6，可知

|SatΦ( λ ) ( G )| = |Irr ( N|λ )|。
再使用引理 5，进一步得到

∑λ ∈ Λ
|SatΦ( λ ) ( G )| =∑λ ∈ Λ

|Irr ( N|λ )|。 （2）
利用（1）和（2）两个等式，可以推出

∑λ ∈ Λ
|SatΦ( λ ) ( G )| = |Irr ( N/H' )|。

应用引理 8，我们有

| Irrπ′ ( G )| = |Irr ( N/H' )|。
因此

| ⋃ λ ∈ ΛSatΦ( λ ) ( G )| =∑λ ∈ Λ
|SatΦ( λ ) ( G )| = |Irrπ′ ( G )|。

至此完成证明。
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