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铁磁共振下均匀磁化强度的惯性动力学
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摘 要：本文通过惯性 Landau-Lifshitz-Gilbert 方程研究了铁磁体中的磁化强度动力学。在相同的初值条件，通过

施加两种不同的电流，对该方程进行了理论分析和数值模拟。结果表明：当给定两种不同电流时，极角、极角速度、

方向角和方向角速度振动的总体趋势都随着时间逐渐趋于平稳，并没有因外加电流不同而受到影响。此外，施加

沿z轴方向的电流时，发现在长时间尺度上由惯性项所引起的各个磁化分量的进动振荡几乎是一条直线。最后，使

用外加正弦含时电流，发现除正常的进动共振峰外，还存在惯性效应导致的章动共振峰。
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Abstract: In this paper, the dynamics of magnetization in ferromagnets is studied by using the inertial Landau-Lifshitz-Gilbert equa‐

tion. Under the same initial conditions, the equation is analyzed theoretically and simulated numerically by applying two different 

currents. The results show that when two different currents are given, the overall trend of pole angle, pole angular velocity, direction 

angle and direction angular velocity vibration tends to be stable with time, and is not affected by different applied currents. In addi‐

tion, when the current along the z-axis is applied, it is found that the precession oscillation of each magnetization component caused 

by the inertia term is almost a straight line on a long time scale. Finally, using the applied sinusoidal time-dependent current, it is 

found that besides the normal precession resonance peak, there is also nutation resonance peak caused by inertial effect.
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0 引言 

自旋动力学在电子技术应用中起着至关重

要的作用，它是电磁学中新兴领域的热点问题

之一［1-5］，激发了人们对电子设备高效、高速的

需求。因此，在过去 30 年中对纳秒级的磁化强

度动力学进行了广泛而深入的研究基础上，对

快速，甚至超快自旋动力学的驱动技术比以往

任何时候都更加迫切［6-10］。传统的 Landau-Lif⁃
shitz-Gilbert （LLG）方程描述了磁化强度的围
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绕有效场的进动和通过黏性阻尼项的能量耗

散［11］。然而，在超快时间尺度上 LLG 方程已被

发现不足。由于技术上的不足，对其研究进程

前期比较缓慢。随着近期光学探测在超快时间

尺度上技术的飞速发展［12］，这不仅为在超快时

间尺度上研究超快磁化强度的动力学提供了良

好的支持［13］，而且还能为未来基于自旋的存储

技术奠定了基础［14-17］。因此，将 LLG 方程扩展

到的描述超快磁化强度动力学中的惯性区是必

要的［18-19］。

Döring 提出了静态畴壁移动速度存在“惯

性质量”的概念性想法后［20］，磁化强度的惯性

效应研究取得很大的进展：Deleeuw 和 Robert⁃
son 在约瑟夫森结中的单原子磁矩轨道上发现

章动［21］，并表明在磁性隧道结中，插入的局部

自旋可以通过短偏置电压脉冲进行控制［22-23］；

Ciornei 等［24］在扩展 LLG 方程中导出了一个项，

在忽略了样品内的磁交换相互作用情况下，通

过将惯性矩张量包含在磁化强度动力学运动方

程中来解决“惯性磁质量”这一说法，认为惯性

矩张量与吉尔伯特阻尼 α 一样，也应该被考虑

在内磁化强度动力学方程中，被用来作为理论

研究中的材料特定参数，并在最后得出结论，

章动的寿命为皮秒；此外，Böttcher 等对其提出

的宏观模型进行了进一步的数值分析，并且 Ol⁃
ive 和 Kikuchi 等对其也进行了分析［25-26］。在过

去 10 年中，Li 等对惯性矩进行了实验研究，他

们在室温附近用高频区（约 200 GHz）的铁磁共

振测量了 Ni79Fe21 和 Co 薄膜的惯性矩，在这些

高频下，观察到铁磁共振得到额外加强［27］。这

些研究结果表明，若在皮秒尺度上扩展 LLG 方

程，则会出现一个新的附加项，它会导致磁化

强度的章动。

本文在此基础上，探究铁磁共振频谱中会

出现的第二个共振，即章动共振峰 ［28-33］。以惯

性 LLG 方程为模型，在给定初值的条件下，使

用 Ordinary differential equations 45（ode45）方 法

对方程进行数值模拟，给出极角 θ、极角速度

θ'、方向角 ϕ 和方向角速度 ϕ'等随时间的变化关

系。结果表明：给定电流后，频谱中将会出现

第二个共振，即章动共振，其结果可用来与实

验光谱学进行比较［34-35］。此外，还给出在特征

时间尺度 τ 上由惯性项所引起的各个磁化强度

分量的章动振荡图及围绕固定外加电流的进动

振荡图；通过施加正弦含时电流得到振荡场角

频率 ω 随横向磁化率 χ⊥ 的共振曲线图。

1 惯性Landau‒Lifshitz‒Gilbert方程 

考虑磁惯性情况下，在亚皮秒或飞秒尺度

上会出现的磁化强度的章动，目前可以用惯性

LLG 方程［11 ，36-40］来描述。在自旋极化电流驱动

下，该方程形式为：

dM
dt

= γM × é

ë

ê
êê
êH eff - η ( dM

dt
+ τ

d2 M
dt 2 ) ùûúúúú+

γb1 M × (M × s)， （1）
其中 γ 为旋磁比，H eff 是有效场，η 为吉尔伯特

阻尼系数，无量纲的阻尼为 α = γηMS，均匀磁

化强度 M = Mser（Ms 为饱和磁化强度，er 是径

向单位矢量），b1 = γℏI/μ0eV·g (P，m ⋅ s)，在这个

式子中，ℏ、μ0、e、V 和 I 分别表示普朗克常数、

真空中磁性磁导率、电子电荷、磁性纳米结构

的体积和恒定的电流振幅，s 为电流极化方向。

函数 g (P，m ⋅ s) 的取值根据不同的理论电流的

极化程度 P 和 m 与 s 之间的相对角度提供不同

的表达式［41］，到目前为止许多实验研究［42-43］使

用的是 Slonczewski 的结果，本文也采用这个形

式 ，即 g (P，m ⋅ s) = 4P
3
2 / é
ë
êêêê(1 + P ) 3 (3 + m ⋅ s) -

16P
3
2ù
û
úúúú。方程（1）中，τ 为特征时间，它的估计范

围为飞秒级或以下［44］。在没有自旋极化电流

驱动且不考虑惯性效应时，即 τ = 0 ，方程（1） 
可以退化为传统的 LLG 方程。

在球坐标中可用（θ，ϕ）描述磁化强度位置，

θ 表示倾向角，ϕ 表示方位角，三个方向的单位

矢量为（er，eθ，eϕ），相互之间满足右手螺旋关

系，电流极化方向的三个矢量为（sr，sθ，sϕ），为

了在后面的数值模拟中更方便，定义无量纲时

间 t ' = t1/τ，其中 t1 为有量纲时间，因此磁化强

度动力学方程（1）可写成

(θ'eθ + ϕ'sinθeϕ)=-τγb1 (sϕeϕ + sθeθ)-
γηMS(θ'eϕ - ϕ'sinθeθ)-
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γηMS[ (θ″- ϕ'2sinθ cos θ ) eϕ -

(ϕ″sinθ + 2θ'ϕ' cos θ ) eθ ]， （2）
其中 θ'、θ″分别为 θ 对无量纲时间 t ' 的一阶导

数、二阶导数，ϕ'、ϕ″ 分别为 ϕ 对 t '的一阶导数、

二阶导数。

2 电流驱动的进动和章动 

首先，考虑外加电流形式为 s = s (cosθer -
sinθeϕ)，需要注意的是，所加电流需要满足条

件，s2
r + s2

θ + s2
ϕ = 1，为了便于研究，取 s = 1。

通过整理计算，方程（2）可以写为

θ″=-θ'- τ͂1ϕ'sinθ + ϕ'2sinθcosθ + τ͂1ῶ2sinθ，（3a）
ϕ″sinθ = τ͂1θ'- ϕ'sinθ - 2θ'ϕ'cosθ， （3b）

上式有 τ1 = ατ，τ͂1 = τ/τ1 = 1/α，ω2 = γb1 s，ῶ2 =
ω2τ = γτb1 s，ῶ = ωτ。在接下来的研究中，选择

参数 γ = 1011 rad·s-1·T-1，τ=2×10-10 s，α=0.1，
基 于 此 ，可 得 τ͂1=10， ῶ2=1×10-3 ( s=1)，
b1=0.002 628。 使 用 ode45 算 法 对 方 程（3a）和

（3b）进行数值模拟，可以分别绘制出如图 1 所

示的 θ'、θ、ϕ'和 ϕ 随时间 t（此时的时间 t 代表无

量纲化后的时间 t '）的变化图。从图 1 可以看

出，在阻尼作用下，θ 随时间增长其振荡趋势逐

渐趋于平稳，最后稳定在 1.7 rad · s-1 左右。θ'随
时间变化振荡逐渐减小，最后于 0 rad · s-1 附近

振荡。ϕ 随时间变化总体呈现下降趋势。ϕ'的
振荡在时间影响下总体呈现下降趋势，且其振

荡趋势随着时间变化逐渐减小，直到最后处于

稳定的状态。

此外，给定初始条件：θ0 = 60°，ϕ0 = 0°，θ̇0 =
0 rad · s-1 和 ϕ̇0 =-2 3 rad · s-1，通 过 数 值 模

拟，绘制出了如图 2 所示的磁化强度分量的时

间演化图，其中磁化分量的时间演化分别为：

Mx/Ms = sinθcosϕ（黑线），My/Ms = sinθsinϕ（红

线）和 Mz/Ms = cosθ（绿线）。图 2（a）显示的是

在短时间动力学尺度上（t < 10τ）由惯性项所

引起的章动振荡，表现在特征时间尺度 τ 上磁

化分量的瞬态振荡，磁化强度各分量的总体趋

势都是随时间的增长先是平稳，然后由于惯性

项的主导而导致章动振荡，最后由于方程（3a）
中的阻尼项 -θ'的存在使得振荡逐渐减小，最

后再次趋于平稳状态。图 2（b）显示的是在长

时间动力学尺度上（t ≫ τ）围绕固定外加驱动

电流周围的各分量的进动振荡，最后在阻尼项

-θ' 的作用下，振荡随着时间增长逐渐平稳，

Mx、My 随时间的增长围绕 Mz 的方向进动，最后

图1　外加电流 s = s (cosθer - sinθeϕ)下，球坐标中描述磁化强度位置的两个角度及它们的一阶导数随时间变化的振荡图

（a）倾向角θ的振荡图；（b）方向角ϕ的振荡图；（c）倾向角速度θ'的振荡图；（c）方向角速度ϕ'的振荡图

Fig.  1　With the current s = s (cosθer - sinθeϕ), the oscillation diagram of the two angles describing the position of magnetization 

in spherical coordinates and their first derivative with time: (a) Oscillationdiagram of inclination angle θ; (b) Oscillation diagram of 

bearing angle ϕ; (c) Oscillation diagramof inclination angular velocity θ′; (c) Oscillation diagram of angular velocity ϕ′
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Mz 在 6 000 s 后始终维持在-1 位置。总之，无

论是章动振荡，还是进动振荡，都会随着时间

增长逐渐平稳，与图 1 所示的结果相符合。

接下来，考虑在 z 轴方向施加电流，即 s =
s (cosθer - sinθeθ)。经过一系列同样的计算、则

方程（2）同样可变为：

θ″=-θ'- τ͂1ϕ'sinθ + ϕ'2sinθcosθ， （4a）
ϕ″sinθ = τ͂1θ'- ϕ'sinθ - 2θ'ϕ'cosθ - τ͂1ῶ2sinθ。（4b）

同样地，使用 ode45 算法对方程（4a）和（4b）
进行数值模拟。分别绘制出如图 3 所示的 θ'、
θ、ϕ'和 ϕ 随时间 t（此时的时间 t 代表无量纲化

后的时间 t '）的变化图。从图 3 可以看出它们随

时间变化的趋势与图 1 相同，并没有受到改变

外加电流方向的影响，且都有 θ'、θ 随时间的增

长其振荡趋势逐渐趋于平稳，ϕ'、ϕ 随时间的增

长总体呈现下降趋势，ϕ'随时间的变化振荡也

逐渐趋于平稳的规律。

除此之外，考虑沿 z 轴方向施加电流后，使

用同样初始条件，模拟出如图 4 所示的磁化强

度分量的时间演化图。图 4（a）显示了短时间

动力学尺度上，即 t < 10τ，惯性项所引起的在

特征时间尺度 τ 上各个磁化强度分量章动振

荡，从图 4（a）中可以看出各磁化强度分量随时

间的变化总体呈现先平稳再在惯性项的作用下

进行章动振荡，最后由于阻尼-θ'的作用振荡

再次趋于平稳。图 4（b）显示了长时间动力学

尺度上，即 t ≫ τ，围绕固定外加电流周围的进

动振荡。由于外加驱动项的存在较小，因此磁

化强度分量进行进动振荡几乎是一条直线状

态，其总体趋于平稳的状态。因此，我们发现，

与图 2 相比，沿 z 轴方向施加电流后的进动振荡

效果不明显。

3 自旋交变电流驱动下磁化强度的章动共振

本 节 中 ，考 虑 外 加 电 流 s = s (cosθer -
sinθeϕ) ，沿 x 轴方向添加具有较小的正弦电流

（随时间变化）s⊥ = s⊥cosωtx̂，则总电流为 s =
s + s⊥。代入动力学方程（2），可变为

θ″=-θ'- τ͂1ϕ'sinθ + ϕ'2sinθcosθ +
τ͂1ῶ2sinθ + τ͂1ῶ3sinϕcosῶt '， （5a）

ϕ″sinθ = τ͂1θ'- ϕ'sinθ - 2θ'ϕ'cosθ +
τ͂1ῶ3cosθcosϕcosῶt '， （5b）

其中 ῶ3 = ω3τ = γτb1 s⊥ Ms。对于振荡场频率 ω
的固定值以及振荡场振幅 s⊥，计算横向磁化强

度 M⊥ 平均值 M⊥  （时间平均） ，横向磁化强

度 表 示 为  M⊥(t ) = M 2
x ( )t + M 2

y ( )t 。 本 文 在

定义了横向磁化强度平均值的条件下，分析磁

化强度分量振荡的动力学机制。对于固定的 ω
值，可以通过改变振荡场振幅值 s⊥，从而计算

出对应的横向磁化强度。本文选择八个振荡场

幅值 s⊥ = 10-2，3.5 × 10-2，10-3，3.5 × 10-3，10-4，

3.5 × 10-4，10-5，3.5 × 10-5，而后绘制 M⊥ 关于

图2　磁化强度分量时间演化图

（a）短时间尺度上由惯性项所引起的章动振荡；（b）长时间尺度上磁化强度围绕固定外加电流周围的进动振荡（外加电流 s =
s( cosθer - sinθeϕ )）

Fig.  2　Time evolution diagram of magnetization component

(a) On a short time scale, nutation oscillation caused by inertial term; (b) On a long time scale, the precession oscillation of magnetization 

arounda fixed applied current (Impressed current s=s ( cosθer -sinθeϕ ))
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s⊥ 的相图，如图 5 所示的插图，从插图可以看出

响应是线性的，即满足公式 M⊥ = χ⊥s⊥。提

取其中的横向磁化率 χ⊥ 进行线性拟合，并且对

每个振荡场角频率 ω 重复相同的程序，横向磁

化率的共振曲线如图 5 所示。从图 5 可以明显

观察到两个峰值：第一个峰值是由于通常的铁

磁 共 振 引 起 的 ，位 于 ω = 0.795 × 1011，χ⊥ =
9.924 处，第二个峰值是由惯性章动引起的，位

于 ω = 1.275 × 1011，χ⊥ = 6.034 处 。 通 常 的 进

动共振峰与进动速度相关，章动峰值与惯性项

的章动动力学相关，并且在发生共振时，振荡

场脉动与进动和章动重合。

另外，考虑沿 z 方向固定外加电流 s = sẑ 
后，在 x 轴方向施加具有较小的正弦电流（随时

间 变 化）s⊥ = s⊥cosωtx̂，总 电 流 为 s = s + s⊥。

代入动力学方程（2），最后可变为

图4　沿z 轴方向外加电流后磁化强度分量的时间演化图

（a）短时间尺度上由惯性项所引起的章动振荡；（b）长时间尺度上磁化强度围绕固定外加电流周围的进动振荡

Fig.  4　Time evolution diagram of magnetization component after applied current along z-axis direction

 (a) On a short time scale, nutation oscillation caused by inertial term; (b) On a long time scale the precession oscillation 

of magnetization around a fixed applied current

图3　沿z轴方向外加电流下，球坐标中描述磁化强度位置的两个角度及它们的一阶导数随时间变化的振荡图

（a）倾向角θ的振荡图；（b）方向角ϕ的振荡图；（c）倾向角速度θ'的振荡图；（c）方向角速度ϕ'的振荡图

Fig.  3　With the current along the z-axis, the oscillation diagram of the two angles describing the position of magnetization in 

spherical coordinates and their first derivative with time

 (a) Oscillation diagramof inclination angle θ; (b) Oscillation diagram of bearing angle ϕ; (c) Oscillation diagram ofinclination angu‐

lar velocity θ′; (c) Oscillation diagram of angular velocity ϕ′
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θ″=-θ'- τ͂1ϕ'sinθ + ϕ'2sinθcosθ + τ͂1ῶ3sinϕcosῶt '，
（6a）

ϕ″sinθ = τ͂1θ'- ϕ'sinθ - 2θ'ϕ'cosθ - τ͂1ῶ2sinθ +
τ͂1ῶ3cosθcosϕcosῶt ' 。 （6b）

在这样的条件下，重新计算横向磁化强度

M⊥ 的平均值 M⊥  （时间平均），并提取相应的

横向磁化率 χ⊥ 进行线性拟合，并且对每个振荡

场角频率 ω 重复相同的程序，结果如图 6 所示。

与图 5 不同，发现此时只出现一个章动共振峰，

位于 ω = 0.785 × 1011，χ⊥ = 5.804 处，并且为了

更清楚地看出峰值的特性，绘制了插图所示的

虚线框中的放大图。

4 结论 

在考虑章动情况下，本文主要研究了铁磁

共振频谱中出现的章动共振。从惯性 LLG 方

程出发，当给定两种不同形式的外加电流时，

可以发现章动共振将会在频谱中出现。在给定

初值下使用 ode45 对其进行数值模拟，发现不

同的外加电流并不影响 θ'、θ、ϕ'、ϕ 随时间 t 的变

化，都有趋于平稳的趋势。在长时间尺度上，

各磁化强度分量的振荡趋势、章动效应发生在

飞秒时间尺度上，并叠加在进动轨迹上。最

后，本文使用外加正弦含时电流研究动力学问

题，发现在两种不同形式的外加电流下，都会

发生章动共振，即振荡场脉冲与章动脉冲重

合。通常在共振实验中，横向磁化率是作为对

垂直于静场的小交流场的响应而测量的，可用

红外波长对其中惯性峰值进行光谱测量，这些

结果对于理解考虑惯性项后铁磁共振峰和章动

峰有一定的意义。在未来研究中，着重考虑不

同材料导致的特征时间 τ 值，其对章动共振的

影响，以及铁磁共振中章动共振的其他待发掘

新特征以及潜在应用。
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