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对偶四元数和四元分裂四元数的代数性质

邓勇*

（喀什大学 数学与统计学院，新疆 喀什 844006）

摘 要：对偶四元数和分裂四元数是处理刚体螺旋运动及姿态控制的有力工具。利用 Clifford 对偶数概念并借助

4×4基元复矩阵，给出了矩阵形式的对偶四元数和分裂四元数的定义，获得对偶四元数矩阵和分裂四元数矩阵的伴

随矩阵、逆矩阵、行列式等代数性质，同时指出了它们在内积的定义、共轭与范数表达式、乘积的行列式运算等方面

的重要差异性。
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Algebraic Properties on Dual Quaternion and Quaternion Split Quaternion

DENG Yong*

(College of Mathematics and Statistics, Kashi University, Kashi 844006, China)

Abstract: Dual quaternion and split quaternion are powerful tools to deal with rigid body spiral motion and attitude control. By using 

Clifford's concept of dual numbers and with the help of 4×4 primitive complex matrix, the definitions of dual quaternion and split 

quaternion in matrix form are given, and the algebraic properties such as adjoint matrix, inverse matrix, determinant of dual quaterni‐

on matrix and split quaternion matrix are obtained. At the same time, their important differences in the definition of inner product, 

expressions of conjugation and norm, and determinant operations of product are pointed out.
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0 引言 

爱尔兰数学家汉密尔顿于 1843 年引入了四元数，作为复数的推广，它已成为数学、工程计算和

物理学等经典领域建模和求解问题的有力工具［1］。四元数代数处于许多数学学科的交叉点。它

描述了非交换环论、群论、几何拓扑、表示论等的主要特征。继发现四元数后，分裂四元数代数由

Cackle 引入［2］。分裂四元数代数因其能够揭示某些代数结构的一般方面，所以对它的研究得到了

格外关注。四元数代数和分裂四元数代数都是结合非交换 4 维 Clifford 代数［3-6］。像复数一样，四

元数也可由矩阵来表示。利用它的矩阵表示很容易证明四元数代数的一些性质。为此，许多学者

都对四元数的矩阵表示进行过广泛研究［7-9］。辜英求［10］详细介绍了若干广义四元数及其性质。

AkyiğIt 与 Kösal［11］定义了分裂 Fibonacci 四元数、分裂 Lucas 四元数和广义分裂 Fibonacci 四元数，并

给出了这些四元数之间的关系。Tokeser 等［12］定义了 Pell 分裂四元数和 Pell-Lucas 分裂四元数，并

给出了它们之间的许多相关恒等式。Tian 在文献［13］， Erdŏğdu 与 Özdemir 在文献［14］分别给出
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了复四元数和复分裂四元数的概念，并使用其四元数系数的 4×4 矩阵表示讨论了它们之间的对应

关系。然而，目前关于对偶四元数和四元分裂四元数的定义及其基本性质，以及它们的对比分析，

未见相关的研究报导。本文目的是建立对偶四元数和四元分裂四元数，并探讨它们的代数性质。

对偶数最初是由 Clifford 引入的，它被用作表示两条斜线在空间中相对位置的对偶角度量。对

偶数和对偶四元数在研究刚体变换和机器人等问题中有着很大优势。Thomas 在文献［15］，孔祥

强与赵培臣在文献［16］分别讨论了欧拉公式和棣莫弗公式在对偶四元数上的推广及其基本代数

概念的矩阵表示。孔祥强在文献［17］利用双曲分裂四元数的极表示，给出了双曲分裂四元数表示

矩阵的 3 种形式的棣莫弗定理，并推广了欧拉公式。

本文将在复四元数研究结果的基础上，给出在处理对偶四元数和四元分裂四元数上都有效的

统一方法，并借助此方法来研究它们的一些代数结构的异同性。

1 预备知识 

实四元数是形如 q = ∑
m = 0

3
qmem，( q0，q1，q2，q3 ∈ R ) 的超复数，其中 e0，e1，e2，e3 是笛卡尔坐标系的四

个基向量且满足非交换乘法规则，即

e2
1 = e2

2 = e2
3 = e1e2e3 =-e0 =-1，e1e2 = e3 =-e2e1， e2e3 = e1 =-e3e2， e3e1 = e2 =-e1e3。

用H = { q = ∑
m = 0

3
qmem |qm ∈ R，m = 0，1，2，3 } 表示实四元数集，它是 R上的 4 维向量空间。实四元

数也可表示为数对 ( Sq，Vq )，其中 Sq = q0e0，Vq = q1e1 + q2e2 + q3e3 分别称为 q 的标量部分和向量

部分。

对 ∀p，q ∈ H，可以定义它们的加法和乘法分别为 p + q = ( Sp + Sq )+(Vp + Vq ) 和 pq = SpSq -

< Vp，Vq >+SpVq + SqVp + Vp × Vq，其中 p = ∑
m = 0

3
pmem，q = ∑

m = 0

3
qmem，“< ·，· >”和“×”分别表示 R3

的内积和向量积。

设 λ ∈ R，q = ∑
m = 0

3
qmem ∈ H。定义 λ 与 q 的数量积为 λq = ∑

m = 0

3
( λqm )em；定义 q 的共轭和范数分别

为 q̄ = Sq - Vq 和 ||q|| = qq̄ = q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 。 若 ||q|| = 1，则 称 q 是 单 位 实 四 元 数 。 若

||q|| ≠ 0，则称 q 可逆且 q-1 = q̄ ||q||。
定义1 对 ∀p，q ∈ H，下列性质成立：

（i）q̄̄ = q； （ii）-pq = q̄ ⋅ p̄； （iii）||qp|| = ||q|| ⋅ ||p||； （iv）||q-1|| = ||q||-1。

2 对偶四元数 

形如 z = a + ωb 的超复数称为对偶数［18］，其中 a，b ∈ R，ω 是 Clifford 算符，其具有运算规则

ω × 1 = ω，ω × ω = 0。全体对偶数的集合记为

D={ z = a + ωb|a，b ∈R，ω2 = 0 }。 （1）
设对偶数 z1 = a1 + ωb1，z2 = a2 + ωb2。定义它们的和与积分别为：

z1 + z2 =( a1 + ωb1 )+( a2 + ωb2 )=( a1 + a2 )+ ω( b1 + b2 )，
z1 z2 =( a1 + ωb1 )( a2 + ωb2 )=( a1a2 )+ ω( b1a2 + a1b2 )。

不难验证，对偶数的加法和乘法满足交换律、结合律，以及加法对乘法的分配律。对偶数 z =
a + ωb 的共轭和范数分别定义为 z̄ = a - ωb 和 ||z|| = zz̄ = |a|。

以对偶数为系数的四元数称为对偶四元数，其矩阵形式为
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Q = q0 E0 + q1 E1 + q2 E2 + q3 E3 = ∑
m = 0

3
qm Em， （2）

其中 q0，q1，q2，q3 ∈ D，而 4×4 基元复矩阵为 E0，E1，E2，E3，即

E0 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

， E1 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 0 0 -1
0 0 1 0
0 -1 0 0
1 0 0 0

， E2 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úi 0 0 0
0 -i 0 0
0 0 i 0
0 0 0 -i

， E3 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 0 0 i
0 0 i 0
0 i 0 0
i 0 0 0

，

满足下列乘法规则：

E 2
1 = E 2

2 = E 2
3 = E1 E2 E3 =-E0，E1 E2 = E3 =-E2 E1， E2 E3 = E1 =-E3 E2， E3 E1 = E2 =-E1 E3。

用 HQ
D = { Q = ∑

m = 0

3
qm Em |qm ∈ D，m = 0，1，2，3 } 表示对偶四元数的集合。此外，对偶四元数 Q 还

可写为

Q = ∑
m = 0

3
( am + ωbm ) Em，( am，bm ∈R ) （3）

的形式。称 SQ = q0 E0 和 VQ = q1 E1 + q2 E2 + q3 E3 分别为 Q 的标量部分和向量部分。

对 ∀Q，P ∈ HQ
D，定义它们的和与积分别为

Q + P =( SP + SQ )+(VP + VQ )，
QP = SASC -< VA，VC >+SAVC + SCVA +(VA × VC )+ ω [ SBSC -< VB，VC >+SBVC +

SCVB +(VB × VC )+ SASD -< VA，VD >+SAVD + SDVA +(VA × VD ) ]，
其中，对偶四元数

Q = ∑
m = 0

3
am Em + ω ∑

m = 0

3
bm Em = A + ωB，P = ∑

m = 0

3
cm Em + ω ∑

m = 0

3
dm Em = C + ωD。

而 A = ∑
m = 0

3
am Em，B = ∑

m = 0

3
bm Em，C = ∑

m = 0

3
cm Em，D = ∑

m = 0

3
dm Em（am，bm，cm，dm ∈ R，m = 0，1，2，3）。 设

μ ∈ R，Q = ∑
m = 0

3
qm Em ∈ HQ

D。定义 μ 与 Q 的数量积，以及 Q 的共轭和范数分别为 μQ = μ ∑
m = 0

3
qm Em =

∑
m = 0

3
( μqm ) Em，Q̄ = SQ - VQ =- -- -- ----- -- --A + ωB = Ā + ωB̄，||Q|| = QQ̄ = AĀ。

若 ||Q|| = 1，则称 Q 为单位对偶四元数。若 ||Q|| ≠ 0，则称 Q 可逆且 Q-1 = Q̄ ||Q||2。

设 Q = ∑
m = 0

3
qm Em ∈ HQ

D。定义它的对偶共轭为 Q͂ = ∑
m = 0

3 -q
m

Em = A - ωB。容易证明：

QQ͂ = A2 - 2ω(VA × VB )，Q͂Q = A2 + 2ω(VA × VB )。
由此可见，QQ͂ ≠ Q͂Q，即它们的乘积不可交换。

用 M (HQ
D ) 表示对偶四元数的矩阵表示的代数，即

M (HQ
D )=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï
ï
ï

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úq0 + iq2 0 0 -q1 + iq3

0 q0 - iq2 q1 + iq3 0
0 -q1 + iq3 q0 + iq2 0

q1 + iq3 0 0 q0 - iq2

∈HQ
D

ü

ý

þ

ï

ï
ïï
ï

ï

ï
ï
ïï
ï
ï
， （4）

换句话说，对偶四元数 Q = ∑
m = 0

3
( am + ωbm ) Em 的矩阵表示是一个类对偶四元数矩阵，即

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úx + ωy 0 0 -( z̄ + ωt̄ )
0 x̄ + ωȳ z + ωt 0
0 -( z̄ + ωt̄ ) x + ωy 0

z + ωt 0 0 x̄ + ωȳ

， （5）
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其中 x = a0 + ia2，y = b0 + ib2，z = a1 + ia3，t = b1 + ib3 均为复数。

用 QT 和 AdjQ 分别表示对偶四元数 Q 的转置矩阵和伴随矩阵，于是

QT =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úx + ωy 0 0 z + ωt

0 x̄ + ωȳ -( z̄ + ωt̄ ) 0
0 z + ωt x + ωy 0

-( z̄ + ωt̄ ) 0 0 x̄ + ωȳ

， （6）

AdjQ =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
-a ( a -a + b-b ) 0 0 -b( a -a + b-b )

0 a( a -a + b-b ) -b ( a -a + b-b ) 0
0 -b( a -a + b-b ) -a ( a -a + b-b ) 0

-b ( a -a + b-b ) 0 0 a( a -a + b-b )

=( a -a + b-b )Q̄， （7）

其中 a = q0 + iq2，b = q1 + iq3，
-a，-b 分别是 a 和 b 的复共轭。特别地，当 a -a + b-b = 1 时，有 AdjQ = Q̄。

定义 1 若 Q = ∑
m = 0

3
qm Em ∈ M (HQ

D ) 矩阵表示的非对角元全为 0，则称它为对角矩阵，且 Q =

q0 E0 + q2 E2；若 QT = Q，则称它为对称矩阵，且 Q = q0 E0 + q2 E2 + q3 E3；若 QT = Q-1，则称它为正

交矩阵，且 Q = q0 E0 + q2 E2；若 ( Q̄ )T = Q，则称它为厄米特矩阵，且 Q = q0 E0 + q2 E2；若 ( Q̄ )T =
Q-1，则称它为酉矩阵，且 Q = q0 E0 + q1 E1 + q3 E3，det Q = 1。

定义2 设 Q = ∑
m = 0

3
qm Em ∈ HQ

D。于是，它的行列式定义为 det Q = ∑
m = 0

3
q2

m det Em。若 det Q ≠ 0，则

称对偶四元数 Q 可逆且 Q-1 = Q̄ det Q = ( SQ - VQ ) ∑
m = 0

3
q2

m。

由于 det Em = 1，( m = 0，1，2，3 )，所以实际上 det Q = ∑
m = 0

3
q2

m。但是，需要注意 det Q 的定义不同

于 Q 的矩阵表示的行列式计算公式 ( q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 )2。

定理2 对 ∀Q = ∑
m = 0

3
qm Em，P = ∑

m = 0

3
pm Em∈ HQ

D 和 ∀λ ∈ H，下列性质成立：

（i）det Q = det QT； （ii）det ( λQ ) = λ2 det Q； （iii）det ( QP ) = det Q det P； （iv）det ( Q͂ ) = det Q。

证明 （i）因 QT = ∑
m = 0

3
qm E T

m ，故由 det Q 的定义可得

det QT = ∑
m = 0

3
q2

m det E T
m = ∑

m = 0

3
q2

m = det Q。

注：此结论关于对偶四元数矩阵表示的行列式也同样成立。

（ii）对 ∀λ ∈ H。由于 λQ = ∑
m = 0

3
( λqm ) Em。因此，

det ( λQ )= ∑
m = 0

3
λ2q2

m = λ2 ∑
m = 0

3
q2

m = λ2 det Q。

（iii）直接计算乘积 QP，可得

QP =( q0 p0 - q1 p1 - q2 p2 - q3 p3 ) E0 +( q0 p1 + q1 p0 + q2 p3 - q3 p2 ) E1 +
( q0 p2 - q1 p3 + q2 p0 + q3 p1 ) E2 +( q0 p3 + q1 p2 - q2 p1 + q3 p0 ) E3。

于是，利用行列式的定义，可得

det ( QP )=( q0 p0 - q1 p1 - q2 p2 - q3 p3 )2 +( q0 p1 + q1 p0 + q2 p3 - q3 p2 )2 +( q0 p2 - q1 p3 +

q2 p0 + q3 p1 )2 +( q0 p3 + q1 p2 - q2 p1 + q3 p0 )2 = q2
0 ∑

m = 0

3
p2

m + q2
1 ∑

m = 0

3
p2

m + q2
2 ∑

m = 0

3
p2

m +
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q2
3 ∑

m = 0

3
p2

m =( ∑
m = 0

3
q2

m )( ∑
m = 0

3
p2

m )= det Q det P。
（iv）由 Q 的共轭和对偶共轭的定义很容易验证，在此从略。

注意：对 ∀Q ∈ HQ
D 且 Q ≠ 0，由乘积 QTQ͂ 和 Q 的行列式定义，容易验证 det ( QTQ͂ ) ≠ ( det Q )2。

定理3 设 Q ∈ HQ
D，c ∈ H且 c ≠ 0。于是，下列性质成立：

（i）E1c ≠ cE1，E2c ≠ cE2，E3c ≠ cE3；（ii）Q2 = S2
Q - det (VQ ) E0 + 2SQVQ。

证明 （i）利用四元数的乘法规则很容易验证。

（ii）设 Q = ∑
m = 0

3
qm Em ∈ HQ

D。于是，

Q2 =( q2
0 - q2

1 - q2
2 - q2

3 ) E0 + 2q0 ( q1 E1 + q2 E2 + q3 E3 )，
因此，Q2 = S2

Q - det (VQ ) E0 + 2SQVQ。

引理1 对 ∀Q ∈ HQ
D，它满足性质：（i）Q =

~
Q̄T； （ii）Q̄T =

-
Q͂。

证明 （i）设 Q = ∑
m = 0

3
qm Em。它可写成 Q =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úa 0 0 --b
0 -a b 0
0 --b a 0
b 0 0 -a

，其中 a = q0 + iq2，b = q1 + iq3。

于是，Q̄ =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
-a 0 0 -b
0 a -b 0
0 -b -a 0
-b 0 0 a

。由转置的定义，可得 Q̄T =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
-a 0 0 -b
0 a -b 0
0 -b -a 0

-b 0 0 a

。

将对偶共轭的定义用于 Q̄T 上，即对每个系数取共轭，就得到 Q。

（ii）设 Q 如同（i）。由（i）的证明，将 Q̄ 的每个系数取对偶共轭，可得

-
Q͂ =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
-a 0 0 -b
0 a -b 0
0 -b -a 0

-b 0 0 a

= Q̄T。

定理4 若 Q，P ∈ HQ
D 可逆，则下列性质成立：

（i）一般地，Q͂-1 ≠~Q-1； （ii）Q̄-1 = - -----
Q-1； （iii）~QP = Q͂P͂； （iv）(QP )-1 = P-1Q-1。

证明 （i）设 Q = ∑
m = 0

3
qm Em ∈ HQ

D 可逆。因为 Q͂ = ∑
m = 0

3 -q
m

Em，所以

Q͂-1 =
-
Q͂

det Q͂
=

∑
m = 0

3
qm Em

∑
m = 0

3 -q
2

m

。

另一方面，
~
Q-1 =

-q 0 E0 - -q 1 E1 - -q 2 E2 - -q 3 E3

q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3
。因此，Q͂-1 ≠~Q-1。

注意：当且仅当 q0 为纯实数且 q1 = q2 = q3 = 0 时，

（i）才能成为等式。

（ii）利用对偶四元数逆的定义，很容易验证。

（iii）利用对偶四元数对偶共轭的定义和矩阵乘法，很容易验证。

（iv）设 Q = ∑
m = 0

3
qm Em，P = ∑

m = 0

3
pm Em 均可逆。于是，QP = kE0 + lE1 + mE2 + nE3，其中

k = q0 p0 - q1 p1 - q2 p2 - q3 p3，l = q0 p1 + q1 p0 + q2 p3 - q3 p2，
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m = q0 p2 - q1 p3 + q2 p0 + q3 p1，n = q0 p3 + q1 p2 - q2 p1 + q3 p0。

因此，det ( QP ) = k2 + l2 + m2 + n2。从而，

( QP )-1 =
- -----QP

det ( QP ) = kE0 - lE1 - mE2 - nE3

k2 + l2 + m2 + n2 。

另 一 方 面 ，因 为 P-1 = p0 E0 - p1 E1 - p2 E2 - p3 E3

p2
0 + p2

1 + p2
2 + p2

3
，Q-1 = q0 E0 - q1 E1 - q2 E2 - q3 E3

q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3
，所 以

P-1Q-1 = kE0 - lE1 - mE2 - nE3

k2 + l2 + m2 + n2 。综上可知，( QP )-1 = P-1Q-1。

3 四元分裂四元数 

以实四元数为系数的分裂四元数称为四元分裂四元数，其形式为

P = p0 E0 + p1 E1 + p2 E2 + p3 E3 = ∑
m = 0

3
pm Em， p0，p1，p2，p3 ∈H， （8）

其中基元矩阵 E0，E1，E2，E3 满足下列等式：

E 2
1 =-E0，E 2

2 = E 2
3 = E0，E1 E2 = E3 =-E2 E1， E2 E3 = E1 =-E3 E2， E3 E1 = E2 =-E1 E3。

四元分裂四元数 P 还可写为

P = ∑
m = 0

3
( am + bmi + cm j + dmk ) Em， am，bm，cm，dm ∈R （9）

的形式，其中 i，j，k 分别是分裂四元数的单位且与四元数的单位 e0，e1，e2，e3 乘法可交换。

四元分裂四元数集用 HQ
S = { P = ∑

m = 0

3
pm Em |pm ∈ H，m = 0，1，2，3 } 表示，其 4×4 基元复矩阵分

别为

E0 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

， E1 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úi 0 0 0
0 -i 0 0
0 0 i 0
0 0 0 -i

， E2 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

， E3 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 0 0 i
0 0 -i 0
0 i 0 0

-i 0 0 0

。

称 SP = p0 E0 和 VP = p1 E1 + p2 E2 + p3 E3 分别为 P 的标量部分和向量部分；P 的共轭、四元数共

轭和全共轭分别为 P̄ = SP - VP，P͂ = ∑
m = 0

3 -p
m

Em 和 P͂̄ = -p 0 E0 - -p 1 E1 - -p 2 E2 - -p 3 E3；P 的行列式定

义为

det P = ∑
m = 0

3
p2

m det Em。 （10）

实际上，因 det Em = 1，（m = 0，1，2，3），故 det P = ∑
m = 0

3
p2

m；P 的范数定义为

||P|| = PP̄ = p2
0 + p2

1 - p2
2 - p2

3 = ||p11|2 - |p12|2|， （11）
其中，p11 = p0 + ip1，p12 = p2 + ip3。若 ||P|| = 1，则称 P 为单位四元分裂四元数。

定理5 对 ∀Q，P ∈ HQ
S ，Q，P ≠ 0 和 ∀λ ∈ H，下列性质成立：

（i）det Q = det Q̄ = det QT；（ii）det ( λQ ) = λ2 det Q；（iii）一般地，det ( QP ) ≠ det Q det P。

证明 （i）设 Q = ∑
m = 0

3
Qm Em ∈ HQ

S ，由定义直接可得 det Q = det Q̄ =det QT = ∑
m = 0

3
Q 2

m。

（ii）对 ∀λ ∈ H。因 λQ = ∑
m = 0

3
( λqm ) Em，故 det ( λQ ) = ∑

m = 0

3
λ2q2

m = λ2 ∑
m = 0

3
q2

m = λ2 det Q。

（iii）设 Q = ∑
m = 0

3
qm Em，P = ∑

m = 0

3
pm Em。于是，det Q = ∑

m = 0

3
q2

m，det P = ∑
m = 0

3
p2

m。通过直接计算，可得
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QP =( q0 p0 - q1 p1 - q2 p2 - q3 p3 ) E0 +( q0 p1 + q1 p0 + q2 p3 - q3 p2 ) E1 +
( q0 p2 - q1 p3 + q2 p0 + q3 p1 ) E2 +( q0 p3 + q1 p2 - q2 p1 + q3 p0 ) E3，

因此，

det ( QP )=( q0 p0 - q1 p1 - q2 p2 - q3 p3 )2 +( q0 p1 + q1 p0 + q2 p3 - q3 p2 )2 +
( q0 p2 + q2 p0 + q3 p1 - q1 p3 )2 +( q0 p3 + q3 p0 + q1 p2 - q2 p1 )2。

而 det Q det P = ( ∑
m = 0

3
q2

0 )( ∑
m = 0

3
p2

m )。显然，det ( QP ) ≠ det Q det P。

定理6 对 ∀Q = ∑
m = 0

3
qm Em ∈ HQ

S 和 ∀P = ∑
m = 0

3
pm Em ∈ HQ

S ，以及 c ∈ H，c ≠ 0，下列性质成立：

（i）E1c ≠ cE1，E2c ≠ cE2，E3c ≠ cE3；

（ii）Q2 = S2
Q +(VQ × VQ )+ 2q0 ( q1 E1 + q2 E2 + q3 E3 )；

（iii）一般地，det Q ≠ ||Q||2，- -----QP ≠ Q̄P̄。

证明 （i）由四元数的乘积规则很容易验证。

（ii）直接计算，可得

Q2 = q2
0 E0 + q0q1 E1 + q0q2 E2 + q0q3 E3 + q2

1 E0 + q1q0 E1 - q1q3 E2 + q1q2 E3 +
q2

2 E0 + q2q3 E1 + q2q0 E2 - q2q1 E3 + q2
3 E0 - q3q2 E1 + q3q0 E2 + q3q0 E3。

于是，Q2 = S2
Q +(VQ × VQ )+ 2q0 ( q1 E1 + q2 E2 + q3 E3 )。

（iii）因 det Q = ∑
m = 0

3
p2

m，||Q||2 = QQ̄ = ( q2
0 + q2

1 - q2
2 - q2

3 )2，故 det Q ≠ ||Q||2。由于

Q̄P̄ = q0 ( p0 E0 - p1 E1 - p2 E2 - p3 E3 )- q1 ( p0 E1 + p1 E0 - p2 E3 + p3 E2 )-
q2 ( p0 E2 + p1 E3 - p2 E0 - p3 E1 )- q3 ( p0 E3 - p1 E2 + p2 E1 - p3 E0 )，

- -----QP = q0 ( p0 E0 - p1 E1 - p2 E2 - p3 E3 )- q1 ( p0 E1 + p1 E0 + p2 E3 - p3 E2 )-
q2 ( p0 E2 - p1 E3 - p2 E0 + p3 E1 )- q3 ( p0 E3 + p1 E2 - p2 E1 - p3 E0 )。

因此，
- -----QP ≠ Q̄P̄。

定义3 设 Q = ∑
m = 0

3
qm Em ∈ HQ

S ，称

eQ = eq0 ( cos φ + VQ

φ
sin φ ) （12）

为 Q 的极坐标形式，其中 VQ = q1 E1 + q2 E2 + q3 E3，φ = ||VQ|| = q2
1 + q2

2 + q2
3 。

定理7 若 P = ∑
m = 0

3
pm Em ∈ HQ

S ，Q = ∑
m = 0

3
qm Em ∈ HQ

S 均可逆，则

（i）- -----
P-1 = P̄-1，P͂-1 =~P-1，( P̄T )-1 = ( P̄-1 )T；（ii）( PQ )-1 = Q-1 P-1。

证明 利用逆、共轭、全共轭、转置的定义，以及四元数的乘积规则很容易验证，在此从略。

4 结论 

本文首先定义了对偶四元数，然后根据对偶四元数的特征运算，得到了它的一些代数性质。

在此基础上，给出了四元分裂四元数的定义及基本性质定理。

从本文的定理 1 至定理 7 所给的结果可知，对偶四元数和四元分裂四元数有显著不同的代数

性质，一是内积的定义不同，二是它们的共轭与对偶共轭和四元数共轭的乘积不同；三是它们的范

数表达式不同；四是两个四元分裂四元数乘积的行列式等于它们行列式的乘积，而两个对偶四元

数乘积的行列式不等于它们行列式的乘积。
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