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一类von K􀅡rm􀅡n方程的解的存在唯一性

张健，王永达*

（河北大学 数学与信息科学学院，河北 保定 071002）

摘 要：文中考虑了一类非线性非局部发展 von K􀅡rm􀅡n 方程。为了分析该方程，首先采用 Galerkin 方法研究了一

个线性问题，得到了线性问题的解的存在唯一性。然后利用压缩映射原理和不动点理论，得到了该 von K􀅡rm􀅡n 方

程的解的存在唯一性。
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Existence and Uniqueness of Solutions for a Class of von K􀅡rm􀅡n Equations

ZHANG Jian, WANG Yongda*

(College of Mathematics and Information Science, Hebei University, Baoding 071002, China)

Abstract: An evolution von K􀅡rm􀅡n equation, which is nonlinear and nonlocal, is considered in this paper. To analyze this equation, 

we study a related linear problem by following Galerkin's process, and get the uniqueness result. Then, the uniqueness of the solu‐

tion of the von K􀅡rm􀅡n equation is obtained by applying the principle of compression mapping and the fixed point theory.
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0 引言 

设 Ω = (0，π) × ( - l，l ) ⊂ R2，我们考虑一类非线性非局部 von K􀅡rm􀅡n 方程的初边值问题：
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utt + Δ2u + h - λ ( )u uxx = [ ]Φ，u + f， ( )x，y，t ∈ Ω ×R+，

u = uxx = 0， ( )x，y，t ∈{ }0，π × ( )-l，l ×R+，

uyy + σuxx = uyyy + ( )2 - σ uxxy = 0， ( )x，y，t ∈ ( )0，π ×{ }-l，l ×R+，

u ( )x，y，0 = u0，ut( )x，y，0 = u1， ( )x，y ∈ Ω，

（1）

其中 Φ = Φ (u)是线性方程
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Δ2Φ =-[ ]u，u  ， ( )x，y ∈ Ω，
Φ = Φxx = 0， ( )x，y ∈{ }0，π × ( )-l，l ，

Φ = Φy = 0， ( )x，y ∈ ( )0，π ×{ }-l，l ，

（2）

的唯一解［1］。[  · ， · ]表示Monge-Ampère算子，即[ϕ，ψ ]：= ϕxx ψyy + ϕyy ψxx - 2ϕxy ψxy，∀ϕ，ψ ∈ H 2(Ω )。
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当 2l ≪ π 时，方程（1）可以看作是悬索桥的一类数学模型［1-2］。此时 u = u (x，y，t )表示悬索桥

甲板的垂直位移，Φ 是 Airy Stress 函数，λ (u) =-P + S∫Ω
u2

x dxdy（S > 0，P > 0）取决于甲板材料的

弹性，h = h (x，y，u)表示吊杆的恢复力，f 是外部负载，σ ∈ (0，1
2 )。

2015 年，Gazzola 等［1］详细介绍了 von K􀅡rm􀅡n 方程的推导过程，并将此类方程看成是悬索桥的

数学模型。他们得到了 von K􀅡rm􀅡n 方程的解的存在性、唯一性和多解性。2018 年，Wang［3］重点研

究了动态 von K􀅡rm􀅡n 模型的扭转稳定性。2022 年，王永达［4］研究了带有非局部效应的 von K􀅡rm􀅡n
方程，通过分析其对应能量泛函的临界点，得出该方程的解的存在性、唯一性和多解性。

文献［4］中研究了静态时的 von K􀅡rm􀅡n 方程，得到了方程的解的存在性、唯一性和多解性。若

f 依赖于时间 t，则需要考虑动态的模型。因此，在文献［4］的基础上，我们研究了问题（1）。内容

组织如下：第 1 节我们先列出了一些预备知识，包括相关函数空间和引理。然后，我们给出了文中

的主要结果——定理 1。第 2 节考虑了一个线性问题，应用 Galerkin 方法得到了其解的存在唯一

性。第 3 节是关于定理 1 的证明。根据线性问题的解的存在唯一性，利用压缩映射原理和不动点

理论，完成了定理 1 的证明。

1 预备知识和主要结果 

设( ⋅，⋅ ) 2和 ⋅ 2是L2 ( Ω )的内积和范数。记H 1
* (Ω )：={u ∈ H 1 (Ω )；u = 0，(x，y)∈{0，π}× ( - l，l ) }［5］， 

内积和范数分别为：

(u，v) H 1
*
≔∫Ω

∇u∇vdxdy，  u
H 1

*
≔ (∫Ω

|∇u |2 dxdy)
1
2
，u，v ∈ H 1

* (Ω )。

记 H 2
* (Ω )：={u ∈ H 2(Ω )；u = 0，(x，y) ∈{0，π}× ( - l，l ) }。定义

(u，v) H 2
*
≔∫Ω ( )ΔuΔv - ( )1 - σ [ ]u，v dxdy，u，v ∈ H 2

* (Ω )，
则 H 2

* (Ω )是 Hilbert 空间［2］，其范数为

 u
H 2

*
= (∫Ω (|Δu |2 - (1 - σ ) [u，u ] ) dxdy)

1
2
，u ∈ H 2

* ( Ω )。

引理1［2］ 设 σ ∈ (0，1
2 )，则在空间 H 2

* (Ω )上 u ↦  u
H 2和u ↦  u

H 2
*
等价，即

α1 u
H 2 ≤ u

H 2
*
≤ α2 u

H 2， α1，α2 > 0。
引理2［6］ 如果 u ∈ H 2(Ω )，那么 [u，Φ]∈ L2(Ω )，且满足：

 [ ]u，Φ
2
≤ α3 u

H 2 Φ ( )u
W 2，∞

，  Φ ( )u
W 2，∞

≤ α4 u 2
H 2， α3，α4 > 0。

在后文中，我们还需要一个 Gronwall 型引理。

引理3［7］ 设 f ∈ C1 (R+)，且满足 f (0) = 0 和 0 ≤ f '(t ) ≤ α5 + α6 f ( )t （α5，α6 > 0），t ≥ 0，则

f (t )≤ ( )α5 + α6
2

4 t 2 + (α5 + α6) t， t ≥ 0。

我们称函数 u ∈ C0 ([0，T ]；H 2
* (Ω ) ) ∩ C1 ([0，T ]； L2(Ω ) ) 是问题（1）的一个弱解，如果对任意的

z ∈ H 2
* (Ω )以及任意 t ∈ [0，T ]，都有

ì
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ïïïï

ïïïï

( )utt，z 2 + ( )u，z
H 2

*
+ ( )h ( )x，y，u ，z

2
- ( )P - S u 2

H 1
*
( )u，z

H 1
*
= ( )f，z

2
+ ( )[ ]Φ，u ，z

2
，

u ( )x，y，0 = u0，ut( )x，y，0 = u1
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成立，其中 Φ 是方程（2）的解。

我们的主要结果是

定理1 设 f ∈ L2(Ω × [0，T ] )，h 满足

（H1）h：Ω × R → R 是 Carathéodory 函数，且满足增长性条件，即对于任意 p > 1，存在常数 C，

使得

h ( ⋅，⋅，s) ≤ C | s |p - 1
；

（H2）h 关于 s 满足局部 Lipschitz 条件，即对于任意有界区域 I ⊂ R，有

LI ≔ sup
( )x，y ∈ Ω，s1，s2 ∈ I，s1 ≠ s2

|

|

|
||
|
|
| h ( )x，y，s1 - h ( )x，y，s2

s1 - s2

|

|

|
||
|
|
|
< ∞。

若 u0 ∈ H 2
* (Ω )， u1 ∈ L2(Ω )，则当 T > 0 充分小时，（1）存在唯一的弱解 u。

2 线性问题 

本节主要考虑一个线性问题。给定 T > 0，设 g = g (x，y，t ) ∈ L2(Ω × [0，T ] )，我们考虑线性

问题
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utt + Δ2u = g， ( )x，y，t ∈ Ω ×R+，

u = uxx = 0， ( )x，y，t ∈{ }0，π × ( )-l，l ×R+，

uyy + σuxx = uyyy + ( )2 - σ uxxy = 0， ( )x，y，t ∈ ( )0，π ×{ }-l，l ×R+，

u ( )x，y，0 = u0，ut( )x，y，0 = u1， ( )x，y ∈ Ω。
（3）

定理2 若u0 ∈ H 2
* (Ω )，u1 ∈ L2(Ω )，则（3）存在唯一的弱解u ∈ C0 ([0，T ]；H 2

* (Ω ) ) ∩ C1 ([0，T ]； L2(Ω ) )。
证明 （存在性）设 En ≔ span{e1， e2， …， en}， n ≥ 1，其中 {ek}

∞
k = 1 是 H 2

* (Ω ) 的一组正交基，满足

 ek 2 = 1。令

un
0 = ∑

k = 1

n

( )u0，ek H 2
*
ek，    un

1 = ∑
k = 1

n

( )u1，ek 2ek。

容易验证当 n → ∞ 时，在 H 2
* (Ω )中 un

0 → u0，在 L2(Ω )中 un
1 → u1。

对 n ≥ 1，我们寻找变分问题

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

( )un
tt，ek 2

+ ( )un，ek H 2
*
= ( )g，ek 2

，t ∈R+，

un ( )x，y，0 = un
0，un

t ( )x，y，0 = un
1

（4）

形如 un = un (x，y，t ) = ∑
k = 1

n

wkek 的解，其中 wk = wk(t )待定，于是有

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

( )wk tt
+ Dkwk = ( )g，ek 2

，           t ∈R+，

wk( )0 = ( )u0，ek H 2
*
，( )wk t( )0 = ( )u1，ek 2，

k = 1，2，⋯，n， （5）

其中 Dk =  ek
2
H 2

*
(k = 1，2，…，n)。根据经典的常微分理论［8］，可知问题（5）存在唯一解 wk(t )。因

此，对任意 T > 0，问题（4）有解 un (x，y，t ) = ∑
k = 1

n

wkek，t ∈ [ 0，tn ) ( 0 < tn ≤ T )。

将（4）中的第一个式子两边同时乘以 (wk) t
，并关于 k 求和，我们得到

d
dt
é
ë
 un

t
2

2
+ un 2

H 2
*

ù
û= 2 (un

tt，un
t ) 2

+ 2 (un，un
t ) H 2

*
= 2 (g，un

t ) 2
。

于是

281



47（2） 2024山西大学学报（自然科学版）

 un
t

2

2
+ un 2

H 2
*
= un

1
2

2
+ un

0
2

H 2
*
+ 2∫

0

t

(g，un
t ) 2

ds。

由 g ∈ L2(Ω × [0，T ] )及 Hölder 不等式，可得

∫
0

t

(g，un
t ) 2

ds ≤∫
0

t

 g
2
 un

t 2
ds ≤ (∫0

t

 g
2

2
ds)

1
2 (∫0

t

 un
t

2

2
ds)

1
2
≤ C (∫0

t

 un
t

2

2
ds)

1
2
。

因此，

 un
t

2

2
+ un 2

H 2
*
≤ c1 + c2(∫0

t

 un
t

2

2
ds)

1
2
， （6）

则由引理 3 和（6）式，得如下估计

 un
t

2

2
+ un 2

H 2
*
≤ c3 + c4T。

因此，在 C0 ([0，T ]；H 2
* (Ω ) ) ∩ C1 ([0，T ]； L2(Ω ) )中有收敛子列（仍记为{un}）。

由于 g ∈ L2(Ω × [0，T ] )，我们可令 g = ∑
k = 1

∞
gk( )t ek，于是当 n → ∞ 时，有

∑
k = n + 1

∞

( )gk( )t 2 → 0。 （7）

取 m > n ≥ 1，设
un，m ≔ un - um，un，m

0 ≔ un
0 - um

0，un，m
1 ≔ un

1 - um
1，

则有

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

( )( )un，m
tt
，( )un，m

t 2
+ ( )Δ2un，m，( )un，m

t H 2
*

= ( )∑
k = 1

∞
gk( )t ek，( )un，m

t
2

，  ( )x，y，t ∈ Ω × [ ]0，T ，

un，m ( )x，y，0 = un，m
0 ，( )un，m

t( )x，y，0 = un，m
1 ，  ( )x，y ∈ Ω。

（8）

因此，





( )un，m

t

2

2
+ un，m 2

H 2
*
= Cn，m + 2∫

0

t (∑k = 1

∞
gk( s) ek，(un，m)

t)
2

ds≤ Cn，m + 2∫
0

T ( )∑
k = n + 1

m

( )gk( )t 2

1
2



( )un，m

t 2
dt，（9）

其中 Cn，m =  un，m
1

2

2
+  un，m

0
2

H 2
*
。

当 m，n → ∞ 时，Cm，n → 0。于是由式（7）—（9）可知{un}在 C0 ([0，T ]；H 2
* (Ω ) )∩C1 ( )[ ]0，T ； L2( )Ω 中

是 Cauchy 序列。因此，存在唯一的 u ∈ C0 ([0，T ]；H 2
* (Ω ) ) ∩ C1 ([0，T ]； L2(Ω ) )使得 un → u (n → ∞)。

对任意 v ∈ H 2
* (Ω )以及  t ∈ [0，T ]，当 n → ∞ 时，方程

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

( )( )un
tt
，v

2
+ ( )un，v

H 2
*
= ( )g，v

2
， ( )x，y，t ∈ Ω × [ ]0，T ， 

un ( )x，y，0 = un
0，( )un

t( )x，y，0 = un
1， ( )x，y ∈ Ω

蕴含了 u 是方程（3）的一个弱解。

（唯一性）设 u1 和 u2 是（3）的两个弱解且 u1 ≠ u2，则有

((u1) tt
，v)

2
+ (u1，v) H 2

*
= (g，v) 2

，  ((u2) tt
，v)

2
+ (u2，v) H 2

*
= (g，v) 2

，  t ∈ [0，T ]，

将两个方程相减，并令 v = u1 - u2，得

 v 2
2 + v 2

H 2
*
= 0。

即证得唯一性。证毕。
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3 定理1的证明 

设 v ∈ C0 ([0，T ]；H 2
* (Ω ) )，令 Γ (v) = [Φ (v)，v ]+ f (x，y，t ) - h (x，y，v) + λ (v) vxx，我们考虑下面

的问题：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï
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ï

utt + Δ2u = Γ ( )v ， ( )x，y，t ∈ Ω × [ ]0，T ，

u = uxx = 0， ( )x，y，t ∈{ }0，π × ( )-l，l × [ ]0，T ，

uyy + σuxx = uyyy + ( )2 - σ uxxy = 0， ( )x，y，t ∈ ( )0，π ×{ }-l，l × [ ]0，T ，

u ( )x，y，0 = u0，ut( )x，y，0 = u1， ( )x，y ∈ Ω。
（10）

引理4 若 u0 ∈ H 2
* (Ω )，u1 ∈ L2(Ω )，则（10）存在唯一的弱解 u。

证明 因为 v ∈ C0 ([0，T ]；H 2
* (Ω ) )以及引理 1—2，所以

 [ ]Φ ( )v ，v
2
≤ C0 v 3

H 2
*
< ∞，即有[Φ (v)，v ]∈ L2(Ω × [0，T ] )；

 λ ( )v vxx
2

2
= λ2(v) vxx

2
2 = ( - P + S∫Ω

v2
x dxdy) 2∫Ω

v2
xx dxdy ≤ C vxx

2

2
< ∞，

即有λ (v) vxx ⊂ L2(Ω × [0，T ] )。
另外，由 v ∈ C0 ([0，T ]；H 2

* (Ω ) )和 H 2
* ( Ω ) ⊂ C0 ( Ω̄ ) 可得 v ∈ C0 ( Ω̄ × [0，T ] )，又由 h 满足（H1），知

 h ( )x，y，v
2

2
=∫Ω

| h (x，y，v) |2 dxdy ≤ C ∫Ω
| v |2p - 2 dxdy ≤ C v 2p - 2

C0 < ∞，

即有h (x，y，v)⊂ L2(Ω × [0，T ] )。
综上，Γ (v) ∈ L2(Ω × [0，T ] )。 由定理 2 知，问题（10）存在唯一的弱解 u。证毕。

设 T > 0，记 ZT = C0 ([0，T ]；H 2
* (Ω ) ) ∩ C1 ([0，T ]； L2(Ω ) )，易知 ZT 是一个 Banach 空间，其范数可

定义为：

 u
ZT

= ( sup
t ∈ [ ]0， T

 u 2
H 2

*
+ sup

t ∈ [ ]0， T
 ut

2
2)

1
2

， u ∈ ZT.

对任意给定 M > 0，令

B：={ |u ∈ ZT  u
ZT

≤ M；u (x，y，0)= u0；ut(x，y，0)= u1}。
由问题（10）存在唯一解，我们可以定义一个映射：

γ： B → ZT， γ (v)= u。
引理5 当 T > 0 充分小时，γ 是一个压缩映射。

证明 将（10）式中的第一个式子两端乘以 ut，然后在 Ω × (0，t )上积分，我们得到

1
2  ut

2
2 + 1

2  u 2
H 2

*
= 1

2  u1
2
2 + 1

2  u0
2
H 2

*
+∫

0

t ∫Ω
[ ]Φ ( )v ，v ut dxdyds -

∫
0

t ∫Ω
h ( )x，y，v ut dxdyds +∫

0

t ∫Ω
λ ( )v ( )v

xx
ut dxdyds。 （11）

由 Hölder 不等式，引理 1―2 和（H1），可得

∫Ω
[Φ (v)，v ]ut dxdy ≤ [ ]Φ ( )v ，v

2
 ut 2 ≤ α3 v

H 2
*
 Φ ( )v

W 2，∞
 ut 2 ≤ C1 v 3

H 2
*
 ut 2； （12）

-∫Ω
h (x，y，v) ut dxdy ≤ C ∫Ω

|| v p - 1| ut |dxdy ≤ C v p - 1
C0 ∫Ω

|| ut dxdy ≤ C2 v p - 1
H 2

*
 ut 2； （13）

∫Ω
λ (v) (v) xx

ut dxdy ≤ λ (v) vxx 2
 ut 2 ≤ C v 2

H 2
*
 vxx 2

 ut 2 ≤ C3 v 3
H 2

*
 ut 2。 （14）

将公式（12）―（14）代入公式（11）可得
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1
2  ut

2
2 + 1

2  u 2
H 2

*
≤ 1

2  u1
2
2 + 1

2  u0
2
H 2

*
+ C1∫

0

t

 v 3
H 2

*
 ut 2 ds +

C2∫
0

t

 v p - 1
H 2

*
 ut 2 ds + C3∫

0

t

 v 3
H 2

*
 ut 2 ds ≤

1
2  u1

2
2 + 1

2  u0
2
H 2

*
+ C1∫

0

t

 v 3
ZT

 ut 2 ds + C2∫
0

t

 v p - 1
ZT

 ut 2 ds + C3∫
0

t

 v 3
ZT

 ut 2 ds ≤
1
2  u1

2
2 + 1

2  u0
2
H 2

*
+ (C1 M 3 + C2 M P - 1 + C3 M 3)∫

0

t

 ut 2 ds ≤

1
2  u1

2
2 + 1

2  u0
2
H 2

*
+ (C1 M 3 + C2 M P - 1 + C3 M 3) T (∫0

t

 ut
2
2 ds)

1
2。

（15）

取 M 足够大，使得  u1
2
2 +  u0

2
H 2

*
≤ M 2

2 ，则有

 ut
2
2 ≤ M 2

2 + K1 T (∫0

t

 ut
2
2 ds)

1
2
，K1 = 2 (C1 M 3 + C2 M P - 1 + C3 M 3)。

由引理 3，我们得到

 ut
2
2 + u 2

H 2
*
≤ M 2

2 + M 2 K1T T
4 + K1T 2

2 + K1 T ≤ M 2

2 + 6 + M 2

4 K1
ì
í
î

T 2  ，   T ≥ 1，
T ，  T < 1。

取 T ≤ min
ì
í
î

ïïïï

ïïïï( 2M 2

( )6 + M 2 K1 )
2

，
2M 2

( )6 + M 2 K1

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
， 则  u 2

ZT
≤ M 2。这就证明了 γ： B → B。

下面证明 γ 是压缩映射。 设 v1， v2 ∈ B 且 v1 ≠ v2，则 (u) j = γ (vj) ( j = 1， 2)。于是 u = (u) 1 -

(u) 2
满足

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

utt + Δ2u = Γ ( )v1 - Γ ( )v2 ， ( )x，y，t ∈ Ω × [ ]0，T ，

u = uxx = 0， ( )x，y，t ∈{ }0，π × ( )-l，l × [ ]0，T ，

uyy + σuxx = uyyy + ( )2 - σ uxxy = 0， ( )x，y，t ∈ ( )0，π ×{ }-l，l × [ ]0，T ，

u ( )x，y，0 = 0，ut( )x，y，0 = 0， ( )x，y ∈ Ω，
其中 Γ (v1) - Γ (v2) = [Φ (v1)，v1 ]- [Φ (v2)，v2 ]+ h (x，y，v2) - h (x，y，v1)+λ (v1) (v1) xx

- λ (v2) (v2) xx
。

将上式中的第一个式子两端乘以 ut，然后在 Ω × (0，t )上积分，我们得到

 ut
2
2 + u 2

H 2
*
= 2∫

0

t ∫Ω ( )Γ ( )v1 - Γ ( )v2 ut dxdyds =

2∫
0

t ∫Ω ( )[ ]Φ ( )v1 ，v1 - [ ]Φ ( )v2 ，v2 ut dxdyds +2∫
0

t ∫Ω ( )h ( )x，y，v2 - h ( )x，y，v1 ut dxdyds +

2∫
0

t ∫Ω ( )λ ( )v1 ( )v1 xx
- λ ( )v2 ( )v2 xx

ut dxdyds ≔

∫
0

t

I1 ds +∫
0

t

I2 ds +∫
0

t

I3 ds。

（16）

设 v = v1 - v2，则有

① 由 Δ2(Φ (v1)- Φ (v2) )=-[v1，v1 ]+ [v2，v2 ]=-[v1 - v2，v1 + v2 ]，引理 1-2 以及 Φ 是（2）的唯一

解，得 
 Φ ( )v1 - Φ ( )v2

W 2，∞
≤ C1 v

H 2
*
 v1 + v2 H 2

*
。

因此， 

I1 = 2∫Ω
{ }[ ]Φ ( )v1 ，v1 - [ ]Φ ( )v2 ，v2 ut dxdy = 2∫Ω

{ }[ ]Φ ( )v1 ，v + [ ]Φ ( )v1 - Φ ( )v2 ，v2 ut dxdy ≤
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2 [ ]Φ ( )v1 ，v
2
 ut 2 + 2 [ ]Φ ( )v1 - Φ ( )v2 ，v2

2
 ut 2 ≤

C4 ( v
H 2

*
 Φ ( )v1

W 2，∞
+  v2 H 2

*
 Φ ( )v1 - Φ ( )v2

W 2，∞) ut 2 ≤

C4 ( v
H 2

*
 v1

2

H 2
*

+  v
H 2

*
 v2 H 2

*
 v1 + v2 H 2

* ) ut 2 ≤ C4 M 2 v
H 2

*
 ut 2。

② 由Hölder不等式和（H2），得 

I2 = 2∫Ω
{ }h ( )x，y，v2 - h ( )x，y，v1 ut dxdy ≤

2 h ( )x，y，v2 - h ( )x，y，v1
2
 ut 2 ≤ 2LI v 2

 ut 2 ≤ C5 v
H 2

*
 ut 2。

  ③ 首先 
λ (v1) (v1) xx

- λ (v2) (v2) xx
 = ( - P + S∫Ω

(v1) 2
x
dxdy) (v1) xx

- ( - P + S∫Ω
(v2) 2

x
dxdy) (v2) xx

=

-P ((v1) xx
- (v2) xx)+ S ((v1) xx∫Ω

(v1) 2
x
dxdy - (v2) xx∫Ω

( )v2
2
x
dxdy )=

-P (v) xx
+ S ((v1) xx∫Ω

(v1) 2
x
dxdy - (v2) xx∫Ω

(v1) 2
x
dxdy + (v2) xx∫Ω

(v1) 2
x
dxdy - (v2) xx∫Ω

( )v2
2
x
dxdy )=

-P (v) xx
+ S ((v) xx∫Ω

(v1) 2
x
dxdy + (v2) xx∫Ω

(v1) 2
x
- (v2) 2

x
dxdy)。

于是

I3 = 2∫Ω{ }λ ( )v1 ( )v1 xx
- λ ( )v2 ( )v2 xx

ut dxdy =

2∫Ω
- P (v) xx

ut dxdy + 2∫Ω
S ( )( )v

xx∫Ω
( )v1

2
x
dxdy ut dxdy + 2∫Ω

S ( )( )v2 xx∫Ω
( )v1

2
x
- ( )v2

2
x
dxdy ut dxdy ≔

2i1 + 2i2 + 2i3，

其中

i1 =-P ∫Ω
vxx ut dxdy ≤ P  vxx 2

 ut 2 ≤ c1 v
H 2

*
 ut 2；

i2 = S∫Ω ( )( )v
xx∫Ω

( )v1
2
x
dxdy ut dxdy ≤ S v1

2
H 1

* ∫Ω
| vxxut |dxdy ≤ S v1

2
H 1

*
 vxx 2

 ut 2 ≤ c2 M 2 v
H 2

*
 ut 2；

i3 = S∫Ω ( )( )v2 xx∫Ω
( )v1

2
x
- ( )v2

2
x
dxdy ut dxdy = S∫Ω

é
ë((v1) x

- (v2) x) ((v1) x
+ (v2) x) ùû dxdy ∫Ω

(v2) xx
ut dxdy =

S∫Ω
é
ë(v) x((v1) x

+ (v2) x) ùû dxdy ∫Ω
(v2) xx

ut dxdy ≤ S ( )v
x 2

 ( )v1 x
+ ( )v2 x 2

 ( )v2 xx 2
 ut 2 ≤

S ( ( )v1 x 2
+ ( )v2 x 2) ( )v

x 2
 ( )v2 xx 2

 ut 2 ≤ c3 M 2 v
H 2

*
 ut 2 ，

则

I3 = 2∫Ω{ }λ ( )v1 ( )v1 xx
- λ ( )v2 ( )v2 xx

ut dxdy ≤ 2 (c1 + c2 M 2 + c3 M 2) v
H 2

*
 ut 2 = C6 v

H 2
*
 ut 2。

因此，（16）式可估计为

 ut
2
2 + u 2

H 2
*
≤∫

0

t

C4 M 2 v
H 2

*
 ut 2 + C5 v

H 2
*
 ut 2 + C6 v

H 2
*
 ut 2 ds ≤

( )C4 M 2 + C5 + C6 ∫
0

t

 v1 - v2
H 2

*

 ut 2 ds ≤

(C4 M 2 + C5 + C6) t  v1 - v2 ZT(∫0

t

 ut
2
2 ds)

1
2
≤ K2 T  v1 - v2 ZT(∫0

t

 ut
2
2 ds)

1
2
，

其中 K2 = C4 M 2 + C5 + C6 与 T 无关。
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由 0 ≤ F'(t ) ≤ K F ( )t ⇒ F ( )t ≤ KT2 ，可得 (∫0

t

 ut
2
2 dt )

1
2

≤ K2

2 T T  v1 - v2 ZT
，于是

 ut
2
2 + u 2

H 2
*
≤ K 2

2

2 T 2 v1 - v2
2
ZT
，

即

 ( )u 1 - ( )u 2

ZT

≤ 2 K2

2 T  v1 - v2 ZT
，

其中 C 与 T 无关。因此，当 T 足够小时，γ 是一个压缩映射。证毕。

由引理 4—5 以及不动点理论，知映射 γ 的一个不动点就是问题（1）的唯一解。
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