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交换环Zn上的零除数图的Gutman指数

苗红丽，梅银珍*

（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）

摘 要：交换环上的零除数图是一个无向的简单连通图，其顶点集为环上的零因子的集合。基于度与距离的 Gut‐

man 指数，本文主要采用分类讨论的方法，首先对环上的零除数图进行顶点划分，其次对零除数图的诱导子图上的

度与距离及相互之间的连接关系进行讨论，从而刻画出了某些情况下的零除数图的Gutman指数。
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The Gutman Index of the Zero-divisor Graph on the Commutative Ring Zn

MIAO Hongli, MEI Yinzhen*

(School of Mathematics, North University of China, Taiyuan 030051, China)

Abstract: A zero-divisor graph over a commutative ring is an undirected simple connected graph, whose vertex set is the set of zero 

factors over the ring. Based on the Gutman index of degree and distance, the method of classification discussion is mainly adopted in 

this paper. Firstly, the vertex of the zero-divisor graph on the ring is divided. Secondly, the degree and distance on the induced sub‐

graphs of the zero-divisor graph and the connection relationship between them are discussed. Thus the Gutman index of the zero-di‐

visor graph in some cases is described.
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0 引言 

拓扑指数是化学图论中重要的内容之一。它是分子结构的数学描述符，被用来反映分子的大

小、形状等特征，对实现分子结构信息的数值化起着非常重要的作用。1947 年，美国化学家 Wie⁃
ner［1］提出了第一种拓扑指数-Wiener 指数，它被用来估计烷烃的沸点。随后，科研工作者们根据需

要相继提出 200 余种其他的拓扑指数，如 Zagreb 指数、Randić 指数、Schultz 指数、Gutman 指数等。其

中 Gutman 指数也被称为第二类舒尔茨指数，该指数在单圈图、双圈图、刺图等已经取得了一些结

果，关于其他的一些研究成果，可查阅文献［2-6］。

交换环上的零除数图的研究是近年来出现的一个研究热点。它是与图论相结合的一个研究

课题。交换环上的零除数图的概念最先是在 1988 年由 Beck［7］提出的，当时他主要讨论了交换环的

着色问题。接着， Anderson 和 Livingston［8］在 1999 年给出了将图与交换环相关联的方法。之后更

多的专家学者加入了关于零除数图的研究［9-15］。其中 Selvakumar 等［9］讨论了环上高斯整数环的零
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除数图的维纳指数；Asir 等［10］给出了一种计算任意正整数的环上的零除数图的维纳指数的构造方

法；Magi 等［11］研究了零除数图的邻接矩阵以及特征值；Gürsoy 等［12］计算了一些交换环上的零除数

图的 Sombor 指数；Suthar 等［13］给出了零除数图的线图在环上的覆盖；Pirzada 等［14］研究了关于环的

零除数图的无信号拉普拉斯谱；Yalcin［15］给出了几个特殊的零除数图的度距离。

本文是对前人有关交换环上的零除数图的拓扑指数的研究从只有度到度与距离相结合的拓

展，刻画了一些特殊情况时，零除数图的 Gutman 指数。此研究内容也适用于其他化学图的有关度

与距离相结合的拓扑指数的研究。

1 准备工作 

定义 1 设 R，+，⋅ 是环，若环中乘法适合交换律，则称 R 是交换环［16］。如果 a 和 b 是环 R 上

的两个非零元素使得 ab = 0，那么 a 和 b 是 R 的零因子。R 上的零因子集合可记为 Z (R)，零除数图

Γ (Zn)是以 Z (Zn)为顶点的无向简单连通图。

定义2［17］ 图 G 是一个有序三元组 (V (G )，E (G )，ϕ (G ) )，其中 V (G )是非空的顶点集，E (G )是
不与 V (G )相交的边集，而 ϕ (G )是关联函数，它使 G 的每条边对应 G 的无序顶点对（不必相异）。

若 e 是一条边，而 u，v 是使得 ϕG(e) = uv 的顶点，则称 e 连接 u 和 v，顶点 u 和 v 称为 e 的端点。

定义3 图 G 中顶点的个数称为图 G 的阶数，即当 n = |V (G ) |时，称图 G 为 n 阶图。

定义4 无环无重边的图称为简单图。

定义5 G 中与顶点 u 相连的边数称为顶点 u 的度，记作 d (u)。
定义6 图 G 中两个顶点 u，v 的最短轨道的长度，称为 u 与 v 之间的距离，记作 d (u，v)。
定义7 设 G 为 n 阶简单图，若 G 的任意两个顶点均邻接，则称 G 为 n 阶完全图，记为 Kn。

定义8 在图 G 中，如果顶点集 V (G )可以划分成两个类使得任意一条边的两个端点分别属于

不同的类中（即同一类中的顶点不邻接），则称 G 为二部图。若二部图中，不同类中任意两个顶点

均邻接，则称它为完全二部图。如果这两个类分别有 m 和 n 个顶点，那么此时的完全二部图用 Km，n

表示。特别地，若 m = 1，则称 K1，n 为星图，其中 K1，n 中度数为 n 的顶点称为星图的中心。

定义9 设 G = (V，E )，G' = (V'，E')，若 V' ⊆ V，E' ={(u，v) |u，v ∈ V'，(u，v) ∈ E}，则称 G'为 G 的

诱导子图。需注意的是，对于 V'，只要在 G 中有边，那么在 G'中同样应该有边。

定义 10［2］ 图 R 的 Gutman 指数是指无序顶点对的距离与其顶点度的乘积的和，即 Gut (R) =
∑

{ }u，v ∈ V ( )R

d (u) d (v) d ( )u，v ，简写为 G (R) = ∑
{ }u，v ∈ V ( )R

d (u) d (v) d ( )u，v 。而对图上任意的顶点 u 的 Gut⁃

man 指数是 G (u) = d (u) ∑
v ∈ V ( )G

d (v) d ( )u，v 。图 R 的 Gutman 指数也可表示为

G (R)= 1
2 ∑

u ∈ V ( )R ( )d ( )u ∑
v ∈ V ( )G

d ( )v d ( )u，v = 1
2 ∑

u ∈ V ( )R

G ( )u 。

2 Γ (Zn)的Gutman指数 

为了证明过程方便简洁，在下文中均用 Gi(u)表示当 u ∈ Ai 时的 Gutman 指数。

定理1 若 p 是任意的素数，则 G (Γ (Zp) ) = 0。

证明 设 p 是任意的素数，显然 Z (Zp) = ∅，即 Γ (Zp)上不存在顶点，故 G (Γ (Zp) ) = 0。

定理2 若 p 是任意的奇素数，则 G (Γ (Zp2) ) = ( )p - 1 ( )p - 2 3

2 。
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证明 设 p 是任意的奇素数，则有 V (Γ (Zp2) ) = A，其中

A ={ px | x = 1，2，…，p - 1}且 | A |= p - 1。

若 u，v ∈ V (Γ (Zp2) )，则
d (u)= d (v)= p - 2，d (u，v)= 1。

因此 Γ (Zp2)是有 p - 1 个顶点的完全图，即 Γ (Zp2) ≅ Kp - 1。故

G (Γ (Zp2) )= ∑
{ }u，v ∈ V ( )Γ ( )Z

p2

d (u) d (v) d ( )u，v = ( )p - 1 ( )p - 2 3

2 。

定理3 若 p 是任意的奇素数，则

G (Γ (Zp3) )= ( )p - 1 ( )5p5 - 12p4 - 2p3 + 18p2 - 2p - 8
2 。

证明 设 p 是任意的奇素数，则 V (Γ (Zp3) ) = A1 ∪ A2，其中

A1 ={ px | x = 1，2，…，p2 - 1，p2 | x}，A2 ={ p2 x | x = 1，2，…，p - 1}。
且 | A1 |= p2 - p，| A2 |= p - 1，Γ (Zp3)包含 p2 - 1 个顶点。

若 x ∈ A1，y ∈ A2，则 d (x，y) = 1。
若 u1，v1 ∈ A1，u2，v2 ∈ A2，则

d (u1)= d (v1)= p - 1，d (u1，v1)= 2，
d (u2)= d (v2)= p2 - 2，d (u2，v2)= 1。

所以

G1 (u)= d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v =

( p - 1) [2 ( p - 1) ( p2 - p - 1)+ ( p2 - 2) ( p - 1) ]= ( p - 1) 2(3p2 - 2p - 4)。
G2(u)= d (u) ∑

v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v =

( p2 - 2) [ ( p - 1) ( p2 - p)+ ( p2 - 2) ( p - 2) ]= ( p2 - 2) (2p3 - 4p2 - p + 4)。
故

G (Γ (Zp3) )= 1
2 ∑

u ∈ V ( )Γ ( )Z
p3

G ( )u = 1
2
é

ë

ê
êê
ê∑

u ∈ A1

G1 ( )u + ∑
u ∈ A2

G2( )u
ù

û

ú
úú
ú =

1
2
é
ë( p - 1) 2(3p2 - 2p - 4) ( p2 - p)+ ( p2 - 2) (2p3 - 4p2 - p + 4) ( p - 1) ùû=

( )p - 1 ( )5p5 - 12p4 - 2p3 + 18p2 - 2p - 8
2 。

定理4 若 p 是任意的奇素数，则

G (Γ (Zp4) )= 1
2 ( p - 1) (12p7 - 23p6 - 5p5 + 8p4 + 24p3 - 2p2 - 8p - 8)。

证明 设 p 是任意的奇素数，则 V (Γ (Zp4) ) = A1 ∪ A2 ∪ A3，其中

A1 ={ px | x = 1，2，…，p3 - 1，p2 || x，p3 x}，
A2 ={ p2 x | x = 1，2，…，p2 - 1， |p3 x}，A3 ={ p3 x | x = 1，2，…，p - 1}，

且 | A1 |= p3 - p2，| A2 |= p2 - p，| A3 |= p - 1，Γ (Zp4)有 p3 - 1 个顶点，其诱导子图的连接图如图 1。
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若 x ∈ A1，y ∈ A2，z ∈ A3，则

d (x，y)= 2，d (x，z)= 1，d ( y，z)= 1。
若 u1，v1 ∈ A1，u2，v2 ∈ A2，u3，v3 ∈ A3，则

d (u1)= d (v1)= p - 1，d (u2)= d (v2)= p2 - 2，d (u3)= d (v3)= p3 - 2，
d (u1，v1)= 2，d (u2，v2)= 1，d (u3，v3)= 1。

所以

G1 (u)= d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A3

d (v) d ( )u，v =

( p - 1) [2 ( p - 1) ( p3 - p2 - 1)+ 2 ( p2 - 2) ( p2 - p)+ ( p3 - 2) ( p - 1) ]=
( p - 1) (5p4 - 7p3 - 2p2 + 4)。

G2(u)= d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A3

d (v) d ( )u，v =

( p2 - 2) [2 ( p - 1) ( p3 - p2)+ ( p2 - 2) ( p2 - p - 1)+ ( p3 - 2) ( p - 1) ]=
( p2 - 2) (4p4 - 6p3 - p2 + 4)。

G3 (u)= d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A3

d (v) d ( )u，v =

( p3 - 2) [ ( p - 1) ( p3 - p2)+ ( p2 - 2) ( p2 - p)+ ( p3 - 2) ( p - 2) ]=
( p3 - 2) (3p4 - 5p3 - p2 + 4)。

故

G (Γ (Zp4) )= 1
2 ∑

u ∈ V ( )Γ ( )Z
p4

G ( )u = 1
2
é

ë

ê
êê
ê∑

u ∈ A1

G1 ( )u + ∑
u ∈ A2

G2( )u + ∑
u ∈ A3

G3 ( )u
ù

û

ú
úú
ú=

1
2 [ ( )p - 1 ( )5p4 - 7p3 - 2p2 + 4 ( )p3 - p2 + ( p2 - 2) (4p4 - 6p3 - p2 + 4) ( p2 - p)+

( p3 - 2) (3p4 - 5p3 - p2 + 4) ]( )p - 1 = 1
2 ( p - 1) (12p7 - 23p6 - 5p5 + 8p4 )+24p3 - 2p2 - 8p - 8 。

定理5 若 q 是任意的奇素数，则 G (Γ (Z2q) ) = 2q2 - 5q + 3。

证明 因为 Γ (Z2q) 包含 q 个顶点并且顶点的集合为 {2，2 ⋅ 2，…，2 ⋅ (q - 1)，q}。显然，顶点 q 与

其 他 任 意 顶 点 邻 接 ，则 d (q) = q - 1，d (2x) = 1，x = 1，2，…，q - 1，Γ (Z2q) 是 一 个 星 图 ，且

Γ (Z2q) ≅ K1，q - 1，其中 q 为图的中心。故

G (Γ (Z2q) )= ∑
{ }u，v ∈ V ( )Γ ( )Z2q

d (u) d (v) d ( )u，v =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê2 × ( )q - 1 ( )q - 2

2 + (q - 1) 2ù

û

ú
úú
ú= 2q2 - 5q + 3。

定理6 若 q 是任意的奇素数，则 G (Γ (Z3q) ) = 10q2 - 24q + 14。

图1　Γ (Zp4)的诱导子图的连接图

Fig.  1　Connection graph of Γ (Zp4) induced subgraph

298



苗红丽等：交换环Zn上的零除数图的Gutman指数

证明 设 q 是任意的奇素数，则 V (Γ (Z3q) ) = A1 ∪ A2，其中

A1 ={3x | x = 1，2，…，q - 1}，A2 ={qx | x = 1，2 }且| A1 |= q - 1，| A2 |= 2。
若 u1，v1 ∈ A1，q，2q ∈ A2，则

d (u1)= d (v1)= 2，d (u1，v1)= 2，
d (q)= d (2q)= q - 1，d (q，2q)= 2，d (u1，q)= d (u1，2q)= 1。

显然，Γ (Z3q)是一个完全二部图，且 Γ (Z3q) ≅ K2，q - 1。所以

G1 (u)= d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v = 8 (q - 2)+ 4 (q - 1)= 12q - 20。

G2(u)= d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v = 2 (q - 1) 2 + 2 (q - 1) 2 = 4 (q - 1) 2
。

故

G (Γ (Z3q) )= 1
2 ∑

u ∈ V ( )Γ ( )Z3q

G ( )u = 1
2
é

ë

ê
êê
ê∑

u ∈ A1

G1 ( )u + ∑
u ∈ A2

G2( )u
ù

û

ú
úú
ú=

1
2
é
ë(q - 1) (12q - 20)+ 8 (q - 1) 2ù

û= 10q2 - 24q + 14。

定理7 若 p，q 是任意奇素数且 p ≠ q，则

G (Γ (Zpq) )= ( p - 1) (q - 1) (3pq - 4p - 4q + 5)。
证明 设 p ≠ q 是任意奇素数，则 V (Γ (Zpq) ) = A1 ∪ A2，其中

A1 ={ px | x = 1，2，…，q - 1， |q x}，A2 ={qx | x = 1，2，…，p - 1， |p x}。
且 | A1 |= q - 1，| A2 |= p - 1。

若 x ∈ A1，y ∈ A2，则 d (x，y) = 1。
若 u1，v1 ∈ A1，u2，v2 ∈ A2，则

d (u1)= d (v1)= p - 1，d (u2)= d (v2)= q - 1，d (u1，v1)= 2，d (u2，v2)= 2。
显然，Γ (Zpq)是一个完全二部图，且 Γ (Zpq) ≅ Kp - 1，q - 1。所以

G1 (u)= d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v =

( p - 1) [2 ( p - 1) (q - 2)+ (q - 1) ( p - 1) ]= ( p - 1) 2(3q - 5)。
G2(u)= d (u) ∑

v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v =

(q - 1) [ ( p - 1) (q - 1)+ 2 (q - 1) ( p - 2) ]= (q - 1) 2(3p - 5)。
故

G (Γ (Zpq) )= 1
2 ∑

u ∈ V ( )Γ ( )Zpq

G ( )u = 1
2
é

ë

ê
êê
ê∑

u ∈ A1

G1 ( )u + ∑
u ∈ A2

G2( )u
ù

û

ú
úú
ú=

1
2
é
ë(q - 1) ( p - 1) 2(3q - 5)+ ( p - 1) (q - 1) 2(3p - 5) ùû=

( p - 1) (q - 1) (3pq - 4p - 4q + 5)。
定理8 若 p ≠ q 是任意的奇素数，则

G (Γ (Zpq2) )= 1
2 (q - 1) (27p2q3 - 46pq3 - 32p2q2 + 28pq2 )+20q3 + 2p2q + 26pq - 2q2 - 16q - 8 。
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证明 设 p ≠ q 是任意奇素数，则 V (Γ (Zpq2) ) = ∪
i = 1

4
Ai，其中

A1 ={ px | x = 1，2，…，q2 - 1，q | x}，A2 ={qx | x = 1，2，…，pq - 1，p | x，q2 | x }，
A3 ={ pqx | x = 1，2，…，q - 1}，A4 ={q2 x | x = 1，2，…，p - 1}。

且 | A1 |= q2 - q，| A2 |= ( p - 1) (q - 1)，| A3 |= q - 1，| A4 |= p - 1，Γ (Zpq2) 有 q2 + pq - q - 1 个顶

点，其诱导子图的连接图如图 2。

若 x1 ∈ A1，x2 ∈ A2，x3 ∈ A3，x4 ∈ A4，则

d (x1，x2)= 3，d (x1，x3)= 2，d (x1，x4)= 1，
d (x2，x3)= 1，d (x2，x4)= 2，d (x3，x4)= 1。

若 u1，v1 ∈ A1，u2，v2 ∈ A2，u3，v3 ∈ A3，u4，v4 ∈ A4，则

d (u1)= d (v1)= p - 1，d (u2)= d (v2)= q - 1，d (u3)= d (v3)= pq - 2，
d (u4)= d (v4)= q2 - 1，d (u1，v1)= d (u2，v2)= d (u4，v4)= 2，d (u3，v3)= 1。

所以

G1 (u) = d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v +

d (u) ∑
v ∈ A3

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A4

d (v) d ( )u，v =

( p - 1) éë2 ( p - 1) (q2 - q - 1) + 3 (q - 1) 2( p - 1) + 2 ( pq - 2) (q - 1) + (q2 - 1) ( p - 1) ùû=

( p - 1) (8pq2 - 6q2 - 10pq + 4q + 4)。
G2(u)= d (u) ∑

v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A3

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A4

d (v) d ( )u，v =

(q - 1) [3 ( p - 1) (q2 - q)+ 2 (q - 1) ( pq - p - q)+ ( pq - 2) (q - 1)+ 2 (q2 - 1) ( p - 1) ]=
(q - 1) (8pq2 - 7q2 - 8pq + 3q + 4)。

G3 (u)= d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A3

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A4

d (v) d ( )u，v =

( pq - 2) éë2 ( p - 1) (q2 - q)+ (q - 1) 2( p - 1)+ ( pq - 2) (q - 2)+ (q2 - 1) ( p - 1) ùû=
( pq - 2) (5pq2 - 4q2 - 6pq + 2q + 4)。

G4 (u)= d (u) ∑
v ∈ A1

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A2

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A3

d (v) d ( )u，v + d (u) ∑
v ∈ A4

d (v) d ( )u，v =

(q2 - 1) éë( p - 1) (q2 - q)+ 2 (q - 1) 2( p - 1)+ ( pq - 2) (q - 1)+ 2 (q2 - 1) ( p - 2) ùû=
(q2 - 1) (6pq2 - 7q2 - 6pq + 3q + 4)。

故

G ( )Γ ( )Zpq2 = 1
2 ∑

u ∈ V ( )Γ ( )Z
pq2

G ( )u = 1
2
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∑

u ∈ A1

G1 ( )u + ∑
u ∈ A2

G2( )u + ∑
u ∈ A3

G3 ( )u + ∑
u ∈ A4

G4 ( )u =

图2　Γ (Zpq2)的诱导子图的连接图

Fig.  2　Connection graph of Γ (Zpq2) induced subgraph
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1
2
é
ë( )p - 1 ( )8pq2 - 6q2 - 10pq + 4q + 4 ( )q2 - q + ( )q - 1 2( )8pq2 - 7q2 - 8pq + 3q + 4 ( )p - 1 +

( pq - 2) (5pq2 - 4q2 - 6pq + 2q + 4) (q - 1)+ (q2 - 1) (6pq2 - 7q2 - 6pq + 3q + 4) ]( )p - 1 =
1
2 (q - 1) (27p2q3 - 46pq3 - 32p2q2 + 28pq2 )+20q3 + 2p2q + 26pq - 2q2 - 16q - 8 。

3 结论 

本文基于度与距离的 Gutman 指数，详细刻画了 n = pi，2q，3q，pq，pq2，i = 1，2，3，4 的环 Zn 上的零

除数图 Γ (Zn)的 Gutman 指数。本研究是对前人有关零除数图的拓扑指数的研究从只有度到度与

距离相结合的扩展，这对研究其他化学图的 Schultz 指数或 Gutman 指数有一定的借鉴意义。

下一步将准备对 Zn 上的零除数图继续进行深入研究，希望能找到规律，得到一般情形下的零

除数图的 Gutman 指数的构造方法及通用公式。
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