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一类具有离散时滞与不同传染性的霍乱模型研究
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摘 要：本文研究了一类具有疫苗接种策略的时滞霍乱模型，考虑了高低传染性霍乱弧菌混合感染以及直接传播

和间接传播。通过计算，得到了系统的基本再生数 R0，证明了当 R0 < 1 时，无病平衡点局部及全局渐近稳定，当

R0 > 1 时，地方病平衡点全局渐近稳定。通过数值模拟演示了理论结果，发现时滞对于霍乱传播具有重要影响，其

动力学可以与无时滞系统相同，不同甚至相反，忽略时滞会高估霍乱的传播，付出更多控制成本。
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Research on a Class of Cholera Model with Discrete Delay and Different 
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Abstract: In this paper, a delayed cholera model with vaccination strategy, mixed infection of hyperinfectious and hypoinfectious 

cholera vibrios, direct and indirect transmission pathways is established. The basic reproduction number R0 is obtained, by which the 

local and global asymptotic stability of the disease-free equilibrium is obtained if R0 < 1, while the endemic equilibrium is globally 

asymptotically stable if R0 > 1. In addition, the theoretical results are illustrated by numerical simulations. It is found that time delay 

has important effect on cholera propagation, the dynamics of system with delay can be the same, different or even opposite to that of 

system without delay. Ignoring the influence of delay could overestimate the spread of cholera and cost more to control it.
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0 引言 

霍乱是由霍乱弧菌引起的一种古老且广泛流行的致死性传染病，自 1817 年以来，全球共发生

了七次世界性霍乱大流行，先后导致数千万人死亡。研究人员估计，在世界范围内每年有 130 万至

400 万霍乱病例，21 000 至 143 000 人死亡［1］，感染者主要表现为剧烈的呕吐，腹泻，失水。

近年来，世界范围内的数学家及医学家等都对霍乱传播规律高度关注，并建立模型来研究其动
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力学行为［2-6］。Capasso 等根据 1973 年意大利霍乱流行，首次建立传染病模型来研究感染者和霍乱弧

菌的传播动力学［6］。2001 年，Codeço 扩展了上述模型，增加了易感者仓室［7］。建立了如下模型：
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Ṡ ( t )= A - βλ( B ) S - μS，

İ ( t )= βλ( B ) S - γI，     
Ḃ( t )= ξI + B( xb - yb )，

（1）

其中，S 和 I 分别表示易感者和感染者的数量；B 表示污染水源中霍乱弧菌的浓度；A 为外部输入

率；β 为接触污染水源中霍乱弧菌的传播率；μ 为自然死亡率；λ( B ) 为易感者感染霍乱的概率；γ 为

恢复率；ξ 为霍乱弧菌的脱落率；xb 和 yb 分别为霍乱弧菌在水源中的生长速率和死亡率。

霍乱具有直接与间接两种传播方式，其中人与环境中的霍乱弧菌相互传播（间接传播）为主要

传播方式，例如饮用被污染的食物与水［8］。2006 年，Hartley 等扩展了 Codeço 的工作，建立了具有间

接传播的高、低传染性霍乱弧菌混合感染模型［9］。2011 年，Liao 等研究了 Hartley 模型平衡点的局

部和全局渐近稳定性［10］。霍乱传播的次要途径是人与人之间的直接传播，例如与感染者的密切接

触［11］。Mukandavire 等针对 2008—2009 年津巴布韦霍乱暴发，研究了具有直接及间接传播的霍乱

模型［12］。另外，疫苗接种在控制霍乱传播中具有重要作用［13-19］，2021 年，Bai 等研究了如下具有疫

苗接种，以及直接和间接传播的高低传染性霍乱弧菌混合感染模型［20］：
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Ṡ ( t )= A - ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) S ( t )-( ϕ + μ ) S ( t )+ ηV ( t )，

V̇ ( t )= ϕS ( t )- σ ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) V ( t )-( η + μ )V ( t )，

İ ( t )= ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) ( S ( t )+ σV ( t ) )-( γ + d + μ ) I ( t )，

Ṙ( t )= γI ( t )- μR( t )，
ḂH ( t )= ξI ( t )- χBH ( t )，
ḂL ( t )= χBH ( t )- δL BL ( t )，

（2）

其中，V 和 R 分别为接种者与恢复者，并且将霍乱弧菌分为高传染性和低传染性两个状态，即 BH 和

BL，相应地，βH 和 βL 分别为接触高传染性和低传染性霍乱弧菌的传播率，KH 和 KL 分别为污染水源中

高传染性和低传染性霍乱弧菌的浓度，βh 为接触感染者的传播率，χ 为高传染性转变为低传染性弧菌

的速率，δL 为低传染性霍乱弧菌的死亡率，疫苗的失效性为 η，疫苗保护效力的下降率为 σ，接种率为

ϕ，因病死亡率为 d。作者得到系统疾病的基本再生数 R0，以其为阈值研究了模型平衡点的稳定性。

此外，潜伏期是流行病学研究中重要传播因素，通常可以通过时滞来刻画［21-22］。注意到上述

模型都没有考虑霍乱的潜伏期。霍乱的潜伏期为几个小时到五天不等，通常为 2~3 d［23-24］，如果潜

伏期间不能及时治疗，12~24 h 内可能因脱水死亡［25］。2020 年，Zhou 等［22］建立了一类具有恒定感

染周期的 SIRB 时滞霍乱模型，分析了无病平衡点及地方病平衡点的全局渐近稳定性。2021 年，

Yang 等［26］建立一类霍乱扩散模型，发现感染个体在潜伏期内的迁徙流动性对系统稳定性产生负

面影响。2022 年，Lemos-Paião 等［27］建立了一类具有感染潜伏期的霍乱模型，通过数值模拟发现时

滞模型比无时滞模型更符合 2010 年海地爆发的霍乱疫情，但文章中没有考虑霍乱弧菌的不同传染

性且只有间接传播。由此可见，时滞对于传染病模型具有重要的现实意义与生物学意义。

对于霍乱弧菌，考虑更多符合实际的因素，有助于更精准地描述现实中霍乱的传播机制。在

模型（2）的基础上，为了使模型更加贴合实际并讨论时滞对霍乱动力学的影响，本文提出了一类具

有离散时滞与不同传染性的霍乱模型。本文结构如下。在第 1 节中介绍了模型的建立。在第 2 节

中证明了解的正性和有界性，计算了基本再生数 R0，并得到了无病平衡点和地方病平衡点的存在
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性。在第 3 节中，建立了无病平衡点的局部和全局渐近稳定性的判别准则。在第 4 节中，建立了地

方病平衡点的全局渐近稳定性的判别准则。在第 5 节中，通过数值模拟对加时滞与不加时滞的动

力学做了比较。在第 6 节中，做了简要总结。

1 模型建立 

基于上述讨论，我们提出以下具有潜伏者，疫苗接种及高低传染性混合感染的霍乱模型：
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Ṡ ( t )= A - ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) S ( t )-( ϕ + μ ) S ( t )+ ηV ( t )，

V̇ ( t )= ϕS ( t )- σ ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) V ( t )-( η + μ )V ( t )，

Ė ( t )= ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) ( S ( t )+ σV ( t ) )- μE ( t )- G ( t )，

İ ( t )= G ( t )-( γ + d + μ ) I ( t )， 
Ṙ( t )= γI ( t )- μR( t )，
ḂH ( t )= ξI ( t )- χBH ( t )，
ḂL ( t )= χBH ( t )- δL BL ( t )，

（3）

其中 E ( t ) 代表潜伏者，即个体被感染但无感染症状，G ( t ) 代表 t 时刻潜伏者向感染者的转化率。

为了得到 G ( t ) 的表达式，使用 Mckendrick-von Foersier 方程推导潜伏者到感染者的泛函微分方程。

令 l 为潜伏者的感染发展水平，当 l = τ 时，潜伏者成为感染者。设 E ( t，l ) 为潜伏者中发展水平

为 l 在 t 时刻的个体密度，那么在 t 时刻，当 l ∈ [ 0，τ ] 时，潜伏者数量为 E ( t ) = ∫
0

τ

E ( t，l ) dl，为了确定

潜伏者在 t 时刻的变化，使用 Mckendrick-von Foersier 方程来描述，即

∂E ( t，l )
∂t

+ ∂E ( t，l )
∂l

=-μE ( t，l )，

其中，μE ( t，l ) 是自然死亡造成潜伏者的损失，并且

E ( t，0 ) = ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) ( S ( t )+ σV ( t ) )。

从而，

Ė ( t ) = ∫
0

τ ∂
∂t

E ( t，l ) dl = ∫
0

τ ( )-μE ( t，l )- ∂E ( t，l )
∂l

dl =-μE ( t )- E ( t，τ )+ E ( t，0 )。

为了确定 E ( t，τ )，令 Eε ( l ) = E ( l + ε，l )，则有，

dEε ( l )
dl

= ∂E ( l + ε，l )
∂l

= ∂E ( l + ε，l )
∂( l + ε ) + ∂E ( l + ε，l )

∂l
=

-μE ( l + ε，l )- ∂E ( l + ε，l )
∂l

+ ∂E ( l + ε，l )
∂l

=-μEε ( l )，

即 Eε ( l ) = Eε ( 0 )e-μl，令 l = τ，则有

E ( t，τ )= E ( τ + t - τ，τ )= Et - τ ( τ )= Et - τ ( 0 )e-μτ = E ( t - τ，0 )e-μτ =

( )βh I ( t - τ )+ βH BH ( t - τ )
KH + BH ( t - τ ) + βL BL ( t - τ )

KL + BL ( t - τ ) ( S ( t - τ )+ σV ( t - τ ) )e-μτ。
从而可得，

G ( t ) = E ( t，τ )= ( )βh I ( t - τ )+ βH BH ( t - τ )
KH + BH ( t - τ ) + βL BL ( t - τ )

KL + BL ( t - τ ) ( S ( t - τ )+ σV ( t - τ ) )e-μτ。
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由 于 系 统（3）中 E ( t ) 没 有 出 现 在 其 他 方 程 中 ，故 将 系 统（3）解 耦 后 得 到 如 下 系 统 ： 
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Ṡ ( t )= A - ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) S ( t )-( ϕ + μ ) S ( t )+ ηV ( t )，

V̇ ( t )= ϕS ( t )- σ ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) V ( t )-( η + μ )V ( t )，

İ ( t )= ( )βh I ( t - τ )+ βH BH ( t - τ )
KH + BH ( t - τ ) + βL BL ( t - τ )

KL + BL ( t - τ ) ( S ( t - τ )+ σV ( t - τ ) )e-μτ -( γ + d + μ ) I ( t )， 

Ṙ( t )= γI ( t )- μR( t )，
ḂH ( t )= ξI ( t )- χBH ( t )，
ḂL ( t )= χBH ( t )- δL BL ( t )。

（4）

2 预备知识 

系统（4）的初始条件可表示为：

S ( θ )= φ1 ( θ )，V ( θ )= φ2 ( θ )，I ( θ )= φ3 ( θ )，
R( θ )= φ4 ( θ )，BH ( θ )= φ5 ( θ )，BL ( θ )= φ6 ( θ )，

φi ( θ )≥ 0，θ ∈[-τ，0 )，φi ( 0 )> 0  ( i = 1，2，3，4，5，6)，
（5）

其中，

φ =( φ1，φ2，φ3，φ4，φ5，φ6 )T ∈ C ( [-τ，0 ]，R6
+ )，

R6
+ ={( x1，x2，x3，x4，x5，x6 )： xi ≥ 0，i = 1，2，3，4，5，6}。

2.1　正性和有界性　

定理1 系统（4）中满足初始条件（5）的解 ( S ( t )，V ( t )，I ( t )，R( t )，BH ( t )，BL ( t ) )T 在 t ∈ [ 0，∞ ) 上
非负且最终有界。

证明 根据泛函微分方程解的存在唯一性定理［28］，可得系统（4）满足初始条件（5）的解在最大

存在区间 [ 0，τ1 ) 上存在唯一，其中 τ1 ≤ ∞。

令 W ( t ) = min { S ( t )，V ( t )，I ( t )，R( t )，BH ( t )，BL ( t ) }，假设 W ( t ) 在 [ 0，τ1 ) 上不是正的，则存在

t1 ∈ [ 0，τ1 )，使得 W ( t1 ) = 0 并且对于任意的 t ∈ [ 0，t1 ) 都有 W ( t ) > 0。显然可得 Ẇ ( t1 ) ≤ 0。 若
W ( t1 ) = S ( t1 )，根据系统（4）的第 1 个方程可得 Ṡ ( t1 ) > 0，矛盾。因此，S ( t ) 在 [ 0，τ1 ) 上是非负的。

同理可证 V ( t )，R( t )，BH ( t )，BL ( t ) 在 [ 0，τ1 ) 上非负。

若 W ( t1 ) = I ( t1 )，显然可以得出 İ ( t1 ) ≤ 0。 然而，根据系统（4）的第 3 个方程有

İ ( t1 )= ( )βh I ( t1 - τ )+ βH BH ( t1 - τ )
KH + BH ( t1 - τ ) + βL BL ( t1 - τ )

KL + BL ( t1 - τ ) ( S ( t1 - τ )+ σV ( t1 - τ ) )e-μτ，

又 根 据 系 统（4）的 第 5 个 方 程 ，可 得 BH ( t1 - τ ) = BH ( 0 )e-χ ( t1 - τ ) + ∫
0

t1 - τ

ξI ( θ )e-χ ( t1 - τ - θ )dθ，其 中

θ ∈ [ 0，t1 - τ ] ⊂ [ 0，t1 )，从而 I ( θ ) > 0，则 BH ( t1 - τ ) > 0。同理 BL ( t1 - τ ) > 0。
综 上 ，İ ( t1 ) > 0，与 上 述 矛 盾 。 故 I ( t ) 在 [ 0，τ1 ) 上 是 非 负 的 ，则 系 统（4）的 解 S ( t )， V ( t )， 

I ( t )，R( t )，BH ( t )，BL ( t ) 在 t ∈ [ 0，τ1 ) 上是非负的。

下证解的最终有界性。

设 ( S ( t )，V ( t )，I ( t )，R( t )，BH ( t )，BL ( t ) )T 是系统（4）中满足初始条件（5）且定义在 [ 0，τ1 ) 上的任

意非负解。

令 X ( t ) = ( S ( t )+ V ( t ) )e-μτ + I ( t + τ )，则有 Ẋ ( t ) ≤ Ae-μτ - μX ( t )，从而
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lim sup
t → ∞

X ( t )≤ A
μ

e-μτ。

那么在 [ 0，τ1 ) 上，X ( t ) 是有界的。由极限定义可知，对于任意充分小的 ε1 > 0，存在 T1 > 0，当 t >

T1 时，X ( t ) ≤ A
μ

e-μτ + ε1。根据系统（4）的第 4 个方程，当 t > T1 时，Ṙ( t ) ≤ γ ( A
μ

e-μτ + ε1 )- μR( t )。

从而，lim sup
t → ∞

R( t ) ≤ γA
μ2 e-μτ + γε1

μ
。同样，根据系统（4）的第 5 个和第 6 个方程，有

lim sup
t → ∞

BH ( t )≤ Aξ
μχ

e-μτ，lim sup
t → ∞

BL ( t )≤ Aξ
μδL

e-μτ。

因此，S ( t )，V ( t )，I ( t )，R( t )，BH ( t )，BL ( t ) 在 [ 0，τ1 ) 上有界，由解的延拓定理可知 τ1 = ∞。综上，定

理得证。

2.2　平衡点和基本再生数　

显然，系统（4）总存在无病平衡点 E0 ( S0，V0，0，0，0，0 )，其中，

S0 = A( μ + η )
μ( μ + η + ϕ )，V0 = Aϕ

μ( μ + η + ϕ ) 。
利用下代矩阵算法［29］，定义矩阵 F 和 V 分别如下：

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷βh ( S0 + σV0 )e-μτ βH

KH
( S0 + σV0 )e-μτ βL

KL
( S0 + σV0 )e-μτ

0 0 0
0 0 0

，

æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

γ + d + μ 0 0
-ξ χ 0

0 -χ δL

。

基本再生数为矩阵 FV-1 的谱半径，即

R0 = ρ( FV-1 )= ( )βh + βH ξ
KH χ

+ βL ξ
KLδL

A( μ + η + σϕ )e-μτ

μ( μ + η + ϕ )( γ + d + μ ) 。
接下来分析地方病平衡点的存在性。

当 R0 > 1 时，存在地方病平衡点 E* ( S*，V *，I *，R*，B*
H，B*

L )，其中，

S* = A( σXI * + η + μ )
( XI * + ϕ + μ )( σXI * + μ )+ η( XI * + μ )，V * = Aϕ

( XI * + ϕ + μ )( σXI * + μ )+ η( XI * + μ )， 

R* = γI *

μ
，B*

H = ξI *

χ
，B*

L = ξI *

δL
，

I * 是下列方程的正实根：

F ( I )= P1 I 6 + P2 I 5 + P3 I 4 + P4 I 3 + P5 I 2 + P6 I + P7 = 0，
其中，系数和参数分别如下：

P1 = σβ 2
h ξ 4Q3，P2 = 2σβh ξ 3Q2Q3 + βh ξ 4Q3Q4 - Ae-μτσβ 2

h ξ 4，

P3 = 2σβh ξ 2Q1Q3 + σξ 2Q 2
2 Q3 +( χKH βh + δL KL βh + Q2 ) ξ 3Q3Q4 + μξ 4 ( ϕ + η + μ )Q3 -

2Ae-μτσβh ξ 3Q2 - Ae-μτ ( ϕσ + η + μ ) βh ξ 4，

P4 = 2σξQ1Q2Q3 +( βh χδL KH KL + χKHQ2 + δL KLQ2 + Q1 ) ξ 2Q3Q4 +
2μξ 3 ( ϕ + η + μ )( χKH + δL KL )Q3 - Ae-μτσξ 2 ( 2βhQ1 + Q 2

2 )-
Ae-μτ ξ 3 ( ϕσ + η + μ )( χKH βh + δL KL βh + Q2 )，

P5 = σQ 2
1 Q3 +( χKHQ1 + δL KLQ1 + χKHδL KLQ2 ) ξQ3Q4 +

μξ 2 ( ϕ + η + μ )( χ 2 K 2
H + δ 2

L K 2
L + 4χKHδL KL )Q3 - 2Ae-μτσξQ1Q2 -

P6 = χKHδL KLQ1Q3Q4 + 2μξχKHδL KL ( χKH + δL KL )( ϕ + η + μ )Q3 - Ae-μτσQ 2
1 - Ae-μτ ξ ( χKHQ1 +

δL KLQ1 + χKHδL KLQ2 )( ϕσ + η + μ )，
Ae-μτ ξ 2 ( βh χKHδL KL + χKHQ2 + δL KLQ2 + Q1 )( ϕσ + η + μ )，
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P7 = μχ 2 K 2
Hδ 2

L K 2
L ( ϕ + η + μ )(1 - R0 )Q3，

X = βh + βH ξ
χKH + ξI * + βL ξ

δL KL + ξI *，Q1 = βh χKHδL KL + βH ξδL KL + βL ξχKH，

Q2 = βh χKH + βhδL KL + ξβL + ξβH，Q3 = γ + d + μ，Q4 = ( ϕσ + μσ + η + μ )。
 

注意到 lim
I → +∞

F ( I ) =+∞，且当 R0 > 1 时 F ( 0 ) = P7 < 0，故系统（4）至少存在一个地方病平衡

点 E*。根据笛卡尔符号准则，做如下假设，如果满足下列情况之一，则 F ( I ) = 0 有唯一的正根。

( H1 )：P2 > 0，P3 > 0，P4 > 0，P5 > 0，P6 > 0， ( H2 )：P2 > 0，P3 > 0，P4 > 0，P5 > 0，P6 < 0，
( H3 )：P2 > 0，P3 > 0，P4 > 0，P5 < 0，P6 < 0， ( H4 )：P2 > 0，P3 > 0，P4 < 0，P5 < 0，P6 < 0，
( H5 )：P2 > 0，P3 < 0，P4 < 0，P5 < 0，P6 < 0， ( H6 )：P2 < 0，P3 < 0，P4 < 0，P5 < 0，P6 < 0。

因此，可以得出下列结论。

定理 2 如果 R0 > 1，且满足 ( H1 )-( H6 ) 中的任意情况之一，则系统（4）存在唯一的地方病平

衡点 E*。

注 根据零点定理，仅能得出地方病平衡点的存在性，由于方程次数较高，理论上难以验证其唯一性。我们

无法确定 P2，P3，P4，P5，P6 的具体符号，但通过将算例 2 的参数值代入 P2，P3，P4，P5，P6 中，可以得到

P2 = 0.95，P3 = 1.8 × 104，P4 = 7.3 × 107，P5 =-3.3 × 1010，P6 =-6.9 × 1012，

符合情况 ( H3 )。如图 1 所示，F ( I ) 与 G ( I ) = 0 的正交点只有一个，因此可以得出在这组参数下，地方病平衡点是

唯一的。

3 无病平衡点E0的稳定性 

由于系统（4）第 4 个方程没有出现在其他方程中，故将系统（4）解耦后得到如下系统：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

Ṡ ( t )= A - ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) S ( t )-( ϕ + μ ) S ( t )+ ηV ( t )，

V̇ ( t )= ϕS ( t )- σ ( )βh I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) + βL BL ( t )

KL + BL ( t ) V ( t )-( η + μ )V ( t )，

İ ( t )= ( )βh I ( t - τ )+ βH BH ( t - τ )
KH + BH ( t - τ ) + βL BL ( t - τ )

KL + BL ( t - τ ) ( S ( t - τ )+ σV ( t - τ ) )e-μτ

              -( γ + d + μ ) I ( t )，
ḂH ( t )= ξI ( t )- χBH ( t )，
ḂL ( t )= χBH ( t )- δL BL ( t )。

（6）

图1　F ( I )与G ( I )= 0的交点情况

Fig.  1　The intersection of F ( I ) with G ( I )= 0
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定理3 如果 R0 < 1，则系统（4）的无病平衡点 E0 局部渐近稳定。

证明 系统（6）在 ( S0，V0，0，0，0 ) 处的特征方程为

f ( λ )=( λ2 +( η + 2μ + ϕ ) λ + ϕμ + μη + μ2 )( a11 ( λ + χ )( λ + δL )+ ξ ( λ + δL ) a12 + ξχa13 )= 0， （7）
其中，

a11 = λ + γ + d + μ -( βhS0 + σβhV0 )e-μτe-λτ，

a12 =-( )βHS0

KH
+ σ

βHV0

KH
e-μτe-λτ，

a13 =-( )βLS0

KL
+ σ

βLV0

KL
e-μτe-λτ。

令 f ( λ ) = f1 ( λ ) f2 ( λ ) = 0，显然 f1 ( λ ) = 0 有两个负实根，现只需要考虑

f2 ( λ )= a11 ( λ + χ )( λ + δL )+ ξ ( λ + δL ) a12 + ξχa13 = 0。
首先有

βhS0 + σβhV0 = βh
A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) ， βHS0

KH
+ σ

βHV0

KH
= βH

KH

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) ，

βLS0

KL
+ σ

βLV0

KL
= βL

KL

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) ，

将上式带入 f2 ( λ ) = 0，则有

λ3 + a2 λ2 + a1 λ + a0 = 0， （8）
其中，

a2 = χ + δL + γ + d + μ - βh
A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτe-λτ，

a1 =( γ + d + μ )( χ + δL )+ χδL -( χ + δL ) βh
A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτe-λτ - ξ

βH

KH

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτe-λτ，

a0 =( γ + d + μ ) χδL - χδL βh
A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτe-λτ - δL ξ

βH

KH

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτe-λτ -

χξ
βL

KL

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτe-λτ。

首先，当 τ = 0 时，

a2 > χ + δL +( γ + d + μ )(1 - R0 )> 0，

a1 =( γ + d + μ ) χ
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( )1 + δL

χ ( )1 - βh
A( μ + η + σϕ )

μ( μ + η + ϕ )( γ + d + μ ) -

ù

û

ú
úú
úβH ξ

KH χ
A( μ + η + σϕ )

μ( μ + η + ϕ )( γ + d + μ ) + χδL >

( γ + d + μ ) χ ( )βL ξ
KLδL

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )( γ + d + μ ) + χδL > 0，

a0 =( γ + d + μ ) χδL (1 - R0 )> 0，

a1a2 - a0 >
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( γ + d + μ ) χ ( )βL ξ

KLδL

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )( γ + d + μ ) + χδL [ χ + δL +( γ + d + μ )(1 - R0 ) ]-

( γ + d + μ ) χδL (1 - R0 )> 0，
根据 Hurwitz 准则，方程（8）的所有根都具有负实部。

另一方面，设 iω ( ω > 0 ) 是方程（8）的解，代入后分离实部与虚部，则有
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-ω3 +[( γ + d + μ )( χ + δL )+ χδL ] ω = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú( χ + δL ) βh + ξ

βH

KH

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτω cos ωτ +

( )ω2 βh - χδL βh - ξδL
βH

KH
- χξ

βL

KL

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτ sin ωτ，

-( χ + δL + γ + d + μ )ω2 +( γ + d + μ ) χδL = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú( χ + δL ) βh + ξ

βH

KH

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτω sin ωτ -

( )ω2 βh - χδL βh - ξδL
βH

KH
- χξ

βL

KL

A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) e-μτω cos ωτ。

将上述两式等号两边同时平方再相加消去三角函数值，则有

ω6 + b2ω4 + b1ω2 + b0 = 0， （9）
令 λ1 = ω2，代入后得

λ1
3 + b2 λ1

2 + b1 λ1 + b0 = 0， （10）
其中，

b2 =( χ + δL + γ + d + μ )2 - 2 [( γ + d + μ )( χ + δL )+ χδL ]- β 2
h ( )A( μ + η + σϕ )

μ( μ + η + ϕ )

2

e-2μτ =

χ 2 + δL
2 +( γ + d + μ )2 - β 2

h ( )A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

2

e-2μτ > χ 2 + δL
2 +( γ + d + μ )2 (1 - R2

0 )> 0，

b1 =[( γ + d + μ )( χ + δL )+ χδL ]2 - 2( χ + δL + γ + d + μ )( γ + d + μ ) χδL +

2βh( )χδL βh + ξδL
βH

KH
+ χξ

βL

KL ( )A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

2

e-2μτ - é
ë
êêêê

ù
û
úúúú( χ + δL ) βh + ξ

βH

KH

2( )A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

2

e-2μτ >

( γ + d + μ )2 ( χ 2 + δL
2 ) R2

0 +( χδL )2 -( χ 2 + δL
2 ) βh

2( )A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

2

e-2μτ - 2χξβh
βH

KH
⋅

( )A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

2

e-2μτ + 2βh χξ
βL

KL ( )A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

2

e-2μτ - ξ 2( )βH

KH

2( )A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

2

e-2μτ > 0，

b0 =( γ + d + μ )2 ( χδL )2 - ( )χδL βh + ξδL
βH

KH
+ χξ

βL

KL

2( )A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

2

e-2μτ =

( γ + d + μ )2 ( χδL )2 (1 - R2
0 )> 0，

b2b1 - b0 >[ χ 2 + δL
2 +( γ + d + μ )2 (1 - R2

0 ) ]( χδL )2 -( γ + d + μ )2 ( χδL )2 (1 - R2
0 )=

( χ 2 + δL
2 )( χδL )2 > 0。

根据 Routh-Hurwitz 准则，方程（10）的根全部具有负实部，而 λ1 = ω2，故方程（9）无解，即方程（8）没

有纯虚根。综上所述，方程（7）的根全部具有负实部。

又 由 系 统（4）第 4 个 方 程 知 R( t ) = e-μt R( 0 )+ e-μt∫
0

t

eμs γI ( s ) ds，当 t → ∞ 时 I ( t ) → 0，则

R( t ) → 0。从而，当 R0 < 1 时，系统（4）的无病平衡点 E0 局部渐近稳定。

因此，可以得出下列结论。

定理4 当 R0 < 1 时，系统（4）的无病平衡点 E0 全局渐近稳定。

证明 定义如下 Lyapunov 函数 V1 ( t )，

V1 ( t )= S0 ( )S ( t )
S0

- 1 - ln S ( t )
S0

+ V0 ( )V ( t )
V0

- 1 - ln V ( t )
V0

+ eμτ I ( t )+ c1 BH ( t )+ c2 BL ( t )+ U- ( t )，

其中，常数 c1 和 c2 待定，U- ( t ) = ∫
t - τ

t ( )βh I ( θ )+ βH BH ( θ )
KH + BH ( θ ) + βL BL ( θ )

KL + BL ( θ ) ( S ( θ )+ σV ( θ ) ) dθ。
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根据 A = μS0 + μV0 和 ϕS0 = ( μ + η )V0，则有

V̇1 ( t )= μS0 ( )2 - S0

S ( t ) - S ( t )
S0

+ μV0 ( )3 - S0

S ( t ) - V ( t )
V0

- S ( t )V0

S0V ( t ) + ηV0 ( )2 - S ( t )V0

S0V ( t ) - S0

S ( t )
V ( t )

V0
+

( βhS0 + σβhV0 + c1 ξ -( γ + d + μ )eμτ ) I ( t )+ βH BH ( t )
KH + BH ( t ) ( S0 + σV0 )- c1 χBH ( t )+

c2 χBH ( t )+ βL BL ( t )
KL + BL ( t ) ( S0 + σV0 )- c2δL BL ( t )。

令 c1 = A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ ) ( βH

χKH
+ βL

δL KL
)，c2 = A( μ + η + σϕ )

μ( μ + η + ϕ )
βL

δL KL
，则有

V̇1 ( t )= μS0 ( )2 - S0

S ( t ) - S ( t )
S0

+ μV0 ( )3 - S0

S ( t ) - V ( t )
V0

- S ( t )V0

S0V ( t ) + ηV0 ( )2 - S ( t )V0

S0V ( t ) - S0

S ( t )
V ( t )

V0
+

( R0 - 1)( γ + d + μ )eμτ I ( t )- A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

βH B2
H ( t )

KH ( KH + BH ( t ) ) - A( μ + η + σϕ )
μ( μ + η + ϕ )

βL B2
L ( t )

KL ( KL + BL ( t ) ) ≤ 0。
由此可知，V̇1 ( t ) = 0 当且仅当 S = S0，V = V0，I = BH = BL = 0。当 I = 0 时，由系统（4）的第 4 个

方程可知 R = 0。设 M 是系统（4）解的最大不变集 {( ϕ1，ϕ2，ϕ3，ϕ4，ϕ5，ϕ6 )T ∈ R6
+，V̇1 ( t ) = 0}，则 M =

{E0}。根据 LaSalle 不变原理［30］，当 R0 < 1 时，系统（4）的无病平衡点 E0 全局渐近稳定。定理得证。

4 地方病平衡点E*的稳定性 

为方便计算，记：

βh I ( t )= f ( I ( t ) )， βH BH ( t )
KH + BH ( t ) = g ( BH ( t ) )， βL BL ( t )

KL + BL ( t ) = l ( BL ( t ) )，

( γ + d + μ ) I ( t )= φ( I ( t ) )，ξI ( t )= h ( I ( t ) )，χBH ( t )= ω( BH ( t ) )，δL BL ( t )= b( BL ( t ) )。
定理5 当 R0 > 1 时，系统（4）的地方病平衡点 E* 全局渐近稳定。

证明 定义 Lyapunov 函数 L = L1 + L2，其中

L1 = S - S* - S* ln S
S* + V - V * - V * ln V

V * + eμτ∫
I *

I φ( x )- φ( I * )
φ( x ) dx +

( S* + σV * ) g ( B*
H )

h ( I * ) ∫
B*

H

BH ω( x )- ω( B*
H )

ω( x ) dx +

( S* + σV * ) l ( B*
L )

ω( B*
H ) ∫

B*
L

BL b( x )- b( B*
L )

b( x ) dx + ( S* + σV * ) l ( B*
L )

h ( I * ) ∫
B*

H

BH ω( x )- ω( B*
H )

ω( x ) dx，

L2 = S* f ( I * ) ∫
t - τ

t

[ S ( x ) f ( I ( x ) )
S* f ( I * ) - ln S ( x ) f ( I ( x ) )

S* f ( I * ) ] dx +

σV * f ( I * ) ∫
t - τ

t

[ V ( x ) f ( I ( x ) )
V * f ( I * ) - ln V ( x ) f ( I ( x ) )

V * f ( I * ) ] dx +

S* g ( B*
H ) ∫

t - τ

t

[ S ( x ) g ( BH ( x ) )
S* g ( B*

H ) - ln S ( x ) g ( BH ( x ) )
S* g ( B*

H ) ] dx +

σV * g ( B*
H ) ∫

t - τ

t

[ V ( x ) g ( BH ( x ) )
V * g ( B*

H ) - ln V ( x ) g ( BH ( x ) )
V * g ( B*

H ) ] dx +

S*l ( B*
L ) ∫

t - τ

t

[ S ( x ) l ( BL ( x ) )
S*l ( B*

L ) - ln S ( x ) l ( BL ( x ) )
S*l ( B*

L ) ] dx +

σV *l ( B*
L ) ∫

t - τ

t

[ V ( x ) l ( BL ( x ) )
V *l ( B*

L ) - ln V ( x ) l ( BL ( x ) )
V *l ( B*

L ) ] dx。
分别对 L1 和 L2 求导，则有
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L̇1 ( t )= μS*( )2 - S*

S
- S

S* + ηV *( )2 - S*V
SV * - SV *

S*V
+ μV *( )3 - S*

S
- V

V * - SV *

S*V
+

( )2 - S*

S
( S* + σV * )( f ( I * )+ g ( B*

H )+ l ( B*
L ) )+ ( )1 - SV *

S*V
σV * ( f ( I * )+ g ( B*

H )+ l ( B*
L ) )+

( S* + σV * -( S + σV ) )( f ( I )+ g ( BH )+ l ( BL ) )+( f ( I ( t - τ ) )+ g ( BH ( t - τ ) )+ l ( BL ( t - τ ) ) )

( S ( t - τ )+ σV ( t - τ ) )- φ( I )eμτ - φ( I * )
φ( I ) ⋅( f ( I ( t - τ ) )+ g ( BH ( t - τ ) )+ l ( BL ( t - τ ) ) )

( S ( t - τ )+ σV ( t - τ ) )+( S* + σV * )( g ( B*
H )+ l ( B*

L ) )⋅ ( )h ( I )
h ( I * ) - ω( BH )

ω( B*
H ) - h ( I )ω( B*

H )
h ( I * )ω( BH ) + 1 +

( S* + σV * ) l ( B*
L ) ( )ω( BH )

ω( B*
H ) - b( BL )

b( B*
L ) - ω( BH )b( B*

L )
ω( B*

H )b( BL ) + 1 。
L̇2 ( t ) = ( S + σV )( f ( I )+ g ( BH )+ l ( BL ) )-( f ( I ( t - τ ) )+ g ( BH ( t - τ ) )+ l ( BL ( t - τ ) ) )

( S ( t - τ )+ σV ( t - τ ) )+

S* f ( I * ) ln S ( t - τ ) f ( I ( t - τ ) )
Sf ( I ) + σV * f ( I * ) ln V ( t - τ ) f ( I ( t - τ ) )

Vf ( I ) +

S* g ( B*
H ) ln S ( t - τ ) g ( BH ( t - τ ) )

Sg ( BH ) + σV * g ( B*
H ) ln V ( t - τ ) g ( BH ( t - τ ) )

Vg ( BH ) +

S*l ( B*
L ) ln S ( t - τ ) l ( BL ( t - τ ) )

Sl ( BL ) + σV *l ( B*
L ) ln V ( t - τ ) l ( BL ( t - τ ) )

Vl ( BL ) 。
从而

L̇( t )= μS*( )2 - S*

S
- S

S* + ηV *( )2 - S*V
SV * - SV *

S*V
+ μV *( )3 - S*

S
- V

V * - SV *

S*V
+

( )2 - S*

S
( S* + σV * )( f ( I * )+ g ( B*

H )+ l ( B*
L ) )+ ( )1 - SV *

S*V
σV * ( f ( I * )+ g ( B*

H )+ l ( B*
L ) )+

( S* + σV * )( f ( I )+ g ( BH )+ l ( BL ) )- φ( I )
φ( I * ) ( S* + σV * )( f ( I * )+ g ( B*

H )+ l ( B*
L ) )-

φ( I * )
φ( I ) ( f ( I ( t - τ ) )+ g ( BH ( t - τ ) )+ l ( BL ( t - τ ) ) )( S ( t - τ )+ σV ( t - τ ) )+

( S* + σV * )( g ( B*
H )+ l ( B*

L ) ) ( )h ( I )
h ( I * ) - ω( BH )

ω( B*
H ) - h ( I )ω( B*

H )
h ( I * )ω( BH ) + 1 +

( S* + σV * ) l ( B*
L ) ( )ω( BH )

ω( B*
H ) - b( BL )

b( B*
L ) - ω( BH )b( B*

L )
ω( B*

H )b( BL ) + 1 +

S* f ( I * ) ln S ( t - τ ) f ( I ( t - τ ) )
Sf ( I ) + σV * f ( I * ) ln V ( t - τ ) f ( I ( t - τ ) )

Vf ( I ) +

S* g ( B*
H ) ln S ( t - τ ) g ( BH ( t - τ ) )

Sg ( BH ) + σV * g ( B*
H ) ln V ( t - τ ) g ( BH ( t - τ ) )

Vg ( BH ) +

 S*l ( B*
L ) ln S ( t - τ ) l ( BL ( t - τ ) )

Sl ( BL ) + σV *l ( B*
L ) ln V ( t - τ ) l ( BL ( t - τ ) )

Vl ( BL ) =

μS*( )2 - S*

S
- S

S* + ηV *( )2 - S*V
SV * - SV *

S*V
+ μV *( )3 - S*

S
- V

V * - SV *

S*V
+

S* f ( I * ) ( )2 + f ( I )
f ( I * ) - S*

S
- φ( I )

φ( I * ) - Sf ( I )φ( I * )
S* f ( I * )φ( I ) +
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σV * f ( I * ) ( )3 + f ( I )
f ( I * ) - S*

S
- φ( I )

φ( I * ) - SV *

S*V
- Vf ( I )φ( I * )

V * f ( I * )φ( I ) + S* g ( B*
H )⋅

( )3 + g ( BH )
g ( B*

H ) - S*

S
- φ( I )

φ( I * ) - Sg ( BH )φ( I * )
S* g ( B*

H )φ( I ) + h ( I )
h ( I * ) - ω( BH )

ω( B*
H ) - ω( B*

H )h ( I )
ω( BH )h ( I * ) +

S*l ( B*
L ) ( )3 + l ( BL )

l ( B*
L ) - S*

S
- φ( I )

φ( I * ) - Sl ( BL )φ( I * )
S*l ( B*

L )φ( I ) + ω( BH )
ω( B*

H ) - b( BL )
b( B*

L ) - b( B*
L )ω( BH )

b( BL )ω( B*
H ) +

σV * g ( B*
H ) ( )4 + g ( BH )

g ( B*
H ) - S*

S
- φ( I )

φ( I * ) - SV *

S*V
- Vg ( BH )φ( I * )

V * g ( B*
H )φ( I ) + h ( I )

h ( I * ) - ω( BH )
ω( B*

H ) - ω( B*
H )h ( I )

ω( BH )h ( I * ) +

σV *l ( B*
L ) ( )4 + l ( BL )

l ( B*
L ) - S*

S
- φ( I )

φ( I * ) - SV *

S*V
- Vl ( BL )φ( I * )

V *l ( B*
L )φ( I ) + ω( BH )

ω( B*
H ) - b( BL )

b( B*
L ) - b( B*

L )ω( BH )
b( BL )ω( B*

H ) +

S* f ( I * )⋅ ( )M ( S ( t - τ ) f ( I ( t - τ ) )φ( I * )
S* f ( I * )φ( I ) - M ( )Sf ( I )φ( I * )

S* f ( I * )φ( I ) +

S* g ( B*
H ) ( )M ( )S ( t - τ ) g ( BH ( t - τ ) )φ( I * )

S* g ( B*
H )φ( I ) - M ( )Sg ( BH )φ( I * )

S* g ( B*
H )φ( I ) +

S*l ( B*
L ) ( )M ( )S ( t - τ ) l ( BL ( t - τ ) )φ( I * )

S*l ( B*
L )φ( I ) - M ( )Sl ( BL )φ( I * )

S*l ( B*
L )φ( I ) + σV * f ( I * )⋅

( )M ( )V ( t - τ ) f ( I ( t - τ ) )φ( I * )
V * f ( I * )φ( I ) - M ( )Vf ( I )φ( I * )

V * f ( I * )φ( I ) +

σV * g ( B*
H ) ( )M ( )V ( t - τ ) g ( BH ( t - τ ) )φ( I * )

V * g ( B*
H )φ( I ) - M ( )Vg ( BH )φ( I * )

V * g ( B*
H )φ( I ) +

σV *l ( B*
L ) ( )M ( )V ( t - τ ) l ( BL ( t - τ ) )φ( I * )

V *l ( B*
L )φ( I ) - M ( )Vl ( BL )φ( I * )

V *l ( B*
L )φ( I ) +

( S* + σV * )⋅ l ( B*
L ) ( )h ( I )

h ( I * ) - ω( BH )
ω( B*

H ) - h ( I )ω( B*
H )

h ( I * )ω( BH ) + 1 ，

其中，M ( x ) = 1 - x + ln x，

2 + f ( I )
f ( I * ) - S*

S
- φ( I )

φ( I * ) - Sf ( I )φ( I * )
S* f ( I * )φ( I )=

( )f ( I )
f ( I * ) - 1 ( )1 - f ( I * )φ( I )

f ( I )φ( I * ) + M ( )S*

S
+ M ( )Sf ( I )φ( I * )

S* f ( I * )φ( I ) + M ( )f ( I * )φ( I )
f ( I )φ( I * ) ，

3 + g ( BH )
g ( B*

H ) - S*

S
- φ( I )

φ( I * ) - Sg ( BH )φ( I * )
S* g ( B*

H )φ( I ) + h ( I )
h ( I * ) - ω( BH )

ω( B*
H ) - ω( B*

H )h ( I )
ω( BH )h ( I * ) =

( )g ( BH )
g ( B*

H ) - 1 ( )1 - g ( B*
H )

g ( BH )
ω( BH )
ω( B*

H ) + ( )h ( I )
h ( I * ) - 1 ( )1 - h ( I * )

h ( I )
φ( I )
φ( I * ) + M ( )S*

S
+

M ( )Sg ( BH )φ( I * )
S* g ( B*

H )φ( I ) + M ( )g ( B*
H )

g ( BH )
ω( BH )
ω( B*

H ) + M ( )ω( B*
H )h ( I )

ω( BH )h ( I * ) + M ( )h ( I * )
h ( I )

φ( I )
φ( I * ) ，

4 + g ( BH )
g ( B*

H ) - S*

S
- V *S

VS* - φ( I )
φ( I * ) - Vg ( BH )φ( I * )

V * g ( B*
H )φ( I ) + h ( I )

h ( I * ) - ω( BH )
ω( B*

H ) - ω( B*
H )h ( I )

ω( BH )h ( I * ) =

( )g ( BH )
g ( B*

H ) - 1 ( )1 - g ( B*
H )

g ( BH )
ω( BH )
ω( B*

H ) + ( )h ( I )
h ( I * ) - 1 ( )1 - h ( I * )

h ( I )
φ( I )
φ( I * ) + M ( )S*

S
+ M ( )V *S

VS* +
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M ( )Vg ( BH )φ( I * )
V * g ( B*

H )φ( I ) + M ( )g ( B*
H )

g ( BH )
ω( BH )
ω( B*

H ) + M ( )ω( B*
H )h ( I )

ω( BH )h ( I * ) + M ( )h ( I * )
h ( I )

φ( I )
φ( I * ) ，

其余式子类似，其中，

( )f ( I )
f ( I * ) - 1 ( )1 - f ( I * )φ( I )

f ( I )φ( I * ) = ( )h ( I )
h ( I * ) - 1 ( )1 - h ( I * )

h ( I )
φ( I )
φ( I * ) = ( )I

I * - 1 (1 - 1)= 0，

( )g ( BH )
g ( B*

H ) - 1 ( )1 - g ( B*
H )

g ( BH )
ω( BH )
ω( B*

H ) = -KH ( BH - B*
H )2

B*
H ( KH + BH )( KH + B*

H ) ≤ 0，

( )l ( BL )
l ( B*

L ) - 1 ( )1 - l ( B*
L )

l ( BL )
b( BL )
b( B*

L ) = -KL ( BL - B*
L )2

B*
L ( KL + BL )( KL + B*

L ) ≤ 0，

( )ω( BH )
ω( B*

H ) - 1 ( )1 - ω( B*
H )

ω( BH )
φ( I )
φ( I * ) = BH

B*
H

- I
I * - 1 + B*

H I
BH I *，

h ( I )
h ( I * ) - ω( BH )

ω( B*
H ) - ω( B*

H )h ( I )
ω( BH )h ( I * ) + 1 = I

I * - BH

B*
H

- B*
H I

BH I * + 1。
从而，

L̇( t )≤ μS*( )2 - S*

S
- S

S* + ηV *( )2 - S*V
SV * - SV *

S*V
+ μV *( )3 - S*

S
- V

V * - SV *

S*V
+

S* g ( B*
H ) ( )g ( BH )

g ( B*
H ) - 1 ( )1 - g ( B*

H )
g ( BH )

ω( BH )
ω( B*

H ) + S*l ( B*
L ) ( )l ( BL )

l ( B*
L ) - 1 ( )1 - l ( B*

L )
l ( BL )

b( BL )
b( B*

L ) +

σV * g ( B*
H ) ( )g ( BH )

g ( B*
H ) - 1 ( )1 - g ( B*

H )
g ( BH )

ω( BH )
ω( B*

H ) + σV *l ( B*
L ) ( )l ( BL )

l ( B*
L ) - 1 ( )1 - l ( B*

L )
l ( BL )

b( BL )
b( B*

L ) ≤ 0。
由此可知，L̇( t ) = 0 当且仅当 ( S ( t )，V ( t )，I ( t )，BH ( t )，BL ( t ) ) = ( S*，V *，I *，B*

H，B*
L )，当 I ( t ) = I * 时，由

系统（4）的第 4 个方程可知 R( t ) = R*。根据 Lyapunov 稳定性定理［31］可知，当 R0 > 1 时，系统（4）的

地方病平衡点 E* 全局渐近稳定。定理得证。

5 数值模拟 

本节通过数值模拟来演示系统（4）平衡点的稳定性，并研究有时滞与无时滞动力学的区别。

算例 1 采取文献［20］中给出的参数值：

A = 8 359，d = ϕ = 0，μ = 0.000 33，KH = 106/700，KL = 106，η = 0.01，σ = 0.5，
γ = 1.4，ξ = 70，χ = 33.6，δL = 0.23，βh = 9.1 × 10-9，βH = 1.2 × 10-6，βL = 2.4 × 10-5，

参数单位为周，因为霍乱潜伏期通常为 2~3 d，故令时滞 τ = 0.5，此时 R0 = 0.328 3。
从图 2（a—b）可以看出，当 R0 < 1 时，无病平衡点全局渐近稳定。与文献［20］中的无时滞模型

相比较，加了时滞后，在疾病灭绝前相同时间内，感染者的数量更多，霍乱弧菌的浓度也更大，尤其

是高传染性霍乱弧菌，在接种完疫苗之后的第五十周才逐渐趋于零，而无时滞的高传染性霍乱弧菌

在第三十周逐渐趋于 0。这说明，当疾病考虑了潜伏期后，疾病灭绝需要的时间会更长，如果不考虑

潜伏期，那么很有可能低估疾病的传播。这就使得在对抗霍乱传染病时，需要更精准的对策。

算例 2 采取文献［17］中给出的参数值：
A = 230，d = 0，ϕ = 0.5，μ = 0.023，KH = 1 430，KL = 106，η = 0.01，σ = 0.5，

γ = 0.2，ξ = 10，χ = 0.2，δL = 0.033，βh = 0.000 11，βH = 0.007 5，βL = 0.000 12，
参数单位为天，令时滞 τ = 3，此时 R0 = 8.272 8。

根据图 2（c—d）可以看到，当 R0 > 1 时，感染者和接种者以及高传染性和低传染性霍乱弧菌都

趋于稳定。在疾病稳定之后，有时滞时的感染者数量及霍乱弧菌浓度都比无时滞的小，这说明当

疾病形成一定规模时，不考虑时滞会高估疾病传播规模。
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算例 3 令 A = 150，d = 0.2，ϕ = 0.7，KH = 1 530，γ = 0.3，其他参数采取算例 2 中的值，在这

组参数下，令时滞 τ = 6 得到基本再生数 R0 = 0.607 0 < 1，令时滞 τ = 0 得到基本再生数 R0 =
2.313 7 > 1。根据图 3（a—b），可以看到当时滞 τ = 6 时疾病灭绝，无时滞时疾病持久，这说明不考

虑时滞可能会高估疾病规模，从而造成医疗资源的浪费。

算例 4 假设 W ( t ) 为 t 时刻霍乱病例累计数，则其随时间的变化由以下泛函微分方程决定：

Ẇ ( t )= ( )βh I ( t - τ )+ βH BH ( t - τ )
KH + BH ( t - τ ) + βL BL ( t - τ )

KL + BL ( t - τ ) ( S ( t - τ )+ σV ( t - τ ) )e-μτ。
采取文献［20］中给出的参数值，图 4 显示了系统（4）与 2019 年索马里第 30 周至第 38 周报告的

累计霍乱病例数据的拟合。如图 4 所示，有时滞下的霍乱病例与实际报告的霍乱病例更吻合，说

明系统（4）在一定程度上有助于解释历史上人类感染霍乱弧菌的传播动态。

图2　采取算例1中参数值（a—b）和算例2中参数值（c—d）时系统（4）的动力学行为

Fig.  2　Dynamically behaviors of system (4) taking the parameter values of example 1 (a-b) and example 2(c-d）)

图3　采取算例3中参数值时系统（4）的动力学行为

Fig.  3　Dynamically behaviors of system (4) taking the parameter values of example 3
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6 结论 

本文主要研究了具有直接及间接传播的时滞霍乱模型的全局动力学，计算了基本再生数 R0，

得到了无病及地方病平衡点的全局渐近稳定性。发现潜伏时滞与无潜伏时滞对霍乱传播具有重

要影响，前者的感染者数量远高于后者感染者数量，且疾病灭绝的时间也更长，若忽略时滞，则会

低估疾病的发展。而当疾病形成一定规模时，在考虑时滞的情况下，疾病稳定时的感染者数量比

无时滞的少，这说明若忽略时滞会高估疾病发展的规模，且通过与真实数据比较，时滞模型下的霍

乱病例累计数与现实情况更吻合。因此，考虑时滞更有助于及时地对霍乱疫情做出判断并实施相

对应的干预手段。
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