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基于证据理论的多粒度决策背景最优粒度选取方法
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摘 要：多粒度形式概念分析是数据挖掘与知识发现的重要工具。本文研究了覆盖多粒度下多粒度决策背景最优

属性粒度组合选取方法。首先，基于覆盖属性粒化方法定义多粒度形式背景和多粒度决策形式背景，并且定义多

粒度形式背景中的粗糙近似和信任结构。其次，基于粒协调性研究粒协调多粒度决策背景的最优属性粒度组合选

取方法，并且证明最优属性粒度组合可以由证据理论中的信任函数刻画。最后，基于粗糙集理论和证据理论统一

给出粒协调多粒度决策背景的最优属性粒度组合选取方法。
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Abstract: Multi-granularity formal concept analysis is an important tool for data mining and knowledge discovery. In this paper, we 

study the method of selecting the optimal granularity combination of attributes in multi-granularity formal decision context under 

covering multi-granularity. Firstly, based on the covering granularity method of attributes, multi-granularity formal context and 

multi-granularity formal decision context are defined, and rough approximation and belief structure in multi-granularity formal con‐

text are also defined. Secondly, based on granule consistency, the selection method of optimal granularity combination of attributes 

in granule consistent multi-granularity formal decision context is studied, and it is proved that the optimal granularity combination of 

attributes can be characterized by the belief function in evidence theory. Finally, based on rough set theory and evidence theory, the 

selection method of optimal granularity combination of attributes in granule consistent multi-granularity formal decision context is 

given.
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0 引言 

形式概念分析（Formal Concept Analysis，FCA）是 20 世纪 80 年代初由德国 Wille 教授提出的数

据分析和知识发现方法，其核心概念为形式背景和形式概念［1］。概念格根据形式背景中对象与属

性之间的二元关系建立概念层次结构，刻画概念间的泛化与特化关系，是 FCA 中支持数据分析和

知识发现的核心数据结构。目前 FCA 已经被广泛地应用到推荐系统［2］、智能推理［3］、软件工

程［4］、信息检索［5］等相关领域中。

经典的形式概念分析中，形式背景中的属性被认为是固定不变的。然而，在某些实际问题中，

数据集的属性可能具有不同的粒度级别，相应地，导出的概念格可能揭示不同粒度下的信息和模

式。近年来，人们将粒计算［6］的思想和形式概念分析结合起来，对如上问题进行了研究。Be⁃
lohlavek 等［7］提出了属性粒化理论框架，通过定义属性粒度树对形式背景中的属性粒化（属性合并

或提升），实现概念知识的粗细转化。李金海等［8-10］基于属性粒化理论提出了多粒度标记形式背

景、介粒度形式背景和广义介粒度形式背景。

在处理复杂问题时，寻找合适的粒度层以有效解决问题是人们普遍比较关心的事情。在多粒

度形式背景中，较细的属性粒度通常会导致更精确的推理，也会生成大量的冗余知识；较粗的属性

粒度通常会生成较少的冗余知识，但也会导致更不精确的推理。因此，如何选取多粒度形式背景

中的最优属性粒度是一个十分重要的问题。为此，李金海等［11］基于信息熵和属性粒度树剪枝方法

来选取多粒度形式背景的最优属性粒度组合。然而，现有的多粒度最优属性粒度组合选取方法，

未考虑决策信息［12］对属性粒度组合选取的影响。

与多粒度问题类似，在多尺度问题中［13］，属性不是固定不变的，而是具有多个层级。Wu 等［13］

提出了多尺度决策系统，并基于条件属性与决策属性的协调性来选取最优尺度组合［14］。粗糙集理

论［15］和证据理论［16］是两个分别基于粗糙近似和信任结构处理不确定性问题的有效方法。基于决

策系统中的粗糙近似和信任结构，Wu 等［17］衡量了不同属性尺度组合下决策系统中知识的不确定

性，选取了协调多尺度决策系统的最优尺度组合。鉴于多尺度与多粒度问题的相似性，本文希望

借鉴多尺度决策系统最优尺度方法，基于决策背景中的粗糙近似［18］和信任结构［19］，刻画粒协调多

粒度决策背景的最优属性粒度组合。

1 预备知识 

1.1　形式概念分析　

定义 1［1］　 形 式 背 景 是 一 个 三 元 组 (U，A，I )，U = { x1，x2，⋯，xn } 为 非 空 对 象 集 ，A =
{ a1，a2，⋯，am } 为非空属性集，I ⊆ U × A 为对象集和属性集上的二元关系，( x，a ) ∈ I 表示对象 x 具

有属性 a，( x，a ) ∉ I 表示对象 x 不具有属性 a。
例1　表 1 给出了一个形式背景 (U，A，I )，其中对象集 U = { x1，x2，x3，x4，x5，x6，x7，x8 } 表示 8 部不

同的电影，属性集 A = { a1，a2，a3 } 的元素 a1、a2 和 a3 分别表示电影的类型为“喜剧”“动作”和

“恐怖”。

定义2［1］　设 (U，A，I ) 为形式背景。对于 X ⊆ U，B ⊆ A，记 X↑= { a ∈ A|∀x ∈ X，( a，x ) ∈ I }，B↓=
{ x ∈ X|∀a ∈ B，( x，a ) ∈ I } 。 若 X↑= B，B↓= X，则称序对 ( X，B ) 为形式概念，其中 X 为 ( X，B ) 的外

延 ，B 为 ( X，B ) 的 内 涵 。 将 (U，A，I ) 中 所 有 形 式 概 念 和 形 式 概 念 的 外 延 的 集 合 分 别 标 记 为

L(U，A，I ) 和 LU (U，A，I ) = { X| (X，B) ∈ L(U，A，I ) }。
设 (U，A，I ) 为 形 式 背 景 。 对 于 X ⊆ U，B，B1 ⊆ A，记 X↑B1 = { a ∈ B1|∀x ∈ X，( a，x ) ∈ I }，B↓B1 =

{ x ∈ X|∀a ∈ B ∩ B1，( x，a ) ∈ I }。
性质1［1］　设 (U，A，I ) 为形式背景。对于 X，X1，X2 ⊆ U，B，B1，B2 ⊆ A，下列性质成立：
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（1）X1 ⊆ X2 ⇒ X2
↑⊆ X1

↑，B1 ⊆ B2 ⇒ B2
↓⊆ B1

↓；

（2）X ⊆ X↑↓，B ⊆ B↓↑；

（3）X↑= X↑↓↑，B↓= B↓↑↓；

（4）X ⊆ B↓⇔ B ⊆ X↑，X ⊈ B↓⇔ B ⊈ X↑；

（5）( X1 ∪ X2 )↑= X1
↑∩ X2

↑，( B1 ∪ B2 )↓= B1
↓∩ B2

↓；

（6）( X↑↓，X↑) ∈ L(U，A，I )，( B↓，B↓↑) ∈ L(U，A，I )；
（7）若 B ∩ B1 = B ∩ B2，则 B↓B1 = B↓B2；

（8）X↑B1 ∪ B2 = X↑B1 ∪ X↑B2；

（9）若 X ∈ LU (U，A，I )，则 X =⋃x ∈ X x↑↓。

定义3［1］　设 (U，A，I ) 为形式背景。对于 x ∈ U，称 ( x↑↓，x↑) 为对象概念（或粒概念），分别称 x↑↓

和 x↑为粒外延和粒内涵。

定义 4［12］　 决 策 背 景 是 一 个 五 元 组 (U，A，I，D，J )，U = { x1，x2，⋯，xn } 为 非 空 对 象 集 ，A =
{ a1，a2，⋯，am } 为非空条件属性集，D = { d1，d2，⋯，dr } 为非空决策属性集，A ∩ D = ∅，(U，A，I ) 是条

件子背景，(U，D，J ) 是决策子背景。

定义5［12］　设 (U，A，I，D，J ) 为决策背景，分别称 L(U，A，I ) 和 L(U，D，J ) 中概念为条件概念和决

策概念。对于 x ∈ U，分别称 ( x↑A ↓A，x↑A ) 和 ( x↑D ↓D，x↑D ) 为条件粒概念和决策粒概念。

例 2　表 2 中 (U，A，I，D，J ) 是由表 1 中形式背景 (U，A，I ) 附加决策信息生成的决策背景，其中

对象集 U = { x1，x2，x3，x4，x5，x6，x7，x8 } 表示 8 部不同的电影，属性集 A = { a1，a2，a3 } 的元素 a1、a2 和

a3 分别表示“喜剧”“动作”和“恐怖”，决策属性集 D = { d1，d2，d3 } 的元素 d1、d2 和 d3 分别表示“适宜

0—12 岁儿童观看”“适宜 12—18 岁青年人观看”和“适宜 18 岁以上成年人观看”。

根据计算可知，表 2 中的条件概念有 (U，∅)，( {x1，x2，x3，x4，x5}，{a1} )，( {x3，x4，x5，x6，x7}，{a2} )，
( {x3，x4，x5}，{ a1，a2 } )，( {x5，x7，x8}，{ a3 } )，( {x5，x7}，{ a2，a3 } )，( {x5}，{ a1，a2，a3 } )，(∅，A)，条件粒概念

是 特 殊 的 条 件 概 念 ，有 ( {x1，x2，x3，x4，x5}，{a1} )，( {x3，x4，x5，x6，x7}，{a2} )，( {x3，x4，x5}，{ a1，a2 } )，
( {x5，x7，x8}，{ a3 } )，( {x5，x7}，{ a2，a3 } )，( {x5}，{ a1，a2，a3 } )。

表 2 中 的 决 策 概 念 有 (U，{ d3 })，( {x1，x2，x3，x4}，{d1，d2，d3} )，{ {x1，x2，x3，x4，x5，x6}，{d2，d3} }，
{ ∅，D }，决 策 粒 概 念 是 特 殊 的 决 策 概 念 ，有 (U，{ d3 })，( {x1，x2，x3，x4}，{d1，d2，d3} )，
{ {x1，x2，x3，x4，x5，x6}，{d2，d3} }。
1.2　粗糙集理论　

粗糙集理论与形式概念分析理论之间有很强的联系性，使用形式背景中的偏序关系可以扩展

经典粗糙集。

下面引入形式背景中对象之间的二元偏序关系定义。

表1　形式背景

Table 1　Formal context

(U,A,I )

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

a1

1
1
1
1
1
0
0
0

a2

0
0
1
1
1
1
1
0

a3

0
0
0
0
1
0
1
1
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定义 6［18］　设 (U，A，I ) 为形式背景，对于任意的 B ⊆ A，称 RB = {( x，y ) ∈ U × U|x↑B ⊆ y↑B } 为 U
上的二元偏序关系。

显然，定义 6 中定义的二元关系 RB 满足自反性、传递性和反对称性，因此 RB 是 U 上的一个二

元偏序关系，RB 生成 U 的覆盖集 U/RB = { [ x ]
RB

|x ∈ U }，其中 [ x ]
RB

= { y ∈ U| (x，y) ∈ RB } 表示由

x ∈ U 诱导生成的偏序类。

下面的引理证明了 x ∈ U 诱导生成的偏序类等价于 x ∈ U 诱导生成的粒外延。

引 理 1　 设 (U，A，I ) 为 形 式 背 景 ，B ⊆ A，则 对 于 ∀x ∈ U，有 [ x ]
RB

= x↑B ↓B 且 U/RB =
{ x↑B ↓B|x ∈ U }。

证明　 若 y ∈ [ x ]
RB
，则 由 定 义 6 可 知 (x，y) ∈ RB，即 x↑B ⊆ y↑B，此 时 ，由 性 质 1（1），（2）可 知

y ∈ y↑B ↓B ⊆ x↑B ↓B，因此 [ x ]
RB

⊆ x↑B ↓B。反之，若 y ∈ x↑B ↓B，则由性质 1（1），（3）可知 x↑B = x↑B ↓B ↑B ⊆ y↑B，

因 此 ，由 定 义 6 可 知 (x，y) ∈ RB，即 y ∈ [ x ]
RB
，因 此 x↑B ↓B ⊆ [ x ]

RB
。 故 [ x ]

RB
= x↑B ↓B，U/RB =

{ [ x ]
RB

|x ∈ U } = { x↑B ↓B|x ∈ U }。
根据粗糙集理论中的上、下近似算子和粗糙隶属度的定义，我们引入定义 7。
定义 7［18］　设 (U，A，I ) 为形式背景，x ∈ U，X ⊆ U，B ⊆ A，X 基于 RB 的下近似、上近似分别定

义 为 -RB (X ) = { x ∈ U|[ x ]
RB

⊆ X } = { x ∈ U|x↑B ↓B ⊆ X } 和
------RB (X ) = { x ∈ U|[ x ]

RB
∩ X ≠ ∅ } =

{ x ∈ U|x↑B ↓B ∩ X ≠ ∅ }。 x 相 对 X 的 粗 糙 隶 属 函 数 定 义 为 μX(x) = P ( X|[ x ]
RB

) =
|X ∩ [ ]x

RB
|

[ ]x
RB

=

|X ∩ x↑B ↓B|
x↑B ↓B

，其中 P 是条件概率函数，|X| 表示集合 X 的基数。

性质2［18］　设 (U，A，I ) 为形式背景，对于 X ⊆ U，B ⊆ A，下列性质成立：

（1）-RB (X ) ⊆ X ⊆ ------RB (X )；
（2）若 X ∈ LU (U，A，I )，则-RB (X ) = X。

1.3　证据理论　

证据理论是处理不确定性问题的有效方法。该理论的基本概念是由 mass 函数生成的信任结

构，根据信任结构可导出一对对偶的测度，即信任函数和似然函数，以此度量知识的不确定性。下

面引入证据理论信任结构及其生成的信任函数和似然函数的定义。

定义8［16］　设 U 为非空有限论域，集函数 m：P (U ) → [0，1]称为 U 上的一个 mass 函数，若满足

（1）m (∅) = 0，
（2）∑A ⊆ U

m ( A ) = 1。
称 A ∈ P (U )为 m 的焦元，若 m (A) > 0，记 M = { A ∈ P (U ) |m (A) > 0 }，则序对 (M，m )称为 U

表2　决策背景

Table 2　Decision context

(U,A,I,D,J )

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

a1

1
1
1
1
1
0
0
0

a2

0
0
1
1
1
1
1
0

a3

0
0
0
0
1
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1

740



王太滨等：基于证据理论的多粒度决策背景最优粒度选取方法

上的一个信任结构。

设 (M，m )为 U 上的一个信任结构。函数 Bel：P (U ) → [0，1]称为 U 上的信任函数，若 Bel (X ) =
∑A ⊆ X

m ( A )，∀X ∈ P (U )；函数 Pl：P (U ) → [0，1]称为 U 上的似然函数，若 Pl (X ) = ∑A ∩ X ≠ ∅
m ( A )，

∀X ∈ P (U )。
由同一信任结构导出的信任函数和似然函数是对偶的，即 Pl (X ) = 1 - Bel ( ~X ) 且 Bel (X ) ≤

Pl (X )。
粗糙集理论和证据理论之间有很强的联系。下面的定理表明，经典的信任和似然函数可以通

过形式背景中基于偏序关系的粗糙近似来表示。

定理1［19］　设 (U，A，I ) 为一个形式背景，对于 X ⊆ U，B ⊆ A，记

BelB(X )= P (-RB (X ) )= |-RB ( )X |
|U| ，

PLB(X )= P ( ------RB (X ) )=
|| ------RB ( )X

||U
，

则 BelB(X ) 与 PLB(X ) 是 一 对 对 偶 的 信 任 函 数 与 似 然 函 数 ，其 对 应 的 mass 函 数 为 mB(X ) =

P ( jB ( X )) = || jB( )X
||U

，其中 jB(X ) = { a ∈ U|a↓B ↑B = X }。

2 多粒度决策背景 

在一些实际问题中，粒度指的是存储数据的精炼或综合程度。其主要应用是实现不同粒度级

别之间的最优粒度，使用户获得感兴趣的知识。属性粒度越细，对象的描述就越详细。例如，属性

“通过”（［60，100］分）可以细分为其他级别的属性粒度：“及格”（［60，80］分），“良”（［80，90］分），

“优”（［90，100］分）。

本节定义多粒度形式背景、多粒度决策背景和多粒度形式背景在不同属性粒度组合下的粗糙

近似和信任结构。

首先引入属性粒化生成的粒度树。

定义9［13］　设 (U，A，I ) 为一个形式背景，属性 a ∈ A 生成的粒度树是具有以下属性的有根树：

（1）树的每一个结点都由一个不属于 A 的唯一属性名称标记，根结点由 a 标记；

（2）所有叶结点到根结点的路径长度相同；

（3）对于每个结点 z，z↓表示具有属性 z 的对象集，其中根结点 a 的 a↓由定义 2 给出；

（4）对于每个结点 z，如果结点 z1，…，zs 是 z 的全部子结点，则 {z1
↓，…，zs

↓}是 z↓的覆盖，满足

z1
↓∪ ⋯ ∪ zs

↓= z↓且 zj
↓≠ ∅（j = 1，2，…，s）。

由定义 9（4）可知，粒度树中具有子结点属性的对象集全体是具有父结点属性的对象集的覆

盖，因此将这种属性粒化方式称为覆盖属性粒化。再由定义 9（2）可知，粒度树中，具有同层结点

属性的对象集全体是具有根结点属性的对象集的覆盖，因此，粒度树中，同层结点属性集与根结点

属性具有粒度关系，并且将同层全部结点属性集称为覆盖粒层，下面给出覆盖粒层的定义和不同

覆盖粒层的粒度粗细关系的定义。

定义10 设 (U，A，I ) 为形式背景，a ∈ A，称 Ca 为 a 粒化生成的一个覆盖粒层，若 Ca 为 a 生成的

粒度树中某一层全部结点组成的属性集。

显然，若 Ca 为 a 粒化生成的一个覆盖粒层，则有 ⋃z ∈ Ca
z↓= a↓。

下面举例说明覆盖属性粒化。

例3　如图 1 所示，以属性“喜剧”为根结点的粒度树有 2 个覆盖粒层，分别为第一层｛“喜剧”｝，
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第二层｛“浪漫喜剧”“讽刺喜剧”｝，且｛“浪漫喜剧”“讽刺喜剧”｝≼｛“喜剧”｝。需要特别说明的是，

由于一定存在喜剧电影既是浪漫喜剧电影，也是讽刺喜剧电影，因此同时具有属性“浪漫喜剧”和

“讽刺喜剧”的对象可能不为空，具有属性“浪漫喜剧”的对象集和具有属性“讽刺喜剧”的对象集

组成的集族是具有属性“喜剧”的对象集的覆盖，因此｛“浪漫喜剧”“讽刺喜剧”｝是一个覆盖

粒层。

定义11　设 (U，A，I ) 为形式背景，设 C k1
a ，C k2

a 是 a ∈ A 生成的粒度树的两个不同覆盖粒层，若对

于 ∀zi ∈ C k1
a ，存在指标集 Tzi

满足 vt ∈ C k2
a（t ∈ Tzi

）且 ⋃ t ∈ Tzi
v↓

t = z↓
i，则称 C k2

a 属性粒度细于 C k1
a ，记为

C k2
a ≼ C k1

a 。

根据定义 11 中不同覆盖粒层的粒度粗细关系的定义可知，粒度树中层数越小（越接近根结点）

的覆盖粒层越粗，层数越大（越接近叶结点）的覆盖粒层越细。

如果形式背景中的属性集可以划分为多个覆盖粒层，且覆盖粒层具有粒度关系，那么将这样

的形式背景称为多粒度形式背景。

定义12　设 (U，A，I )为形式背景，A 中的 m 个属性 aj 生成 Kj 层粒度树 Taj
，由 (U，A，I )粒化生成

的多粒度形式背景表示为 F = (U，⋃1 ≤ j ≤ m，1 ≤ k ≤ Kj
，C k

aj
，I )，其中 C k

aj
表示 Taj

的第 k 层覆盖粒层，I ⊆ U ×
⋃1 ≤ k ≤ Kj，1 ≤ j ≤ mC k

aj
表 示 多 粒 度 形 式 背 景 中 对 象 集 和 属 性 集 的 二 元 关 系 。 对 于 x ∈ U，

z ∈ ⋃1 ≤ k ≤ Kj，1 ≤ j ≤ mC k
aj
，若 x ∈ z↓，则 I (x，z) = 1，否则 I (x，z) = 0。

根据定义 12 可以发现，多粒度形式背景中来自不同粒度树的覆盖粒层数 Kj 可以不同，因此可

以将这样的多粒度形式背景称为广义多粒度形式背景。

下面举例说明多粒度形式背景。

例 4 表 3 中 F 是由表 1 中形式背景 (U，A，I ) 属性覆盖粒化生成的多粒度形式背景，其中 F 中

属性 a1、a2
11、a2

12、a2、a2
21、a2

22、a3、a2
31 和 a2

32 分别表示电影的类型为“喜剧”“浪漫喜剧”“讽刺喜剧”“动

作”“武打”“枪战”“恐怖”“超自然恐怖”和“心理恐怖”。

图 2 是表 3 中属性构成的两个属性粒度树。

由表 3 和图 2 可知，F 中属性可以划分为 6 个覆盖粒层 C 1
a1 = { a1 }，C 2

a1 = { a2
11，a2

12 }，C 1
a2 = { a2 }，

图1　属性粒度树

Fig.  1　Granularity tree of attribute

表3　多粒度形式背景F
Table 3　Multi-granularity formal context F

S

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 1
a1

a1

1
1
1
1
1
0
0
0

C 2
a1

a2
11

1
1
1
1
0
0
0
0

a2
12

0
1
1
1
1
0
0
0

C 1
a2

a2

0
0
1
1
1
1
1
0

C 2
a2

a2
21

0
0
1
1
1
1
0
0

a2
22

0
0
1
1
0
0
1
0

C 1
a3

a3

0
0
0
0
1
0
1
1

C 2
a3

a2
31

0
0
0
0
1
0
1
0

a2
32

0
0
0
0
0
0
1
1
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C 2
a2 = { a2

21，a2
22 }，C 1

a3 = { a3 }，C 2
a3 = { a2

31，a2
32 }。其中 C 1

a1 = { a1 }、C 2
a1 = { a2

11，a2
12 } 来自同一个粒度树 Ta1，且

C 2
a1 ≼ C 1

a1；C 1
a2 = { a2 }，C 2

a2 = { a2
21，a2

22 } 来自同一个粒度树 Ta2 且 C 2
a2 ≼ C 1

a2；C 1
a3 = { a3 }，C 2

a3 = { a2
31，a2

32 } 来自

同一个粒度树 Ta3 且 C 2
a3 ≼ C 1

a3。

设 (U，A，I ) 为形式背景，C k
a 是 a ∈ A 生成的粒度树的第 k（1 ≤ k ≤ K）层覆盖粒层。对于

X ⊆ U， B， B1 ⊆ ⋃1 ≤ k ≤ KC k
a， 令 X↑B 2 = { z ∈ B1|x ∈ z↓，∀x ∈ X }， B↓B1 = { y ∈ U|y ∈ z↓，∀z ∈ B ∩ B1 }，

X↑B1 ↓B1 = { y ∈ U|y ∈ z↓，∀z ∈ X↑B1 }。
引理 2　设 (U，A，I ) 为形式背景，C k1

a ，C k2
a（1 ≤ k1，k2 ≤ K）是 a ∈ A 生成的粒度树的两个不同覆

盖粒层。对于 x ∈ U，B，B1，B2 ⊆ ⋃1 ≤ k ≤ KC k
a，有：

（1）若 C k2
a ≼ C k1

a ，则 x
↑

C
k2
a

↓
C

k2
a ⊆ x

↑
C

k1
a

↓
C

k1
a ；

（2）若 B ∩ B1 = B ∩ B2，则 B↓B1 = B↓B2。

证 明　（1） 对 于 y ∈ x
↑

C
k2
a

↓
C

k2
a ，若 y ∉ x

↑
C

k1
a

↓
C

k1
a ，则 ∃zj ∈ x

↑
C

k1
a 满 足 y ∉ z↓

j 。 由 于 zj ∈ x
↑

C
k1
a ⊆ C k1

a 且

C k2
a ≼ C k1

a ，由定义 11 可知，存在指标集 Tzj
满足 vt ∈ C k2

a（t ∈ Tzj
）且 ⋃ t ∈ Tzj

v↓
t = z↓

j 。因为 zj ∈ x
↑

C
k1
a ，因此

x ∈ z↓
j ，故 ∃zi ∈ C k2

a 满足 x ∈ z↓
i ⊆ z↓

j ，即 zi ∈ x
↑

C
k2
a 且满足 z↓

i ⊆ z↓
j 。再由于 y ∉ z↓

j ，因此 y ∉ z↓
i，进而可得

y ∉ x
↑

C
k2
a

↓
C

k2
a ，与 y ∈ x

↑
C

k2
a

↓
C

k2
a 矛盾。

（2） 由 B ∩ B1 = B ∩ B2 可 知 ，B↓B1 = { y ∈ U|y ∈ z↓，∀z ∈ B ∩ B1 } = { y ∈ U|y ∈ z↓，∀z ∈ B ∩ B2 } =
B↓B2。

将多粒度形式背景 F 分解，只保留 Taj
的第 lj（1 ≤ lj ≤ Kj）个覆盖粒层 C lj

aj
中的属性，生成单粒

度形式背景 F L = (U，AL，I L)，其中 L = (l1，l2，…，lm)（1 ≤ lj ≤ Kj），AL =⋃1 ≤ j ≤ mC lj
aj

⊆ A 表示 F L 的属

性集，I L ⊆ U × AL 表示 F L 中对象集 U 和属性集 AL 的二元关系。

显然，一个多粒度形式背景可以被分解为∏ j = 1
m Kj 个单粒度形式背景。F的属性粒度组合全体表

示为 L ={ (l1，l2，…，lm) |1 ≤ lj ≤ Kj，j = 1，2，…，m }。设 L′ = (l1
，l2

，…，lm
)，L″ = (l1

，l2
，…，lm

)∈ L， 

若对于任意的 j ∈ { 1，2，…，m }，有 lj
 ≤ lj

，则称 L′ 比 L 粗，或 L 比 L′ 细，记作 L ≼ L′。若 L ≼ L′，
且存在 j ∈ { 1，2，…，m }，使得 lj' < lj

，则称 L′ 严格粗于 L，或 L 严格细于 L′，记作 L ≺ L′。可验证

(L，≼)是一个偏序集，进一步定义 L′ ∧ L =( l1
 ∧ l1

，l2
 ∧ l2

，…，lm
 ∧ lm

 )，L ∨ L =( l1
 ∨ l1

，l2
 ∨ l2

，…， 
lm

 ∨ lm
 )，其中 lj

 ∧ lj
 = max ( lj

，lj
 )，lj

 ∨ lj
 = min ( lj

，lj
 )，则 (L，≼，∧，∨) 为一个有界格，也是一个

完备格，最小元 Lmin = { K1，K2，…，Km }，最大元 Lmax = { 1，1，…，1 }。
下面定义多粒度形式背景在不同属性粒度组合下的粗糙近似，且分析它们之间的关系。

定义 13 设 F 是由 (U，A，I ) 粒化的多粒度形式背景，L 为 F 的全体属性粒度组合。对于 L =

图2　F中条件属性组成的属性粒度树Ta1、和Ta2和Ta3

Fig.  2　Granularity tree Ta1, Ta2 and Ta3 composed of conditional attributes in F
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(l1，l2，…，lm) ∈ L，AL =⋃1 ≤ j ≤ mC lj
aj
，记

RAL ={(x，y)∈ U × U|x↑AL ⊆ y↑AL}，
[ x ]

RAL
={y ∈ U| (x，y)∈ RAL}={y ∈ U|y ∈ x↑AL ↓AL}，

U/RAL ={ [ x ]
RAL

|x ∈ U }={x↑AL ↓AL|x ∈ U}。
对于 X ⊆ G，X 在 L 下的下近似、上近似定义为

-RAL (X )={ x ∈ U|[ x ]
RAL

⊆ X }={ x ∈ U|x↑AL ↓AL ⊆ X }，
- -----RAL (X )={ x ∈ U|[ x ]

RAL
∩ X ≠ ∅ }={ x ∈ U|x↑AL ↓AL ∩ X ≠ ∅ } 。

命题 1 设 F 是由 (U，A，I ) 粒化的多粒度形式背景，L 为 F 的全体属性粒度组合。对于 L，

L' ∈ L，若 L ≼ L'，，则
-
RAL' (X ) ⊆-RAL (X ) ⊆ X ⊆ - -----RAL (X ) ⊆ - -----RAL' (X )。

证明 由 L ≼ L'可知 L'( j ) ≤ L( j )（其中 L'( j ) 和 L( j ) 分别表示 lj '和 lj），j ∈ { 1，2，…，m }。由于

粒度树中层数越小（越接近根结点）的覆盖粒层越粗，因此 C L( j )
aj

≼ C L'( j )
aj

（j ∈ { 1，2，…，m }）。再由引

理 2（1）可知，对于任意的 x ∈ U，有 x
↑

CL( j )
aj

↓
CL( j )

aj ⊆ x
↑

CL' ( j )
aj

↓
CL' ( j )

aj （j ∈ { 1，2，…，m }）。

由于 AL' =⋃1 ≤ j ≤ mC L'( j )
aj

，由性质 1（8）和（5）可知 x↑
AL' ↓AL' = (⋃m

j = 1 x
↑

CL'( j )
aj )↓AL' =⋂m

j = 1 x
↑

CL'( j )
aj

↓
AL'
。此时，由

于 x
↑

CL'( j )
aj ⊆ C L'( )j

aj
⊆ AL'，因 此 x

↑
CL'( j )

aj ∩ C L'( )j
aj

= x
↑

CL'( j )
aj ∩ AL'，由 引 理 2 可 知 x

↑
CL'( j )

aj

↓
AL' = x

↑
CL'( j )

aj

↓
CL'( j )

aj ，故 x↑
AL' ↓AL' =

⋂m
j = 1 x

↑
CL'( j )

aj

↓
AL' =⋂m

j = 1 x
↑

CL'( j )
aj

↓
CL'( j )

aj ，同理 x↑AL ↓AL =⋂m
j = 1 x

↑
CL( j )

aj

↓
CL( j )

aj 。再由于 x
↑

CL( j )
aj

↓
CL( j )

aj ⊆ x
↑

CL' ( j )
aj

↓
CL' ( j )

aj （i ∈ { 1，2，…，m }）

可知，x↑AL ↓AL =⋂m
j = 1 x

↑
CL( j )

aj

↓
CL( j )

aj ⊆ ⋂m
j = 1 x

↑
CL' ( j )

aj

↓
CL' ( j )

aj = x↑AL '↓AL'。

此 时 ， 若 x ∈
-
RAL' (X )， 则 x↑

AL'↓AL' ⊆ X， 故 x↑AL ↓AL ⊆ x↑
AL'↓AL' ⊆ X， 因 此 x ∈-RAL (X )， 即

-
RAL' (X ) ⊆-RAL (X )。 若 x ∈ - -----RAL (X )，则 x↑AL ↓AL ∩ X ≠ ∅，故 x↑

AL'↓AL' ∩ X ⊇ x↑AL ↓AL ∩ X ≠ ∅，因 此
- -----RAL (X ) ⊆ - -----RAL ' (X )。 再 由 性 质 2（1）可 知-RAL (X ) ⊆ X ⊆ - -----RAL (X ) 且-RAL' (X ) ⊆ X ⊆ - -----RAL' (X )，再 由

-
RAL' (X ) ⊆-RAL (X )和 - -----RAL (X ) ⊆ - -----RAL' (X )，因此

-
RAL' (X ) ⊆-RAL (X ) ⊆ X ⊆ - -----RAL (X ) ⊆ - -----RAL ' (X )。

下面在不同属性粒度组合下定义多粒度形式背景的信任函数和似然函数，并分析它们之间的

关系。

定义 14 设 F 是由 (U，A，I ) 粒化的多粒度形式背景，L 为 F 的全部粒度组合。对于 L ∈ L，

AL =⋃1 ≤ j ≤ mC L( j )
aj

，定义 L 下的一对对偶的信任函数与似然函数为

BelAL(X )= P (-RAL (X ) )= |-RAL ( )X |
|U| ，

PLAL(X )= P ( - -----RAL (X ) )=
|| - -----RAL ( )X

||U
，

其对应的 mass 函数为 mAL(X ) = P ( jAL ( X )) = |jAL( )X |
||U

，其中 jAL(X ) = { a ∈ U|a↓AL ↑AL = X }。

命题 2 设 F 是由 (U，A，I ) 粒化的多粒度形式背景，L 为 F 的全部粒度组合。对于 L，L′ ∈ L，

若 L ≼ L′，则 - -- -----
BelAL' (X ) ≤ - -- -----BelAL (X ) ≤ || X

|U| ≤ - -----PlAL (X ) ≤ - -------PlAL' (X )。

证明 由命题 1 可知结论成立。

下面基于多粒度形式背景给出多粒度决策背景的定义。

定义15 设 (U，A，I，D，J )为决策背景，由 (U，A，I，D，J )粒化生成的多粒度决策背景表示为 S =
(U，⋃1 ≤ j ≤ m，1 ≤ k ≤ Kj

，C k
aj
，I，D，J )，其中条件背景 (U，⋃1 ≤ k ≤ Kj，1 ≤ j ≤ mC k

aj
，I ) 是由 (U，A，I )粒化生成的多粒度
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形式背景，决策背景 (U，D，J ) 是一个单粒度形式背景。

根据定义 15，多粒度决策背景的条件属性具有属性粒度关系，而决策属性之间不具有属性粒

度关系。因此，与多粒度形式背景类似，多粒度决策背景 S 可以通过分解条件属性获得 ∏ j = 1
m lj 个

单粒度决策背景 SL = (U，AL，I L，D，J )，其中 AL =⋃1 ≤ j ≤ mC L( j )
aj

⊆ A 表示 SL 的条件属性集，I L ⊆ U ×
AL 表示 SL 中对象集 U 和条件属性集 AL 的二元关系。

下面举例说明多粒度决策背景。

例5 表 4 中 S 是由表 2 中决策背景 (U，A，I，D，J ) 条件属性覆盖粒化生成的一个多粒度决策背

景，其条件子背景是表 3 中由 (U，A，I )属性覆盖粒化生成多粒度形式背景 F。

由于 S 的条件子背景是 F，因此 S 中条件属性构成的覆盖粒层和粒度树与 F 中属性相同，如图

2 所示。由图 2 可知 Ta1、Ta2 和 Ta3 中皆有 2 个粒层，因此多粒度决策背景 S 可以分解为 2×2×2=8 个

单 粒 度 决 策 背 景 ，S 的 全 部 属 性 粒 度 组 合 有 ：Lmax = (1，1，1)，L1 = (1，1，2)，L2 = (1，2，1)，L3 =
( 2，1，1)，L4 = (2，2，1)，L5 = ( 2，1，2 )，L6 = (1，2，2 )，Lmin = (2，2，2)，其中 Lmin 为最细的属性粒度组合，

Lmax 为最粗的属性粒度组合，生成的单粒度决策背景 SLmax、SL1、SL2、SL3、SL4、SL5、SL6 和 SLmin 分别如表

5―表 12 所示。

3 多粒度决策背景的最优粒度选择 

本文基于协调性进行最优粒度选择，首先引入决策背景的协调性。

定义 16［20］　设 (U，A，I，D，J ) 为决策背景。若 ∀x ∈ U 满足 x↑A ↓A ⊆ x↑D ↓D，则称 (U，A，I，D，J ) 是一

表4　多粒度决策背景S
Table 4　Multi-granularity decision formal context S

S

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 1
a1

a1

1
1
1
1
1
0
0
0

C 2
a1

a2
11

1
1
1
1
0
0
0
0

a2
12

0
1
1
1
1
0
0
0

C 1
a2

a2

0
0
1
1
1
1
1
0

C 2
a2

a2
21

0
0
1
1
1
1
0
0

a2
22

0
0
1
1
0
0
1
0

C 1
a3

a3

0
0
0
0
1
0
1
1

C 2
a3

a2
31

0
0
0
0
1
0
1
0

a2
32

0
0
0
0
0
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1

表5　对应属性粒度组合为Lmax =(1，1，1)的单粒度决策背景SLmax

Table 5　Single-granularity decision context SLmax with Lmax =(1,1,1)

SLmax

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 1
a1

a1

1
1
1
1
1
0
0
0

C 1
a2

a2

0
0
1
1
1
1
1
0

C 1
a3

a3

0
0
0
0
1
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1
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表6　对应属性粒度组合为L1 =(1，1，2 )的单粒度决策背景SL1

Table 6　Single-granularity decision context SL1 with L1 =(1,1,2 )

SL1

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 1
a1

a1

1
1
1
1
1
0
0
0

C 1
a2

a2

0
0
1
1
1
1
1
0

C 2
a3

a2
31

0
0
0
0
1
0
1
0

a2
32

0
0
0
0
0
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1

表7　对应属性粒度组合为L2 =(1，2，1)的单粒度决策背景SL2

Table 7　Single-granularity decision context SL2 with L2 =(1,2,1)

SL2

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 1
a1

a1

1
1
1
1
1
0
0
0

C 2
a2

a2
21

0
0
1
1
1
1
0
0

a2
22

0
0
1
1
0
0
1
0

C 1
a3

a3

0
0
0
0
1
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1

表8　对应属性粒度组合为L3 =( 2，1，1)的单粒度决策背景SL3

Table 8　Single-granularity decision context SL3 with L3 =( 2,1,1)

SL3

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 2
a1

a2
11

1
1
1
1
0
0
0
0

a2
12

0
1
1
1
1
0
0
0

C 1
a2

a2

0
0
1
1
1
1
1
0

C 1
a3

a3

0
0
0
0
1
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1

表9　对应属性粒度组合为L4 =( 2，2，1)的单粒度决策背景SL4

Table 9　Single-granularity decision context SL4 with L4 =( 2,2,1)

SL4

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 2
a1

a2
11

1
1
1
1
0
0
0
0

a2
12

0
1
1
1
1
0
0
0

C 2
a2

a2
21

0
0
1
1
1
1
0
0

a2
22

0
0
1
1
0
0
1
0

C 1
a3

a3

0
0
0
0
1
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1
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个粒协调决策背景，否则称 (U，A，I，D，J ) 是一个粒不协调决策背景。

接下来基于决策背景的协调性定义多粒度决策背景的协调性。

定义17 设 S 为 (U，A，I，D，J ) 粒化生成的多粒度决策背景，L是 S 的属性粒度组合全体，Lmin =
{1，1，…，1}∈ L是 L中最细的属性粒度组合。若 SLmin = (U，ALmin，I Lmin，D，J ) 是粒协调决策背景，则称 S

是粒协调多粒度决策背景，否则称 S 是粒不协调多粒度决策背景。

多粒度决策背景具有多个属性粒度组合，如何为多粒度决策背景选取最优属性粒度组合，使

之形成的单粒度决策背景更适用于处理当前环境下的问题是十分重要的。在粒协调多粒度决策

背景中，随着属性粒度组合越来越粗，对对象的区分能力会减弱，归纳生成的知识更具有意义，但

随着属性粒度组合的转变，可能会导致分解生成的单粒度决策背景是不协调的。因此，在多粒度

决策背景中，与决策协调且区分最弱的那个属性粒度组合就是要寻找的最优属性粒度组合。下面

表10　对应属性粒度组合为L5 =( 2，1，2 )的单粒度决策背景SL5

Table 10　Single-granularity decision context SL5 with L5 =( 2,1,2 )

SL5

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 2
a1

a2
11

1
1
1
1
0
0
0
0

a2
12

0
1
1
1
1
0
0
0

C 1
a2

a2

0
0
1
1
1
1
1
0

C 2
a3

a2
31

0
0
0
0
1
0
1
0

a2
32

0
0
0
0
0
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1

表11　对应属性粒度组合为L6 =(1，2，2 )的单粒度决策背景SL6

Table 11　Single-granularity decision context SL6 with L6 =(1,2,2 )

SL6

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 1
a1

a1

1
1
1
1
1
0
0
0

C 2
a2

a2
21

0
0
1
1
1
1
0
0

a2
22

0
0
1
1
0
0
1
0

C 2
a3

a2
31

0
0
0
0
1
0
1
0

a2
32

0
0
0
0
0
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1

表12　对应属性粒度组合为Lmin =( 2，2，2 )的单粒度决策背景SLmin

Table 12　Single-granularity decision context SLmin with Lmin =( 2,2,2 )

S

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

C 2
a1

a2
11

1
1
1
1
0
0
0
0

a2
12

0
1
1
1
1
0
0
0

C 2
a2

a2
21

0
0
1
1
1
1
0
0

a2
22

0
0
1
1
0
0
1
0

C 2
a3

a2
31

0
0
0
0
1
0
1
0

a2
32

0
0
0
0
0
0
1
1

d1

1
1
1
1
0
0
0
0

d2

1
1
1
1
1
1
0
0

d3

1
1
1
1
1
1
1
1
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定义协调多粒度决策背景的最优属性粒度组合。

定义18 设 S 是粒协调多粒度决策背景，L是 S 的属性粒度组合全体。若存在 Lo ∈ L，使得 SLo

是粒协调决策背景，且对于任意的 L ≽ Lo，SL 是粒不协调多粒度决策背景，则称 Lo 是 S 的最优属

性粒度组合。

根据定义 18，Lo 是最优属性粒度组合当且仅当 Lo 是使得 SLo 为粒协调多粒度决策背景的最粗

粒度组合。需要指出是，S 中最优粒度组合可能不唯一。

例 5 对于表 4 所示的多粒度决策背景 S，S 的全部属性粒度组合有：Lmax = (1，1，1)，L1 =
(1，1，2)，L2 = (1，2，1)，L3 = ( 2，1，1)，L4 = (2，2，1)，L5 = ( 2，1，2 )，L6 = (1，2，2 )，Lmin = (2，2，2)，生成的

单粒度决策背景 SLmax、SL1、SL2、SL3、SL4、SL5、SL6 和 SLmin 分别如表 5—表 12 所示。

首 先 判 断 S 是 否 为 粒 协 调 多 粒 度 决 策 背 景 。 根 据 表 4 计 算 可 知 ，x↑D ↓D
1 ，… ，x↑D ↓D

8 =
{x1，x2，x3，x4}，  { }x1，x2，x3，x4 ， { }x1，x2，x3，x4 ， { }x1，x2，x3，x4 ， { }x1，x2，x3，x4，x5，x6 ，  { }x1，x2，x3，x4，x5，x6 ，

U，U。

根据表 12 计算可知 ，x↑
ALmin ↓

ALmin

1 ，… ，x↑
ALmin ↓

ALmin

8 ={x1，x2，x3，x4}，{x2，x3，x4}，{x3，x4}，{x3，x4}，{x5}，

{x3，x4，x5，x6}，{x7}，{x7，x8}。根据计算结果可得，对于 ∀x ∈ U 均有 x↑
ALmin ↓

ALmin ⊆ x↑D ↓D，因此 SLmin 是粒协

调决策背景，再由定义 17 可知 S 是粒协调多粒度决策背景。

接 下 来 分 析 S 的 最 优 粒 度 组 合 。 根 据 表 9 计 算 可 知 ，x↑
AL4 ↓

AL4

1 ，… ，x↑
AL4 ↓

AL4

8 ={x1，x2，x3，x4}，

{x2，x3，x4}，{x3，x4}，{x3，x4}，{x5}，{x3，x4，x5，x6}，{x7}，{x5，x7，x8}，即对于 ∀x ∈ U 均有 x↑
AL4 ↓

AL4 ⊆ x↑D ↓D，

因此由定义 16 可知 SL4 是粒协调决策背景。

类似计算可知，SLmax、SL1、SL2、SL3、SL5、SL6 是粒不协调决策背景，因此 L4 是 S 的最优粒度。

下面结论表明，可以通过证据理论刻画决策背景的粒协调性和粒协调多粒度决策背景的最优

属性粒度组合。

定理2 S = (U，A，I，D，J ) 为多粒度决策背景，L为 F 的全部粒度组合。对于 L ∈ L，有：

（1）SL 是粒协调决策背景当且仅当∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X = ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X ；

（2）SL 是粒不协调决策背景当且仅当∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X < ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X 。

证 明 （1） 由 性 质 2（2）可 知 ，∀X ∈ LU(U，D，J ) 有 -RD (X ) = X，结 合 -RAL (X ) ⊆ X 可 知

-RAL (X ) ⊆-RD (X )。
若 SL 是 粒 协 调 决 策 背 景 ，则 由 定 义 16 可 知 ，∀x ∈ U 有 x↑AL ↓AL ⊆ x↑D ↓D；特 别 地 ，对 于

X ∈ LU(U，D，J )，若 x ∈-RD (X ) ⊆ U，则 x↑AL ↓AL ⊆ x↑D ↓D。 由 x ∈-RD (X ) 可 知 x↑D ↓D ⊆ X， 因 此

x↑AL ↓AL ⊆ X，即 x ∈-RAL (X )。 故 ∀X ∈ LU(U，D，J ) 有 -RD (X ) ⊆-RAL (X )，结 合-RAL (X ) ⊆-RD (X ) 可 知

-RAL (X ) =-RD (X )， 进 而 可 得 - -- -----BelAL (X ) =
||-RAL ( )X

||U
=

||-RD ( )X
||U

= - -- -----BelD (X )。 因 此

∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X = ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X 。
反 之 ，若 ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X = ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X ，则 ∀X ∈ LU (U，D，J ) 有

||-RAL ( )X
||U

=

- -- -----BelAL (X ) = - -- -----BelD (X ) =
||-RD ( )X

||U
，进 而 可 得 |-RAL (X ) | = |-RD (X ) |，结 合 -RAL (X ) ⊆-RD (X ) 可 知

-RAL (X ) =-RD (X )。
由于 ∀x ∈ U 有 x↑D ↓D ∈ LU (U，D，J )，因此由性质 2（2）可知-RD ( x↑D ↓D ) = x↑D ↓D，即-RAL ( x↑D ↓D ) =

-RD ( x↑D ↓D ) = x↑D ↓D，结合 x ∈ x↑D ↓D 可得 x↑AL ↓AL ⊆ x↑D ↓D。因此 ∀x ∈ U 有 x↑AL ↓AL ⊆ x↑D ↓D，SL 是粒协调决
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策背景。

总结可得 SL 是粒协调决策背景当且仅当∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X = ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X 。

（2） 由 性 质 2 （2） 可 知 ，∀X ∈ LU(U，D，J ) 有 -RD (X ) = X，结 合 -RAL (X ) ⊆ X 可 知

-RAL (X ) ⊆-RD (X )，因此 - -- -----BelAL (X ) ≤ - -- -----BelD (X )，进而可得∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X ≤ ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X 。

由（1）可 知 ，SL 是 粒 协 调 决 策 背 景 当 且 仅 当 ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X = ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X ，而

∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X ≤ ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X ，因 此 SL 是 粒 不 协 调 决 策 背 景 当 且 仅 当

∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X < ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X 。

根据定理 2，SL 是粒协调决策背景当且仅当∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X = ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X ，SL 是粒

不协调决策背景当且仅当 ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X < ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X ，即证据理论中信任函数可以

刻画决策背景的粒协调性。下面我们基于信任函数来刻画粒协调多粒度决策背景的最优属性粒

度组合。

定理 3 设 S 为 (U，A，I，D，J ) 粒化生成的粒协调多粒度决策背景，L 为 S 的全部粒度组合，

Lmin ∈ L为最细的粒度组。对于 Lo ∈ L，如下条件等价：

（1）Lo 是 S 的最优属性粒度组合；

（2） ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- ----- --
BelALo ( )X = ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- ----- --

BelALmin ( )X ， 且 ∀L ≻ Lo， 有 ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X <

∑X ∈ LU (U，D，J )- -- ----- --
BelALmin ( )X 。

证明 由定理 2 和定义 18 可知结论成立。

根据定理 3 可知，可通过证据理论中的信任函数刻画粒协调多粒度决策背景的最优属性粒度

组 合 ，Lo 是 S 的 最 优 属 性 粒 度 组 合 ，当 且 仅 当 ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- ----- --
BelALo ( )X = ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X ，且

∀L ≻ Lo，有∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelAL ( )X < ∑X ∈ LU (U，D，J )- -- -----BelD ( )X 。

根据定义 16，在粒协调决策背景中，具有相同条件的对象具有相同的决策，即从决策角度看，

粒协调决策背景中不存在不确定性。再由定义 17 可知，粒协调多粒度决策背景 S 中属性粒度最细

的单粒度决策背景 SLmin 是粒协调决策背景，因此 SLmin 中不存在不确定性。然而，由于 SLmin 中属性过

多，导致数据稀疏，生成的知识冗余度高、稀疏性强、应用性不广，因此希望通过合并属性来粗化属

性粒度层级，进而减少知识冗余度。在合并过程中，随着属性粒度变粗，决策背景中可能引入了新

的不确定性。因此，在定义 18 中，我们希望在保持粒协调性不变的情况下（即不确定性保持在最

低），尽可能地粗化决策背景中的属性粒度，并将最终获得的属性粒度组合定义为最优粒度。

定理 2 从定量的角度刻画了决策背景中的粒协调性，即粒协调决策背景中的不确定性可以表

示为 SLmin，因此最优粒度即在保持不确定性 SLmin 的基础下，尽量合并决策背景中的属性，从而减少

了生成知识的冗余度。

4 结论 

本文研究结果表明，用多尺度研究的最优尺度选取方法可以被移植到多粒度研究中来。我们

考虑决策信息对最优粒度选取的影响，基于多粒度决策背景中的粒协调性，给出粒协调多粒度决

策背景的最优属性粒度组合选取方法，并且证明了粒协调多粒度决策背景的最优属性粒度组合可

以由证据理论中的信任函数定量地刻画。在后续的研究中，我们希望基于证据理论研究不完备多

粒度决策背景的最优粒度组合的选取问题。
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