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近邻相互作用下mosaic模型的局域化研究

焦艳，梁军军*

（山西大学 物理电子工程学院，山西 太原 030006）

摘 要：本文研究了近邻相互作用下一维无自旋费米系统中 mosaic 模型在非公度光学晶格中的局域化问题，通过

调节相互作用强度和准周期势强度来实现热化到多体局域的转变。利用精确对角化方法计算系统中基态与中间

六分之一能级对应的本征态的规范参与率，发现在热化相和多体局域相之间存在混合相。在此区域内，系统中间

能级对应的激发态比基态更早局域化，这与相互作用 Aubry-André 模型的混合相性质不同。分别利用密度矩阵重

整化群和精确对角化方法，计算基态单粒子激发的密度波动函数和激发态近邻能级间距比与纠缠熵，得到混合相

的两条相边界。从相图中可以发现，在多体系统中弱准周期势只能使激发态局域却不能使基态局域，而相互作用

的存在降低了基态局域所需的准周期势强度。
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Localization of Mosaic Model with Neighbor Interaction

JIAO Yan, LIANG Junjun*

(Institute of Theoretical Physics, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

Abstract: In this paper, we study the localization problem of mosaic model in a one-dimensional spinless fermi system in an incom‐

mensurate optical lattice with near neighbor interactions, which realizes the transition from thermalization to multi-body localization 

by adjusting the intensity of interaction and quasi-periodic potential. The normalized participation rate of the eigenstates correspond‐

ing to the ground state and the middle sixth energy level in the system is calculated by the exact diagonalization method. It is found 

that there are mixed phases between the thermal phase and the multi-body local phase. In this region, the excited state corresponding 

to the intermediate energy level of the system is localized earlier than that corresponding to the ground state, which is different from 

the mixed phase property of the interaction Aubry-Andre model. By means of density matrix renormalization group and exact diago‐

nalization method, the density fluctuation function of ground-state single particle excitation, the ratio of neighbor level spacing and 

entanglement entropy of excited state are calculated, and two phase boundaries of mixed phase are obtained. It can be seen from the 

phase diagram that the weak quasi-periodic potential can only localize the excited state but not the ground state in the multi-body 

system, and the existence of the interaction reduces the required quasi-periodic potential strength for the ground state localization.
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0 引言 

1958 年，美国物理学家安德森预言了无相

互作用系统中的安德森局域化（Anderson Local⁃

ization，AL）［1］现象，引起了人们的广泛关注。

研究发现，在一维和二维系统中，无序会导致

局域化现象，在三维情况下则会出现迁移率

边［2-3］。然而在三维系统中研究迁移率边是极
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为困难的，因此人们致力于在低维系统中开发

迁移率边。 1980 年 Aubry 和 André 提出的 Au⁃
bry-André（AA）模型是研究 AL 最简单的模型，

但由于该模型本身存在自对偶性，使得系统中

无法出现迁移率边［4］。Roati 等于 2008 年在冷

原子系统里成功模拟了 AA 模型，并且观测到

了 AL 现象，自此人们开始以 AA 模型为平台对

其扩展模型进行研究［5］。例如在 AA 模型的基

础上加入 P 波配对项来研究拓扑超导相到安德

森局域相的转变［6-7］，加入相互作用项研究热化

相到多体局域相（MBL）的转变［8-10］，等等。

近年来，人们对多体系统中呈现的热化和

MBL 现象表现出了极大的兴趣。一个孤立的

量子多体系统经过长时间动力学演化后初态信

息丢失，此时系统中局域可观测量期望的时间

平均与微正则系综的统计平均是相等的，系统

为可热化的，满足本征态热化假说（Eigenstate 
Thermalization Hypothesis，ETH）［11］。当系统中

存 在 无 序 时 ，将 会 出 现 违 背 ETH 的 MBL 现

象［12］，此时系统能够保留一定的初态信息。

2016 年，Wang 等提出了多体系统中除热化相和

MBL 相外还可能存在一个介于两者之间的混

合相，在这个混合相中基态与激发态表现出不

同的局域行为［13］；2021 年，Wang 等证明了系统

中多体临界（MBC）相的存在，提出 MBC 相的

能级统计服从临界统计，波函数表现出深度多

重分形行为，得到 MBC 相扩展但是非热化的结

论［14］；2020 年，他们利用具有一维自旋-轨道耦

合和非公度塞曼势的光拉曼晶格方案实现了

MBL［15］。以 AA 模型为例，人们研究其在多体

系统中热化到 MBL 的转变，随着无序强度增

加，系统从热化相逐渐转变到多体局域相，但

在某一无序强度范围内，基态处于局域状态而

中间能级对应的本征态处于扩展状态，通过密

度 矩 阵 重 整 化 群（DMRG）［16］和 精 确 对 角 化

（ED）［17］方法分别计算基态和中间态从热化到

多体局域的转变点，进而确定该强度范围。改

变相互作用强度计算上述无序强度范围，就能

够得到一个基态局域而中间态扩展的混合相的

相图［13］。将 AA 模型的准周期加以调制，使得

系统中每隔特定个格点才能感受到一个准周期

势（如准周期势只影响偶格点而不影响奇格

点），这样就得到了 mosaic 模型［18］。人们得到

了该模型中的单粒子系统的精确迁移率边，进

而分析了该系统的局域性质，而当粒子之间存

在关联时，多体系统的局域化将会表现成什么

样的行为则是本文的研究内容。接下来我们将

计算多体系统中 mosaic 模型不同能级的规范参

与率［19］，对于基态，研究其单粒子密度波动函

数、单粒子密度矩阵，对于激发态，研究中间三

分之一能级对应本征态的能级统计［20］、纠缠

熵［21］等物理量，从而研究该模型在多体系统中

热化到多体局域的转变以及基态和激发态在中

间相中的不同行为。对多体局域的研究一方面

深化了热力学统计理论的内涵，另一方面多体

局域为研究时间晶体［22］等夯实了基础。

1 理论模型 

我们研究在一维非公度光学晶格中具有最

近邻相互作用的无自旋费米系统，在 mosaic 模

型的基础上加入相互作用，其哈密顿量表示为

H = t ∑
jt

( ĉ†
j ĉj + 1 + H.c.)+ 2∑

j

λj n̂j + Vn̂jn̂j + 1，

λj =
ì
í
î

ïï
ïï

λ cos ( )2π ( )ωj + θ ， j = mκ

0， otherwise

（1）

其中 t 是最近邻格点间的跃迁系数（将其设为

能量单位，取值为 1），ĉ†
j ( )ĉj 是第 j 个格点上费

米子的产生（湮灭）算符，λ 为准周期势强度，ω

是一个无理数，取值为
5 - 1

2 ，只有格点数为 κ

的 m 倍（m=1，2，3，…）时才能够感受到这一准

周期势，θ 为相位差，n̂j 为第 j 个格点上的粒子

数算符，其表达式为 n̂j =ĉ†
j ĉj ，V 为相互作用强

度，N 为系统中粒子数，L 为系统尺寸。以下研

究 均 在 开 边 界 条 件 下 进 行 ，以 κ =2，N=L/2
为例。

本文使用 DMRG 和 ED 方法分别对基态和

中间激发态进行计算。其中 DMRG 可以用来

研究一维较大尺寸系统的基态性质，通过改变

扫 描 数（SWEEPS）和 最 大 态（MAXSTATES）
来调节计算精度，但不能计算激发态物理量。

因此我们使用 ED 计算中间激发态，首先确定

系统的一组正交完备基，然后将哈密顿量分别

作用在每一个基矢上构成一个稀疏矩阵，计算
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这个稀疏矩阵的本征值和本征态，进一步求得

所需可观测量。但由于系统尺寸过大会使希尔

伯特空间维度指数增长，造成计算困难，只适

用于计算小尺寸系统。为提高计算效率，我们

使用 DMRG 方法研究基态，使用 ED 方法对中

间激发态进行研究。

2 结果与分析 

2.1　基态与激发态对比研究　

为了研究 mosaic 模型在多体系统中热化到

多体局域的转变，我们计算多体系统中本征态

的规范参与率（NPR）：

η ( )E = 1

∑
{ }n1，n2，⋯，nL

||ΨE( ){ }n1，n2，⋯，nL

4
VH

，（2）

其中 ΨE 为 Fock 基下的多体波函数，E 为对应的

能级，VH 为希尔伯特空间维度。在热力学极限

下，NPR 值趋于 0 表明其对应能级的本征态处

于多体局域的状态，NPR 为有限值时其多体波

函数展现出扩展性质，如图 1 所示。通过对比

发现，在准周期势较强区域（4.4 左右），系统基

态的 NPR 值大于中间六分之一能级对应的本

征态的 NPR 值，这表明在强准周期势作用下系

统中间能级对应的本征态先于基态局域。

由于系统中基态与中间六分之一能级对应

的本征态在固定相互作用强度和准周期势的情

况下表现出了不同的局域行为，我们分别通过

DMRG 和 ED 方法对基态和中间三分之一能级

对应的激发态进行研究。

2.2　基态研究　

2.2.1　单粒子激发的密度波动函数　

通过多体系统中单个粒子的分布概率来描

述所有粒子的分布。为了能够直观地观察到粒

子在多体系统中的分布概率，我们向系统中加

一个粒子，将其视为一个新系统，分别计算原

系 统 与 新 系 统 中 基 态 的 密 度 分 布 ρN ( )i =
Ψ ( )N || n̂j Ψ ( )N ，将两个值相减，就可以得到

单个粒子在系统中的密度分布 δnj = ρN + 1 ( )i -
ρN ( )i ，利用该分布我们可以判断系统是否处于

局域化。尺寸太小则粒子分布规律不明显，在

这里我们使用 DMRG 方法对 L=80，V=0.6 的

系统进行计算，调节准周期势强度来观察系统

单粒子密度分布，如图 2 所示。图 2（a）、（b）分

别为 λ=3 和 λ=7 时的系统单粒子密度分布，当

λ=3 时，粒子在格点上均匀分布，当 λ=7 时，粒

子被局域在某些格点上，不再扩展在整个系统

中，这说明准周期势强度的增加能够使系统基

态由扩展变为局域。

为了进一步确定基态从扩展到局域的转变

点，我们计算单粒子激发的密度波动函数 Idf =
∑

i
( )δni

2
，这与单粒子系统中的逆参与率（IPR）

是对应的，因此多体系统中的参与率可写为

PR = 1/Idf，为表达方便我们用 IPR 表示 Idf。在

热力学极限下，当基态扩展时，粒子在系统中

呈均匀分布，此时格点上粒子的密度较小，IPR
趋于零，PR 值接近于 L/2；当基态局域时某些

格点上粒子密度较大，PR 和 IPR 都接近于 1。
如 图 3 所 示 ，图 3（a）、（b）分 别 为 V=0.6 时

IPR、PR 随准周期势强度的变化曲线，在图 3
（a）中，IPR 随 λ 增大而增大，逐渐趋近于 1，在
图 3（b）中，PR 随 λ 增大而减小，也逐渐趋近于

1，这表明系统基态波函数由扩展变得越来越

局域。图 3（c）为 d ( )PR /dλ 随 λ 的变化，图中出

现的尖峰即为基态扩展到多体局域的转变点，

对比不同尺寸下基态从扩展到多体局域的转变

点，发现其具有尺寸效应，随着尺寸的增大，转

变点稳定在 λ =4.4 左右。图 3（c）中的插图对

图 1　L=16，V=0. 4时基态和中间六分之一能级对应本征

态的NPR值随着准周期势强度的变化曲线

Fig.  1　Change curve of NPR value of ground state and 

middle one-sixth level corresponding eigenstate with 

quasi-periodic potential intensity when L=16 and V=0. 4
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所有计算所得的基态转变点做尺寸分析，表明

系统基态从热化到多体局域的转变点趋于一个

稳定值（λ≈4.4）。

改变相互作用强度分别得到不同的转变

点，根据这些转变点描绘出一个基态从热化相

转变为多体局域相的相图，具体相图将会在文

章最后给出。

2.2.2　单粒子密度矩阵　

为了验证得到的相图，分别取基态热化相

和多体局域相区域的点计算其单粒子密度矩阵

（OPEM）ρ ij = Ψm || c†
j cj Ψm ，如图 4 所示。图 4

（a）为基态热化相中的 OPEM，由于系统为半

填充，其矩阵对角元均在 1/2 左右，表明整个系

统中粒子均匀分布；图 4（b）为基态多体局域相

中的 OPEM，其对角元趋近于 0 或 1，这表明粒

子被局域在某些格点上，与我们的相图一致。

2.3　激发态研究　

2.3.1　近邻能级间距比　

最近邻能级间距分布和最近邻能级间距比

都能够描述能谱涨落，但计算最近邻能级间距分

布需要先计算能谱展宽，再将其映射到新的无量

纲能级后进行统计平均，而计算多体系统的能谱

展宽是非常困难的，因此人们提出了最近邻能级

间距比。利用 ED 方法先将系统哈密顿量对角化

得到所有能级的本征值 En，将 En升序排列后使得

相邻本征值相减，这样就得到了最近邻能级间距

δn = En + 1 - En，再将相邻两个能级间距较小值

与较大值相比，得到无量纲的最近邻能级间距比

rn = min ( )δn，δn - 1 / max ( )δn，δn - 1 ，通过改变哈密

顿量中的相位来取不同的样本对 rn 进行统计平

均得到平均近邻能级间距比 r 。能级统计在

热化相中服从高斯正交分布，通过随机矩阵方

法得到 r ≈ 0.529，在多体局域相中服从泊松

统计，r ≈ 0.387。从图 5 中可以看出，随着准

图2　V=0. 6时不同准周期势强度λ下的单粒子密度分布

Fig.  2　One-particle density distribution with different disorder intensities λ at V=0. 4

图3　V=0. 6时 IPR、PR、d（PR）/dλ随准周期势强度λ的变化曲线

Fig.  3　Variation curves of IPR、PR、d(PR)/dλ with quasi-periodic potential intensity λ when V=0. 6
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周期势强度增加，平均近邻能级间距比 r 从

0.529 逐渐转变到了 0.387，但是中间还有相当

一部分值既不在 0.529 附近，也不靠近 0.387，这
说明在热化和多体局域相中间可能还存在一个

混合相，其能级统计既不服从高斯正交分布，

也不服从泊松统计［23］。

2.3.2　纠缠熵　

系统纠缠熵变动幅度较大时极易出现相

变，因此我们可以通过计算系统中间激发态的

平均纠缠熵〈S〉来确定其热化到多体局域的相

变点。将系统分为 A、B 两部分，其中 A 部分作

为研究的子系统，B 部分作为其热浴，将哈密顿

量对角化得到系统完整本征态，取出其中一个

态 n ，求其密度矩阵 ρ( )n = n n ，对 A 部分求

迹得到其约化密度矩阵 ρ( )n
A = TrB( )ρ( )n ，再将 ρ A

对角化得到其本征值，纠缠熵 S =-∑
i

ρi ln ρi，

其中 ρ i 即为约化密度矩阵的第 i 个本征值。通

过改变相位来获取不同的样本，计算纠缠熵后

求其平均值，便得到 S 。在一维准周期系统

中，热化相的纠缠熵满足体积律，与晶格尺寸

成正比；多体局域相的纠缠熵满足面积率，其

大小与晶格尺寸无关。图 6（a）展示了不同系

统尺寸下中间三分之一能级对应本征态的 S
随准周期势强度的变化，在 λ 较小处与系统尺

寸成正比，在 λ 较大处则为一个与尺寸无关的

数，这表明了系统中间激发态发生了从扩展到

局 域 的 转 变 ；图 6（b）展 示 了 纠 缠 熵 的 导 数

d S /dλ 随 λ 增大的变化，此时出现的尖峰即为

激发态从扩展到局域的转变点。

2.4　相图　

通过研究不同相互作用下基态的 IPR 值和

中间三分之一态的纠缠熵，分析出基态和激发

态从扩展到局域的转变点，从而得到系统相

图，如图 7 所示。在这里我们限定相互作用的

范围为 0~2 t，区域Ⅰ和Ⅱ为基态扩展区，区域

图5　〈r〉随准周期势强度的变化

Fig.  5　Change of 〈r〉 with quasi-periodic potential strengths

图4　基态分别处于热化相和多体局域相时的OPEM
Fig.  4　OPEM when the ground states are respectively in thermalized phase and multi-body local phase
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Ⅱ 和 Ⅲ 为激发态局域区，此时区域 Ⅰ 为热化

相，区域Ⅲ为多体局域相，中间的区域Ⅱ为基

态处于扩展状态而激发态处于局域状态的混合

相。在区域Ⅱ右侧边界在 λ =10 时依然没有与

横坐标相交，当系统中粒子数为半填充，但粒

子间不存在相互作用时，基态一直处于扩展状

态，加入相互作用后，基态出现 MBL 现象。

3 结论 

通过对粒子数半填充的一维无自旋费米

系统中热化到多体局域相变的研究，明确其中

存在热化相、混合相、MBL 相三个部分，其中

混合相的部分扩展态与局域态共存，通过 NPR
对比可以直观地对其进行表述。为了确定混

合相的边界，研究单粒子激发的密度分布确定

热化相和混合相之间的边界，研究纠缠熵确定

混合相和 MBL 相之间的边界，由此得到相图

中的区域 Ⅱ 。由相图我们可以看出，当 V=0
时基态处于扩展状态，准周期势对其影响较

小，而激发态在准周期势较弱的状态下变得局

域，表明准周期势对激发态影响很大；当 V>0
时，基态在准周期势较强区域处于局域状态，

激发态在准周期势较弱区域已经局域，则在混

图7　系统取不同参数对应的相图

区域Ⅰ为热化相，区域Ⅱ为扩展和局域共存的混合相，区域

Ⅲ为MBL相

Fig.  7　The system taking the phase diagram corresponding 

to different parameters

Region I is the thermal phase, region II is the mixed phase of 

expansion and local coexistence, and region III is the MBL phase

图6　V=0. 4时不同尺寸下〈S〉及其导数随准周期势强度的变化

Fig.  6　The variation of 〈S〉 and its derivatives with quasi-periodic potential strength at different sizes when V=0. 4
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合相中激发态先于基态局域。由此可见，对于

mosaic 模型，在多体系统中弱准周期势只能使

激发态局域而不能使基态局域。
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