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摘 要：驱动强度对研究周期驱动系统的动力学特性有重要影响。本文主要采用 Floquet 理论和龙格-库塔数值方

法研究了周期驱动二能级系统的动力学过程，分析了动力学过程的特征频率，并与常用的解析方法进行了对比。

研究结果表明，当驱动强度 A/ω0<2.57 时，单值的低频振荡项是整个动力学过程的主要成分，此时忽略了高频振荡

项的旋转波近似是成立的；随着驱动强度的增加，当A/ω0≥2.57时，高频振荡项的占比越来越大，并逐渐成为整个动

力学过程的主要频率成分。我们的研究也表明了反旋转杂化近似解析方法仅在一定驱动强度范围内成立，且当驱

动强度较大时，可以通过多光子过程进行频率拓展。
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Abstract: The driving strength has an important influence on studying the dynamics characteristics of periodically driven systems. In 

this paper, the Floquet theory and the Runge-Kutta numerical method are used to study the dynamic processes of periodically driven 

two-level systems, and the characteristic frequencies of the dynamic processes are analyzed, and compared with the commonly used 

analytical methods. The results show that when the driving strength A/ω0<2.57, the single-valued low-frequency oscillation term is 

the main component of the overall dynamical process. At this point, the rotational wave approximation that ignores the high-frequen‐

cy oscillation terms is valid; With the increase of driving strength, when A/ω0≥2.57, the proportion of high-frequency oscillation 
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terms becomes larger, and gradually becomes the main frequency component of the whole dynamic process. Our research also shows 

that the counterrotating hybridized rotating wave analytical method holds only for a certain range of driving strength, and when the 

driving strength is large, frequency expansion can be performed by multiphoton process.

Key words: periodically driven; two-level system; characteristic frequency; amplitude of probability

0 引言 

周期驱动以其广泛的可调性对量子物理基

础研究和量子工程技术的发展起到了重要的推

动作用［1］。近年来，其作为一种量子调控手段

被广泛地应用在各种量子系统中［2-7］，相较于静

态驱动，周期驱动可以增加时间维度上的可调

性，同时还可以产生新物态和新现象，比如 Flo⁃
quet 孤子［8］、时间晶体［9］、时间光栅［10］等。以

上利用周期驱动调控量子系统性质的研究统称

为 Floquet engineering。周期驱动的技术手段应

用到二能级系统上已经被广泛地研究了几十

年，这一原型被应用在物理学几乎每个子领域

的各种研究中［11-12］，比如高次谐波产生［13］、纳

米机械谐振器［14］，以及目前正在快速发展的量

子信息处理和量子计算领域［15］等等。

尽管人们对周期驱动二能级系统已经做了

大量的研究，但是在大参数范围内求解这个模

型的精确解析解还是很困难的任务。众所周知

处理这种模型最广泛使用的方法是旋转波近似

（RWA）［16］，但它在大失谐或强驱动的情况下

不再适用。然而，随着量子信息的快速发展，

人们需要强驱动的技术手段来加快信息的传

递 ［17-18］。在这种需求下，我们注意到有关强驱

动系统的研究已经引起了人们的广泛关注，并

取得了很大的进展［19-22］。2015 年，有研究人员

给 出 了 一 种 适 用 于 任 何 驱 动 强 度 的 类 似 于

RWA 形式的解析方法——反旋转杂化近似方

法（Counterrotating hybridized rotating wave），简

称 CHRW 方法［20］；2020 年，有人提出了一种在

强耦合状态下任意控制两能级系统演化的方

案，确保用户可以获得任意期望的目标态［21］；

2021 年，一种通用可调的框架构建控制场被应

用于两能级系统的强驱动极限［22］。因此，虽然

周期驱动系统在量子调控等领域非常重要，但

现有理论方法的适用范围仍是有限的，所以，

有必要对任意周期驱动强度下二能级系统的动

力学特征频率进行研究。

本文利用 Floquet 理论和龙格-库塔法数值

模拟了周期驱动二能级系统的动力学过程，并

从频率成分和频率概率幅两个角度全面分析了

系统动力学过程的特征频率。文章的第 1 部分

简单介绍了 Floquet 理论和 CHRW 方法的原理

及运算过程。第 2 部分利用两种数值方法研究

了周期驱动二能级系统的动力学过程并利用快

速傅里叶变换法（FFT）提取动力学过程的频

率成分，并进一步研究了系统动力学特征频率

所对应的概率幅。第 3 部分是总结。

1 研究方法 

1.1　数值方法　

考虑一个经典的周期驱动模型——单模场

驱动下的二能级系统，其哈密顿量表示为：

H ( t )= ω0

2 σz + A
2 cos ( ωt )σx， （1）

其中 σx，y，z 为泡利矩阵，ω0 为系统的跃迁频率，ω
为外加驱动场的频率，A 为外加驱动场的强度，

且将系统的基态和激发态分别标识为 1 和

2 。当外加驱动场的驱动频率和系统的跃迁

频率相等时，电子从基态跃迁到激发态。

由于含时系统演化算符的时序问题，使得

解析求解含时系统的动力学过程变得十分困

难。由此，人们通常利用 Floquet 理论将有限

维度的含时哈密顿量转化成无穷维的不含时

哈密顿量 HF，进一步根据计算精度和系统条

件的限制对该无穷维的哈密顿量进行有效的

截断［23］，从而通过数值方法得到系统等效的

本征值及本征态。以我们的研究系统为例，首

先 将 公 式（1）做 傅 里 叶 级 数 展 开 H ( t ) =

∑
n =-∞

∞
H [ n ] exp (-inωt )［24］，然后按如下形式写出

Floquet 矩阵 HF：
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， （2）

其 中 ， H [ 0 ] = ω0σz/2；H [±1 ] = Aσx/4；H [±n ] =
0，( n ≠ 0，1)。对于上述无穷维的哈密顿量，若

截取 n = 50，则得到一个维度为 202×202 的矩

阵，可以用数值方法求解其相应的本征值和本

征态。

1.2　解析方法　

处理哈密顿量（1）最成功且常用的方法是

RWA，该方法在近共振和弱驱动的情况下能很

好地描述系统的动力学过程。然而，在大失谐

或者强驱动的情况下，RWA 不再是一个很好的

近似方法［25］。近期我们关注到文献［20］中提

出的 CHRW 法，该方法宣称可以适用于任意驱

动强度下的二能级系统。表 1 展示了 RWA 和

CHRW 法的简化过程和成立条件。

表 1 中 H0 = ( ω0/2 )σz，σ± = ( σx ± iσy )/2，
A͂ = 2A(1 - ξ ) ，J1 表示第一类贝塞尔函数，从

表 1 可以看出 CHRW 解析方法成立的条件即为

参 数 ξ 在 0 到 1 范 围 内 存 在 唯 一 满 足 方 程

J1 ( Aξ/ω )ω0 = A(1 - ξ )/2 的解。然而，我们发

现在某些范围内 ξ 没有符合条件的解或者是存

在多个解的情况。例如，当 A/ω0 = 6， ω/ω0 =
1，ξ 的 解 为 1.06，不 符 合 ξ 的 取 值 范 围 ；当

A/ω0 = 1.8，ω/ω0 = 0.4，ξ 的解为 0.36，0.71，不

是唯一解。这些都是 CHRW 法不成立的情况，

表示该方法有一定的局限性。下面我们将利用

Floquet 数值方法和上述两种解析方法讨论哈

密顿量（1）的动力学特性。

2 结果和讨论 

2.1　系统动力学的频率成分　

由于准能量决定了 Floquet 系统固有的拉比

频率，因此采用含时动力学的傅里叶变换是在

实验中观察准能量谱的一种有效方法［26］。如

图 1（a）所示，我们利用龙格-库塔方法，数值模

拟了共振条件下（ω = ω0）不同驱动强度时系统

激发态的布居数 P1 随时间变化的动力学过程。

我们发现在驱动强度 A/ω0 = 1 时，系统的动力

学过程类似于拉比振荡。随着驱动强度 A 的增

加，比如在 A/ω0 = 8 时，系统的动力学过程变

得很复杂，表现为在幅度较大的振荡之间，还

有幅度更小、频率更快的振荡，这是由不可忽

略的反旋转波项引起的［27］。为了更直观地分

析系统动力学过程所对应的频率成分及其振

幅，我们进一步对图 1（a）中的动力学过程进行

了傅里叶变换，如图 1（b）所示。当 A/ω0 = 1
时，低频成分的振幅远大于高频成分的振幅，

表明忽略高频成分的 RWA 近似成立。但是当

A/ω0 = 8，高频成分的振幅明显大于低频成分

的振幅，表明高频成分不可忽略。

为了进一步研究频率成分的规律，我们计

算了系统动力学特征频率随驱动强度 A 的变化

情况，如图 2 所示，图中条纹的亮度表明相应频

表1　两种解析方法的两次幺正变换

Table 1　Two unitary transformations of the two analytic methods

解析方法

第一次

幺正变换

第二次

幺正变换

RWA[19]

U1 = exp (-iH0t/ℏ ) H1 ( t )≈( A/4 )( eiΔtσ++ e-iΔtσ-)
这里忽略高频项e±i( ω + ω0 ) t

U2 = exp ( iΔtσz/2 )，
H2 =( Δ/2 )σz +( A/4 )σx，

Δ = ω0 - ω  ,ΩR = Δ2 + A2/4

CHRW[20]

U1 = exp [-iAξ sin ( ωt )σx/2ω ]
H͂1 ( t )≈[ ω0 J0 ( Aξ/ω )/2 ] σz +( A͂/4 )( e-iωtσ++ eiωtσ-)

这里忽略髙次谐波项，并且利用条件

J1 ( Aξ/ω )ω0 = A(1 - ξ )/2 ,ξ ∈[ 0,1 ]
U2 = exp (-iωtσz/2 )

H͂2 =( Δ͂/2 )σz +( A͂/4 )σx

Δ͂ = J0 ( Aξ/ω )ω0 - ω ,Ω͂R = Δ͂2 + A͂2/4
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率成分的振幅，亮度越高表明该频率成分在动

力学过程中占比越大。我们发现这些频率成分

有很强的规律性，在驱动强度较弱时，低频是

动力学过程的主要频率成分，表明忽略高频振

荡项的 RWA 是成立的。在驱动强度较强时，

高频成分占比越来越大，并呈现出明显的平移

对称性，平移周期是 2ω。

为了分析这些频率成分的物理图像，我们进

一步通过数值求解的方法得到 Floquet 矩阵（2）的

本 征 值 ε1 + nω，ε2 + nω，( n = 0，±1，⋯，±50 )。
图 3 中的红、蓝实线分别展示的是±Δε +( 2n +
1)ω［26］，其中 Δε = ε1 - ε2，绿色的实线为 2nω，

黑色的“*”是从图 2 中提取的频率成分。我们

发现 Floquet 理论给出的动力学特征频率与龙

格-库塔数值法给出的特征频率完全吻合。同

时，从 Floquet 理论可以看出系统的特征频率有

平移对称性，平移量是 2nω。当 n=0 时，系统的

特征频率为±Δε + ω，表明为单光子过程的频

率成分。当 n=1 时，系统的特征频率为±Δε +
3ω，表明为三光子过程的频率成分。上述分析

表明当我们知道单光子过程的频率成分后，就

可以拓展到多光子过程。因此，我们将 CHRW
法给出的单光子拉比频率 Ω͂R 的解析解拓展到

多光子过程±Ω͂R + 2nω（紫色的三角形）。我们

发现当 A 较小时，CHRW 给出的频率成分与

Floquet 数值解和龙格 -库塔数值解符合得较

好。当 A 逐渐变大时，这种方法与两种数值解

会有所偏差，这是由 CHRW 法忽略的高次谐波

项引起的。同时，在 A/ω0 ∈ [ 3.84，7.01 ] 的范围

图1　共振条件下的系统动力学过程

（a） 系统激发态的布局数随时间变化的动力学过程；（b） 动力学过程的傅里叶变换

Fig.  1　System dynamics processes under resonant conditions

(a) The dynamic process of the layout of the excited states of the system over time; (b) Fourier transform of dynamic processes

图2　不同驱动强度下系统动力学过程的傅里叶变换

Fig.  2　Fourier transform of system dynamics at different 

driving strengths
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之内，CHRW 解析法没有符合条件的解。

2.2　系统动力学特征频率的概率幅　

为了分析动力学过程的主要频率 fmain，我们

进一步分析了特征频率的概率幅，如图 4 所示。

图 4（a）是对图 1（b）中的 P（f）进行了重新整理

| P ( f ) |2/ ∑
f ≠ 0

| P ( f ) |2，其中由于零频对应的是动

力学中的常数项，故不作分析。我们发现当

A/ω0 = 1 时，f/ω0 = 0.5 的概率幅占 95%，为系

统动力学过程的主要频率。当 A/ω0 = 8 时，

f/ω0 = 6 和 f/ω0 = 8 的频率概率幅分别为 40%
和 20%，其他的频率概率幅均小于 5%。此时

我们将 f/ω0 = 6 和 f/ω0 = 8 定义为系统动力学

过程的主要频率和次要频率。这里我们将概率

幅大于等于主要频率概率幅 50% 的频率成分

定为不可忽略的次要频率。在图 4（b）中，我们

给出了任意驱动强度下系统动力学过程的主要

频率和次要频率，其中红色的点代表主频率，

绿色的“+”号代表次要频率。从图中可以清

晰地看出系统动力学过程的主要频率和次要频

率随驱动强度的变化情况：当 A/ω0 < 2.57 时，

只有一个低频的主要频率，没有次要频率，这

表明系统的动力学过程接近于拉比振荡，且此

时的主频率随着 A/ω0 的增大而增大，此时系统

图3　Floquet数值法、龙格-库塔数值法和CHRW解析法给

出的动力学特征频率的对比

Fig.  3　Comparison of dynamic characteristic frequencies giv‐

en by Floquet numerical method, Runge-Kutta numerical meth‐

od and CHRW analytical method

图4　共振条件下系统动力学特征频率的概率幅

（a） 系统动力学特征频率的概率幅； （b） 系统动力学的主次频和RWA、CHRW的有效拉比频率

Fig.  4　Probability amplitude of the characteristic frequency of system dynamics under resonance conditions

(a) The probability amplitude of the characteristic frequency of system dynamics; (b) Main and secondary frequencies of system dy‐

namics and effective rabi frequencies of RWA and CHRW
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以单光子过程为主；当 A/ω0 ≥ 2.57 时，开始出

现次要频率，表明系统的动力学过程含有多个

不可忽略的频率成分，且高频项为主要频率，

此时出现了不可忽略的多光子过程。

图 4（b）中蓝色的实线为 RWA 给出的有效

拉比频率 ΩR。我们发现当 A/ω0 < 1.35 时，ΩR

和系统动力学过程的主要频率符合得很好，即

| ΩR - fmain |≤ 0.01。 当 A/ω0 ≥ 1.35 时 ，两 者 有

明显的偏差，这表明 RWA 只有在弱驱动条件

下成立。图 4（b）中黑色的点划线为 CHRW 解

析方法给出的有效拉比频率 Ω͂R。我们发现 Ω͂R

给出的是单光子过程中的主要频率，且 A/ω0 <
2.44 时，Ω͂R 和系统动力学过程的主要频率符合

得很好。同时，可以看到 A/ω0 ∈ [ 3.84，7.01 ] 区
间内没有 CHRW 的有效拉比频率，这是因为在

此范围内没有符合条件的 ξ。

3 结论 

本文我们采用 Floquet 理论数值法、龙格 -

库塔数值法、RWA 解析法和 CHRW 解析法，分

析了不同驱动强度下周期驱动二能级系统的

动力学特征频率。研究发现，在驱动强度较弱

时，系统动力学的特征频率是单值的低频振

荡；当驱动强度较强时，系统动力学的特征频

率包含了更多的、不可忽略的高频成分。从计

算方法上讲，Floquet 理论给出的系统动力学特

征频率成分与龙格-库塔数值法给出的频率成

分相同；RWA 解析法给出的有效拉比频率在

驱 动 强 度 A/ω0 < 1.35 时 与 数 值 解 相 同 ；

CHRW 解析法给出的有效拉比频率是单光子

过程的频率成分，可以拓展到多光子过程。驱

动强度 A/ω0 < 2.57 时，只有一个低频的主要

频率，此时系统的能级跃迁以单光子过程为

主，且 RWA 能够较好地描述系统的动力学过

程；当 A/ω0 ≥ 2.57 时，高频振荡项为系统动力

学过程的主要频率，且出现了不可忽略的次要

频次，此时多光子过程不可忽略且 RWA 不再

成立。所以，本文研究表明目前的 CHRW 方法

还存在一定的局限性，我们需要一个更有效的

解析方法去解决周期驱动动力学二能级系统

的过程。
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