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摘 要：本文利用数值方法，对关联的有色噪声下的类维纳过程和拉比振荡进行了研究。通过统计在同一时刻类

维纳过程与维纳过程的位置方差，发现在有色噪声影响下粒子的扩散速率更快；而且棕色噪声比 1/f 噪声下粒子扩

散得更快。对近共振条件下二能级原子系统的拉比振荡，在关联噪声与非关联噪声下的频谱进行了分析，研究发

现：随着噪声强度的增加，非关联噪声导致在共振频率附近的频率成分增加，这表现为对拉比谱的展宽，而对于关

联噪声，在噪声强度较小时也会导致共振频率附近的频率成分增加，但噪声强度进一步增大将会导致振荡的主要

频率成分向零频附近移动。
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Abstract: In this paper, the Wiener-like process and the Rabi oscillation with the correlated colored noises are studied numerically. 

By counting the position variance of the Wiener-like process and the Wiener process at the same time, it is found that the diffusion 

rate of particles is faster under the influence of the colored noises. And particles will diffuse faster with the brown noise than with 1/f 

noise. The Rabi oscillation of the two-level atomic system under near-resonance conditions is analyzed, and it is found that with the 

increase of noise intensity, the non-correlated noise leads to an increase in the frequency component near the resonance frequency, 

which is manifested as the broadening of the Rabi spectrum, and for the correlated noise, the frequency content near the resonance 

frequency will also increase when the noise intensity is small. However, the further increasing the noise intensity will cause the main 
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frequency components of the oscillation to move to near the zero frequency.

Key words: Wiener process; Rabi oscillation; white noise; colored noise

0 引言 

在实际测量中，无论经典系统还是量子系统

总是不可避免地与环境发生耦合，产生各种各样

的噪声。由于噪声不可完全消除，所以我们需要

了解噪声对系统的影响。在研究经典粒子的布

朗运动时，人们引入维纳过程来描述白噪声对粒

子运动的影响。在量子系统中，以二能级拉比振

荡为基础的量子系统具有非常广泛的应用前景，

典型的系统包括原子钟系统、金刚石氮-空位色

心系统［1-4］等。在这些系统中，噪声的影响同样

非常重要，比如在原子钟系统中，影响其稳定度

的噪声有原子探测噪声、本地振荡器振荡频率不

稳定引起的噪声等［5-8］；因此搭载原子钟的卫星

导航系统会应用多重信号分类方法（multiple sig⁃
nal classification， MUSIC）等技术来消除噪声的

干扰，其中 MUSIC 算法要求噪声信号为零均值

的高斯白噪声，且各通道间的噪声互不相关［9］。

然而在实际应用中，噪声信号往往是在时间上相

关联的有色噪声，这严重影响了 MUSIC 抗干扰

算法的性能。因此，需要研究有色噪声对经典系

统和量子系统的影响。

本文主要研究有色噪声的类维纳过程与经

典维纳过程的不同，以及有色噪声对二能级原

子体系拉比振荡的影响。文章首先介绍有色噪

声的类维纳过程，借助粒子的位置方差，理解

其与经典维纳过程的区别；然后将有色噪声引

入到二能级原子系统的拉比振荡中，通过四阶

Runge-Kutta 方法进行数值模拟，研究不同种

类、不同强度的有色噪声对拉比振荡的影响，

最后进行总结。

1 类维纳过程 

在概率论中，维纳过程是一个重要的随机

过程。对于随时间 t 变化的信号 X ( t )，如果其

初态为零，具有独立平稳增量，且分布服从于

正态分布，则称 {X ( t )，t ≥ 0}为维纳过程，它经

常被用来描述噪声［10-11］。噪声是指一系列不规

则信号，其中功率谱为常数的噪声被称为白噪

声，不是常数的噪声为有色噪声。白噪声的自

相关函数是 δ 函数，不同时刻的取值是彼此独

立、互不相关的，而有色噪声是相关联的［12-13］。

在本文中，主要研究的有色噪声为 1/f 噪声与棕

色噪声［14-15］，其功率谱可表示为 P ( f ) ≈ A
f α ，其

中 P 为功率，A 为常数，f 为频率，α 为噪声种

类。当 α = 1 时，代表 1/f 噪声；α = 2 时，代表

棕色噪声。经典的维纳过程是用来描述粒子布

朗运动的，也称为布朗运动过程，以一维的布

朗运动为例，该过程可以表示为{Wn ( t )，t ≥ 0}，
其中

Wn ( t )= 1
n

∑
j = 1

ë ûnt

ξj， （1）

Wn ( t ) 为 t 时刻的粒子位置，n 为单位时间内的

碰撞次数，时间步长为 Δt = 1
n
，nt = t

Δt
为总步

数，符号⎣⎦代表向下取整，ξj 是平均值为 0、方差

为 1 的随机数，也就是白噪声。所以维纳过程

通常被认为是白噪声的积分，这里因为时间是

离散化的，因此用求和来代替。

如果我们将（1）式中求和的噪声替换成有

色噪声，就可以生成新的维纳过程。我们借助

MATLAB 软件自带的有色噪声生成函数 Col⁃
oredNoise 来生成 1/f 噪声与棕色噪声的随机数

ξi 与 ξk，通过替换 ξj 来生成新的维纳过程。计

算表明，新生成的维纳过程与经典维纳过程不

同，例如经典维纳过程要求 W（t）是满足正态

分布的，而对于棕色噪声来讲，当 t=20 时，粒

子在各位置的概率密度几乎是相同的，所以本

文称有色噪声下的维纳过程为类维纳过程。下

面，我们将借助粒子的位置方差来表明两种过

程的不同。

如图 1 所示，我们分别计算了白噪声（红色

点）、1/f（黄色点）噪声和棕色噪声（蓝色点）影

响下在粒子位置方差随时间的变化图。在计算

中，不同噪声下（类）维纳过程在每个时间 t 的
位置都统计了 N=10 000 组数据，对 N 求粒子位

置的均值与方差。由于在有色噪声影响下，粒
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子位置方差的变化率较大，为了方便比较，我

们在图 1 中对有色噪声下的位置方差行了重新

标度，其中黄色点线代表的 1/f 噪声影响下的位

置方差比原值缩小了 102 倍，蓝色点线代表的棕

色噪声的结果缩小了 106 倍。在图 1（a）中，红

色点代表白噪声下的经典维纳过程，可以看

到，其方差是与时间 t 成正比例关系的，且斜率

近似为 1，这些是经典中标准维纳过程的基本

性质；而对于 1/f 噪声和棕色噪声下的类维纳过

程，其斜率明显不同，而且通过图 1（b）中的局

部放大图可以看出，在棕色噪声下的类维纳过

程中，位置方差随时间变化的斜率有一个由小

变大的过程，在时间较大后斜率趋于平稳。通

过方差对比可以看到，与标准的维纳过程相

比，类维纳过程的位置方差约为同时刻标准维

纳过程方差的 102~106 倍，且随时间迅速增大。

而位置的方差越大，意味着粒子布朗运动的扩

散速率越大。由此可以看出，在有色噪声的影

响下，粒子的扩散速率会增大，位置的不确定

度也增加了。

通过上述位置方差的比较，可以看出对于

维纳过程这一经典过程，有色噪声使得经典粒

子的运动越发地不确定，接下来我们探究有色

噪声对量子系统的影响。

2 有色噪声对拉比振荡的影响 

二能级原子模型是量子系统中最简单、最

实用的模型之一。对于理想的二能级原子系

统，它的基态和激发态分别用 0 和 1 来表示，

用一束频率为 ω 的激光激发原子，此时整个系

统的哈密顿量为

Η̂ = 1
2 ( )Δ Ω

Ω -Δ ， （2）

其中 Δ = ω - ω0 为失谐量，ω 0 表示原子的跃迁

频率，Ω 为拉比频率。在一定的初态条件下，我

们求解相应的薛定谔方程，可以得到粒子在任

意时刻处于基态和激发态的概率幅 C0 ( t ) 和
C1 ( t )［16-17］。系统任意时刻处在激发态 1 的概

率为 P1 ( Δ，t ) = |C1 ( t ) |2，布居率 P1 随时间做周

期振荡，此即拉比振荡。

在现实条件下，激光场的频率受到噪声影

响会发生频率的偏移。本文中假设激光场频率

的偏移量为 Z ( t )，设 Z ( t ) = S ⋅ z ( t )，S 为控制系

数，用来控制噪声的强度，z ( t ) 为噪声值。这时

系统的失谐量变为 Δ + Z ( t )，相应的哈密顿量

变为：

Η̂ ( t )= 1
2 ( )Δ + Z ( t ) Ω

Ω -Δ - Z ( t )
， （3）

上述含时哈密顿量对应的薛定谔方程

iℏ ∂
∂t ( )C1 ( )t

C0 ( )t
= 1

2 ( )Δ+Z ( t ) Ω
Ω -Δ-Z ( t ) ( )C1 ( )t

C0 ( )t
，

（4）
在一般情况下是很难解析求解的，但是可以利

用数值方法进行数值求解。

我们用四阶 Runge-Kutta 方法［18-19］，假设系

统初始状态为基态，在近共振条件 Δ/Ω = 0.01

注：其中红色代表白噪声下的标准维纳过程，黄色代表1/f噪声下的类维纳过程，蓝色为棕色噪声下的类维纳过程；图（b）为（a）
在时间较小时的局部放大图。

图1　粒子的位置方差随时间的变化图像

Note: The red dots show the standard Wiener process with white noise; Yellow dots represent a Wiener -like process with 1/f noise; Blue 

dots are the Wiener -like process with the brown noise.  The figure (b) is a partial enlarged view of the figure (a) at the smaller value of time

Fig.  1　Image of the variation of particle position variance with time
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下，对方程（4）进行了数值求解。一般来说，噪

声的引入会破坏原来的拉比振荡，使得振荡频

率成分变得复杂。为了分析此特性，我们对拉

比振荡曲线进行了频谱分析。对于一定强度的

某种噪声，重复求解薛定谔方程（4）式共 50 次，

对每一时刻的布居率 P1（t）取平均，再对 P1（t）
做快速傅里叶变换得到频谱 F ( f )，其中 f 为频

率，并对 F ( f ) 做归一化处理。

图 2 分别展示了三种不同种类的噪声下，

不同噪声强度时拉比振荡的频谱图。纵坐标为

各频率分量的幅值 a 与总幅值 A 的比值（这里

排除了零频分量的影响，将零频分量幅值设置

为 0），横坐标为归一化的角频率 2π f/Ω，其中

（d），（e），（f）分别为（a）、（b）、（c）的局部放大

图。在所有的图中，当 S=0 时，也就是不添加

噪声的情况下，可以看到红色点代表的拉比振

荡频率是单一的，即拉比频率。在图 2（a）中，

是添加白噪声后拉比振荡的频谱图，在 S≈0.07
时，绿色点线表明出现了原振荡频率以外的频

率分量，且随着 S 的增大，其他频率幅值占比

开始增大，原振荡频率幅值占比降低；在 S=1
时，蓝色点线已经包含非常多的频率成分，但

是都在原振荡频率附近，如图 2（d）所示。在图

2（b）、（c）、（e）和（f）中，分别为添加 1/f 噪声和

棕色噪声后拉比振荡的频谱图，可以看到，在

噪声强度不太大时，原振荡频率附近也出现了

其他频率的成分，并且随着 S 的增大，频率成分

也逐渐增多；可是当 1/f 噪声的强度为 S=1 以

及棕色噪声的强度为 S=0.07 时，在原振荡频率

附近的频率成分都已经消失，而零频附近的频

率成分在不断增多。

我们发现在图 2 中，三种噪声都会破坏拉

比振荡的周期性，但是三种噪声对周期影响的

方式，表现不完全相同。三种噪声在小于一定

强度时，都使共振频率附近产生许多频率分

量；而随着噪声强度的增加，有色噪声可进一

步导致在零频附近的频率分量增加，原振荡频

率附近的分量逐渐消失。同时，上述现象出现

的噪声强度不同。对于白噪声，当噪声强度控

制系数 S 达到 0.07 时，对拉比振荡的影响就已

经较大了，在共振频率附近产生了很多频率分

量；而 1/f 噪声和棕色噪声，相应的强度控制系

数分别仅为 0.007 和 0.000 35，这说明三种噪声

中棕色噪声对拉比振荡周期性的破坏性最大，

其次是 1/f 噪声，最后是白噪声。

3 结论 

本文借助数值计算，研究了具有时间关联

的有色噪声对经典的维纳过程和量子系统中拉

比振荡的影响。通过对类维纳过程的位置方差

与标准维纳过程的方差对比，发现类维纳过程

的方差增长不再与时间成严格的正比例增长关

图2　三种噪声在不同噪声强度下的拉比振荡频谱图

其中图（a）、（b）、（c）分别代表白噪声、1/f噪声和棕色噪声的情况，（d）、（e）、（f）分别为（a）、（b）、（c）的局部放大图

Fig.  2　The spectrograms of the Rabi oscillations with three types of noise and different noise intensities

The figures (a), (b) and (c) show the different effects of white noise, 1/f noise and brown noise respectively, and the figures (d), (e) 

and (f) are partial enlarged view of figures (a), (b) and (c), respectively
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系，这主要是由于与白噪声不同，加入的有色

噪声具有时间关联性；有色噪声会极大地影响

经典维纳过程中粒子的扩散速度，使得粒子在

全空间出现的概率趋于一致。而对于拉比振荡

的二能级量子系统，有色噪声会使得拉比振荡

的频率成分增多，并且随着噪声强度的增大，

低频振荡的成分在不断增多。可见，无论是经

典系统还是量子系统，具有时间关联的有色噪

声都会比白噪声更多地改变系统的性质，因而

需要引起人们更多的关注。
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