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自旋轨道耦合Su-Schrieffer-Heeger模型的量子相变

孙文奇，梁军军*

（山西大学 理论物理研究所，山西 太原 030006）

摘 要：本文研究了粒子间短程排斥相互作用和自旋轨道耦合效应对SSH （Su-Schrieffer-Heeger） 模型量子相与相

变的影响。利用密度矩阵重整化群方法（Density-matrix Renormalization Group Method， DMRG）分析了粒子数密

度分布、密度结构因子、纠缠熵和纠缠谱等，在弱相互作用区间，不同自旋轨道耦合参数下存在数目不一样的非平

庸拓扑边缘态，而随着相互作用的增强，系统手征对称自发破缺，在自旋轨道耦合强度和相互作用的高值区域，出

现密度波相。最后确定了相边界进而得到相图。用密度结构因子刻画该模型的拓扑相变点时，发现在小尺寸下，

密度结构因子峰值在相变点存在突变，而当系统尺寸足够大时，突变消失，峰值呈现出奇异性。
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Quantum Phase Transition of Su-Schrieffer-Heeger Model with 
Spin-orbit Coupling
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Abstract: In this paper, the effects of short-range repulsion interactions between particles and spin-orbit coupling (SOC) effects on 

quantum phase and phase transitions of SSH (Su-Schrieffer-Heeger) models are studied. We used the DMRG (density-matrix renor‐

malization group method) to analyze the particle number density distribution, density structure factor, entanglement entropy and en‐

tanglement spectrum, etc., in the weak interaction interval, there are a different number of non-trivial topological edge states under 

different spin-orbit coupling parameters, and with the enhancement of the interaction, the system chiral symmetry spontaneously 

breaks, and the density wave phase appears in the high-value region of spin-orbit coupling strength and interaction. We finally deter‐

mined the phase boundary and obtained the phase diagram. When the density structure factor is used to characterize the topological 

phase transition point of the model, it is found that the peak of the density structure factor has mutations at the phase transition point 

at the small size, and when the system size is large enough, the mutation disappears and the peak value shows singularity.
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0 引言 

拓扑绝缘体是近年来凝聚态物理中的一个

研究热点问题。其体内的能带结构与绝缘体相

同，而表面总是存在无能隙边缘态。其中 SSH 
（Su-Schrieffer-Heeger） 模型［1］是拓扑绝缘体最

基本的体系之一，人们从理论角度对该模型做

了 各 种 扩 展 ，如 考 虑 次 近 邻 跃 迁 的 SSH 模
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型［2-3］、非 厄 米 SSH 模 型［4］及 自 旋 轨 道 耦 合

（Spin Orbit Coupling， SOC）SSH 模型［5-10］等，这

些扩展模型表现出了比 SSH 模型更加丰富多

样的拓扑性质。SSH 模型因为简单性使得其能

够在各种实验系统中实现，例如半导体量子

点［11］、光子晶体［12］。随着超冷原子平台和 Fes⁃
hbach 共振技术的发展，人们可以利用光学晶格

中的超冷原子来模拟物质拓扑态［13-14］，它具有

干净可控的优点，为研究强关联的拓扑绝缘

体［2 ，13］提供了一个理想的平台。

实验上人们已在一维（1D）二聚化光学超

晶格的超冷原子中实现了 SSH 模型［15-16］，这使

得对 SSH 模型各种扩展的量子模拟成为可能。

在费米子系统中， SOC 在许多拓扑非平庸相中

起着重要的作用。人们利用一对可调谐拉曼激

光在超冷费米子系统中实现了可调制 SOC，它

是 Rashba 和 Dresselhaus 自旋轨道耦合的等权叠

加［17-18］。这种人工调制 SOC 改变了单粒子色

散关系，进而深刻影响系统的物理性质。而当

在 SSH 模型中引入该调制 SOC 时［10］，通过不

断增加 SOC 的强度和不对称性，在自旋轨道耦

合弱时，系统具有两对零模，自旋轨道耦合的

增加可使系统相变为一个具有一对零模的新拓

扑相［10］。

相互作用使得系统变得复杂，单粒子物理

图像不再适用。例如在具有 SOC 的费米原子

系统中考虑吸引相互作用时，系统可以产生奇

异的超流相，其基本原理是 SOC、Zeeman 场和 s
波相互作用可以诱导三态 p 波对［19-21］。一个很

自然问题是，在调制 SOC 效应下，排斥作用对

SSH 模型拓扑性质有什么影响，可能呈现出什

么新的物态？接下来我们研究具有 SOC 的一

维 SSH 模型的排斥费米气体。

本文主要研究密度结构因子在 SSH 模型相

变点处的行为，以及具有 SOC 的扩展 SSH 模型

中粒子排斥作用（Repulsion Particle Interactions， 
RPI）对系统的影响。强关联体系中粒子关联起

主导作用，将利用矩阵乘积态（Matrix Product 
State， MPS）方法研究上述模型。矩阵乘积态

方法适用于研究一维费米系统的基态性质。通

过 MPS 我们可以得到在开放边界条件下半填充

系统的基态能量、密度分布、纠缠谱［22-23］和冯·

诺依曼熵［24］。然后通过序参量、纠缠谱的简并

性和边缘态的存在来判断系统是否拓扑。

1 理论模型及数值方法 

对于双阱光学超晶格中双组分原子的超冷

费米气体，双阱可以被视为一个单元胞。通过

沿 x 轴方向叠加波长为 λs 和 λ l（λ l = 2λs）的两个

驻波激光，形成了每个单元胞具有两个晶格点

的 周 期 结 构 。 晶 格 势 的 形 式 为 V ( x ) =
V l sin2 ( k l x + ϕ/2 )+ Vs sin2 ( ks x + π/2 )， ks( l ) =
2π/λs( l ) 为相应的波矢量，晶格的二聚化强度可

以通过相位因子 ϕ 来控制。将双阱势中的轨道

能级作为赝自旋态，左右阱之间的双光子拉曼

跃迁诱导自旋-轨道耦合［25］。两个驻波激光沿

z 方向线性偏振，用于产生从基态到激发态的

拉曼跃迁［26］，该拉曼耦合引起的自旋翻转在实

验 条 件 下 可 以 忽 略 不 计［27-28］。 系 统 哈 密 顿

量为：

Ĥ =-∑
i，σ

[ vĉ†
A，i，σ ĉB，i，σ + wĉ†

A，i，σ ĉB，i - 1，σ + H.c. ]+

λ∑
i，σ

[ ĉ†
A，i，σ ĉB，i，-σ - ĉ†

A，i，σ ĉB，i - 1，-σ + H.c. ]+

U ∑
i

[ n̂A，i，↑n̂A，i，↓+ n̂B，i，↑n̂B，i，↓]，

（1）

其中，v 表示胞内跃迁参数，w 表示胞间跃迁参

数，一个原胞包含一对相邻格点，分别记为 A， 
B；第二项是自旋轨道耦合引起的近邻跃迁，跃

迁会引起原子自旋改变，λ 是耦合强度；第三项

为 hubbard 型的相互作用，可以通过 Feshbach 共

振 实 现［29］ ，本 文 只 考 虑 排 斥 相 互 作 用

（U > 0）。为了数值计算的方便，我们引入参

数 δ，哈密顿量可以描述为：

Ĥ =-∑
i，σ

[( t - δ ) ĉ†
A，i，σ ĉB，i，σ +

( t + δ ) ĉ†
A，i，σ ĉB，i - 1，σ + H.c. ]+

λ∑
i，σ

[ ĉ†
A，i，σ ĉB，i，-σ - ĉ†

A，i，σ ĉB，i - 1，-σ + H.c. ]+

U ∑
i

[ n̂A，i，↑n̂A，i，↓+ n̂B，i，↑n̂B，i，↓]，

（2）

其中 t - δ，t + δ 分别表示第 i 个原胞胞内和相

邻两个原胞之间的跃迁强度，对应于 v 和 w。

物质相变与哈密顿量的对称性密切相关，

该对称性在自由哈密顿量容易分析得到。自由

哈 密 顿 量 变 换 到 动 量 空 间 写 为 ：Ĥ =
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∑
k

ψ̂†
k h ( k ) ψ̂k，其中 ψ̂k = ( ĉA，k，↑，ĉB，k，↑，ĉA，k，↓，ĉB，k，↓)T

称 为 南 部 旋 量 ，h ( k ) =-2 [ t ( cos ka )σx +
( δ sin ka + λτx sin ka )σy ]。 泡 利 矩 阵 σx，σy 是 子

晶格有效自旋表示，τx 是自旋泡利矩阵。h ( k )
满足手征对称性：-h ( k ) = Iσzh ( k )σz I（I 为 4 ×
4 单位矩阵），以及时间反演对称性和粒子-空

穴对称性［2］。但只有手征对称性在相互作用存

在时得以保留。自由粒子情况下，自旋轨道耦

合解除了布洛赫能带的简并，系统出现四条能

带，通过调整自旋轨道耦合的强度和不对称

性，只有被占据带的上带和未被占据带的下带

之间的能隙可以闭合，发生拓扑平庸相到非平

庸相或非平庸相到平庸相的转变，因此系统会

出现两种相，在参数 δ 大于零情况下分别是具

有一对或两对零能态的拓扑非平庸相，小于零

时两个相则分别为拓扑非平庸相和平庸相［2］。

由此出发我们考虑在多体问题中引入排斥相互

作用，研究排斥作用增强破坏拓扑后系统可能

的物态。

密度矩阵乘积态是量子多体物理学领域里

的概念，本质上是一个变分 Ansatz 波函数，相当

于一维的张量网络态。因此 MPS 方法是一种

变分方法，是对量子态的描述，通过奇异值分

解将 N 阶张量分解成 N 个三阶张量，每个纯态

态矢对应地变为一个 MPS，也就是说任意量子

态都可以精确转化成 MPS 的形式，此为 MPS
最核心的内容。具有 N 个格点的一维链波函数

可以用 MPS 方法描述为：

ψ =∑
σ

Aσ1
1 Aσ2

2 ⋯AσN
N σ 。 （3）

这里引进了一个可以通过矩阵维度 M 控制

的近似值，全量子态参数的指数增长数被有效

地截断为一个包含在 M × M 维矩阵 Aσi
i 中的多

项式数 ∝ NM 2。

MPS 方法的流程是根据哈密顿量对矩阵乘

积态进行局部最优化变分，从第一个张量开

始，将除了第一个张量之外的部分缩并求得最

低本征态，对每一个张量重复此过程直到其收

敛 ，进 而 找 到（近 似）基 态 。 单 格 点 的 优 化

如下：

∂
∂A*

i

( ψ H ψ - λ[ ψ|ψ - 1] )。 （4）

接下来用 MPS 方法研究哈密顿量（2）所描

述的系统，分析其所有可能的相。考虑半填充

情况，选用开边界条件（OBC），跳跃常数 t 作为

能量单位，二聚强度为 δ =±0.5，保留 300 个截

断状态和 30 次扫描，从而最大截断误差低于

10-6。无特殊说明情况下，系统尺寸均为 L =
30（60 个格点）。我们主要计算了结构因子、密

度分布等，以此分析相变类型及特点。

2 结果与分析 

2.1　密度结构因子　

我们尝试用密度结构因子来表征相变。单

粒子 SSH 模型的拓扑参数 δ < 0，系统处于拓

扑平庸相；参数 δ > 0，系统处于拓扑非平庸

相；参数 δ = 0 是相变点。我们研究半填充时

多体 SSH 模型的密度结构因子在相变点的行

为 。 密 度 结 构 因 子 定 义 为 Sdensity ( k ) =
1

2L ∑
r，r '

eik ( r - r ') ( n̂r n̂r' - n̂r n̂r' )，参 数 δ 为 负

时，系统处于能带绝缘相，密度结构因子峰值

Sdensity ( π ) 汇聚到 1 附近；参数 δ 为正时，系统处

于拓扑能带绝缘相，Sdensity ( π ) 汇聚到 0.966 7 附

近，如图 1（a）；在相变点峰值有一个突变点，如

图 1（b），峰值随参数 δ 的变化行为对应着拓扑

相变，说明密度结构因子可以用来表征相变。

继而我们考察峰值在相变点的行为与尺寸的关

系，随着尺寸增大，在相变点突变消失，取而代

之的是奇异性，说明尺寸的增大不影响密度结

构因子峰值在相变点的反常变化，仅改变了其

表现形式，如图 2。当系统只考虑自旋轨道耦合

时，随着 SOC 强度的变化，相变点仍然是突变形

式；只考虑排斥粒子相互作用时，相变点的突变

特性变成奇异性；同时考虑 SOC 和 RPI 时，在强

粒子排斥相互作用情况下，随着 SOC 强度的变

化，相变点的突变消失，峰值在整个参数区间连

续变化，因而无法判断相变点的位置，此时只能

通过纠缠熵纠缠谱的变化来判断相变。

2.2　局域密度分布及序参量　

为了更准确更直观反映系统基态性质，我

们 引 入 局 域 密 度 分 布 和 密 度 波（Density 
Waves， DW）序参量。局域密度分布定义为第

i 个格点占据的平均粒子数：n = ∑σ =↑，↓
n̂i，σ ，
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而密度波序参量定义为：Δ = 1
N ∑i

(-1)ini，它

可以刻画相邻格点粒子数的分布变化。参数 δ
为负时，在 SOC 较弱、排斥相互作用有限的条

件下，其局域密度分布呈均匀分布，平均值为

1，系统一直处于 BI-MI（Band-Mott Insulator，能
带 -莫特绝缘）相，如图 3（a）。而在强 SOC 条

件下，局域密度分布在边界上出现明显的边界

态特征，在链内部均匀分布，平均值为 1，系统

处于具有一对非零能边缘态的 TBI-TMI1（To⁃
pological Band-Mott Insulator 1，拓扑能带 -莫特

绝缘 1）相，见图 3（b）；随着排斥相互作用的增

大，局域密度分布呈现出均匀的振荡行为，系

统进入 DW 相，如图 3（c）所示。参数 δ 为正情

况下系统的相与参数 δ 为负基本相同，仅仅是

平庸相 BI-MI 在参数 δ 为正时是具有两对零能

边缘态的 TBI-TMI2（Topological Band-Mott In⁃
sulator 2，拓扑能带-莫特绝缘 2）相。局域密度

清晰展现了拓扑非平庸相和平庸相的区别，即

边界有无边缘态存在，进一步确定平庸相为

BI-MI 相和 DW 相。

密度波序参量 Δ 不为零表明系统处在 DW
相，当从零突变到非零有限值时，说明系统发

生了相变。因此接下来我们研究排斥相互作用

和自旋轨道耦合对该序参量的影响，首先固定

自旋轨道耦合强度 λ = 1.2，参数 δ = 0.5，计算

了序参量随排斥相互作用变化的情况，如图 4
（a），随着排斥相互作用强度 U 的增大，序参量

由零突变到非零，在 U 较大时才趋于消失；而

当我们固定 U = 10，δ = 0.5，改变自旋轨道耦

合强度，系统序参量随 λ 的增大也呈现出由零

突变到非零的特性，同样在其强度较大时序参

量趋于消失，如图 4（b）所示。这进一步表明，

DW 相在 λ/t - U/t 平面较大的参数区间呈现稳

定振荡。

上面我们讨论 DW 相是在有限尺寸下进行

的，那么在热力学极限下 DW 相是否还存在？

为了研究这个问题，我们对多个尺寸下的序参

图1　密度结构因子及其峰值与参数δ的关系

（a） 当U = 0时，密度结构因子在不同参数δ下随k/π的变化，其峰值在参数δ > 0和δ < 0时分别汇聚到不同的点，其他参数：

λ = 0；插图为密度结构因子在k/π接近于1时的局部放大图；（b） 峰值Sdensity ( π )随参数δ的变化

Fig.  1　The relationship between density structure factor and its peak value and the dimerization parameter δ 

(a) When U = 0, the density structure factor changes with k/π under different parameters δ, and its peak values converge to different 

points at parameters δ > 0 and δ < 0, respectively.  Other parameters: λ = 0; The inset is a local magnification of the density struc‐

ture factor when k/π is close to 1; (b) The peak Sdensity ( π ) varies with parameter δ

图2　当U = 0时，不同尺寸下峰值Sdensity ( π )随δ的变化，参数：

λ = 0
Fig.  2　When U = 0, the change of peak Sdensity ( π ) with δ at 

different sizes, parameter: λ = 0
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量做了拟合，同时也计算了小尺寸自旋向上向

下的局域密度分布，如图 5；通过多项式拟合，

我们发现在大尺寸（热力学极限）下，序参量趋

于有限值，这表明在热力学极限下，DW 相仍然

存在稳定振荡，在实验上可观测。在小尺寸

（L = 60）下，自旋向上向下局域密度分布高度

重合，自旋轨道耦合的存在并未影响系统两组

分的局域密度分布。

图3　不同相的局域密度分布

其他参数为：（a） λ/t = 0. 3、U/t = 5和δ/t =-0. 5； （b） λ/t = 0. 8、U/t = 2. 0和δ/t = 0. 5； （c）λ/t = 1. 2、U/t = 10和δ/t = 0. 5
Fig.  3　Local density distribution of different phases

other parameters: (a) λ/t = 0. 3,U/t = 5, and δ/t =-0. 5; (b) λ/t = 0. 8,U/t = 2. 0 and δ/t = 0. 5; 
(c) λ/t = 1. 2,U/t = 10, and δ/t = 0. 5

图4　密度波序参量随体系参数的变化

（a） 当λ = 1. 2和δ = 0. 5时，密度波序参量随排斥相互作用强度的变化；（b） 当U = 10和δ = 0. 5时，密度波序参量随自旋轨

道耦合强度λ的变化

Fig.  4　The change of density wave sequence parameters with system parameters

(a) When λ = 1. 2 and δ = 0. 5, variation of density sequence parameters with repulsion interaction intensity; (b) When U = 10 and 

δ = 0. 5, the density sequence parameter changes with the spin-orbit coupling intensity λ
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2.3　相图　

系统同时存在排斥相互作用和自旋轨道耦

合时，两者会有竞争作用。我们考察了不同参

数 δ 下，同时改变自旋轨道耦合强度和粒子排

斥相互作用强度时系统相的变化，并确定了相

图，相边界由纠缠熵纠缠谱确定。无粒子排斥

相互作用情况下，能带绝缘体的拓扑可以由拓

扑不变量 Z = ϕZak/π 来描述，ϕZak 定义为占据的

布洛赫态［30］。Z = 0，1 对应于开放边界条件下

的一对和两对零能量边缘状态。在弱相互作用

区域，系统仍然具有 U (1) 对称性和手征对称

性，无隙边缘模仍然存在。而在自旋轨道耦合

较大、相互作用足够强时，则手征对称性自发

破缺，系统发生相变，出现密度波相。我们给

出了在 λ/t - U/t 平面参数 δ 分别为正和负的相

图，如图 6 所示。对于参数 δ 为负的情况，强自

旋轨道耦合诱导出一个具有一对非零边缘态

（Z = 1）的新的拓扑相，随着相互作用强度的

增加，该相由拓扑能带绝缘相逐渐演化为拓扑

莫特绝缘相。在弱自旋轨道耦合情况下，随着

相互作用强度的增加，系统一直处于拓扑平庸

绝缘相，而在强自旋轨道耦合和强排斥相互作

图6　不同参数相图

（a） 在δ =-0. 5参数下，自旋轨道耦合和排斥作用竞争下的相图；（b） 在δ = 0. 5参数下，自旋轨道耦合和排斥作用竞争下的相图

Fig.  6　Phase diagram with different parameters

(a) Phase diagram under spin-orbit coupling and repulsion interactions competition with the parameter δ =-0. 5; (b) Phase dia‐

gram under spin-orbit coupling and repulsion interactions competition with the parameter δ = 0. 5

图5　序参量和密度分布

（a） 序参量随尺寸的变化，参数：U = 10、 λ = 1. 2和δ = 0. 5；（b） 自旋向上/向下密度分布，参数同上

Fig.  5　Order parameter and density distribution

(a) The sequence parameter changes with size, parameter: U = 10, λ = 1. 2, and δ = 0. 5; (b) Spin up/down density distribution, 

same as above
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用参数区间，我们发现了密度波相。当参数 δ
大于零时，相图与参数 δ 为负的情况基本相同，

但是在弱自旋轨道耦合机制下，随着排斥相互

作用的增强，系统处于具有两对非零能模（Z =
2）的边缘态 TBI-TMI2。

3 结论 

本文通过数值计算方法，研究了 SSH 模型

中密度结构因子峰值处的行为和扩展 SSH 模

型中的量子相变，发现密度结构因子峰值在相

变点会出现明显的突变或者奇异点行为。在具

有 SOC 和 Hubbard 排斥作用的扩展 SSH 模型

中，参数 δ 大于零时，我们发现在 SOC 强度较

大的区间，强排斥作用使得系统基态手征对称

性自发破缺，在两者竞争作用下，将会导致系

统产生一个新的拓扑平庸相（DW 相）。此外，

排斥作用和 SOC 过大都会抑制 DW 相趋于消

失。参数 δ 小于零时，不同参数区间系统分别

处于 BI-MI 和 TBI-TMI1 相，而在 SOC 和排斥作

用都比较大的区域，同样出现 DW 相，相图结构

与参数 δ 大于零时基本相同。DW 相的粒子数

密度分布呈现均匀振荡，自旋向上向下的粒子

数密度分布也分别呈现出均匀的振荡并且完全

重合。
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