
山西大学学报（自然科学版）47（4）：792−803，2024
Journal of Shanxi University（Nat. Sci. Ed.）
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摘 要：本文研究了在位无序、跃迁无序、超导配对无序和这三种无序都有的完全无序对 Kitaev 模型拓扑特性、态

密度（DOS）和局域化性质的影响。这种影响可能会诱发新的拓扑相，也可能使已有的拓扑特性消失。通过对比

DOS 和拓扑相图的结果，发现 DOS 中存在零模峰并不能作为探测拓扑相变的证据。最后以在位无序效应为例，分

析了有限尺寸情况下的Kitaev模型的局域化性质。
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Abstract: In this paper, we study the topological properties, the density of states (DOS), and the localization properties of the Kitaev 

mode with the on-site disorder, the hopping disorder, the superconducting pairing disorder, and the full disorder, which includes all 

the above three disorders. These disorder effects may induce topologically nontrivial phases or destroy topologically nontrivial prop‐

erties. We also compare the DOS with the topological phase diagram, and find that the existence of the zero-energy peak cannot be 

used as a proof in the experimental detection. Finally, we study the localization properties of the Kitaev mode with the on-site disor‐

der effect as an example in finite-size cases.
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0 引言 

Majorana 费米子是意大利物理学家 Majora⁃
na Ettore［1］于 1937 年通过改写 Dirac 方程提出的

一种奇特粒子。它与 Dirac 费米子的性质有所不

同，它的反粒子是其本身且呈电中性。作为非

阿贝尔任意子［2］的一种，Majorana 费米子在受到

环境干扰时能够保持鲁棒性且能够免疫退相干

的影响，利用这种特性有望实现容错型拓扑量

子计算［3-4］。由于拓扑量子计算的巨大应用前

景，科学家们不遗余力地在各种模型中寻找这

种费米子，已经成为一个重要的研究方向。

在最初的实验上，人们通过对超导体纳米线

的研究认为，量子化的零偏压电导峰是 Majorana
费米子出现的标志［5-9］。通过提高样品的品质，

实验测得费米面处于零能附近的电导率已经接

近于 2e2 h［10］。然而，随着研究的深入，人们在无

Majorana 费米子的系统中同样也发现了零偏压

的电导峰［11-15］，因此用零偏压电导峰来验证 Ma⁃
jorana 费米子存在的方法受到了质疑。最近的

实验［11，16-21］表明，无序效应是干扰实验探测 Ma⁃
jorana 费米子的重要原因。可见考虑无序效应

在拓扑超导系统中的影响具有重要的意义，这

为探寻 Majorana 费米子提供了新的思路。

鉴于 Kitaev 模型中极有可能存在 Majorana
费米子这一奇特粒子，所以该模型被视为寻找

Majorana 费米子的一个范式模型，凝聚态物理

学家们从未停止研究该模型的相关物理性质。

最近，人们讨论了 Kitaev 模型［22］在（准）周期调

制下的拓扑量子相变行为［23-26］，而 Das Sarma 等

则将 Kitaev 模型的理论结果与实验模型联系起

来，通过对比 Kitaev 模型以及实验上与之相对

应的纳米线指出，不同强度的在位随机无序调

制会对二者产生相似但不尽相同的影响［27-34］。

这些研究表明无序效应将极大地影响超导系统

中的拓扑性质，从而造成实验观测量如态密度

（density of states， 简记为 DOS）［15 ，35-36］的不准

确。DOS 作为实验可测的物理量，是检测实验

上拓扑态存在的重要手段［37-38］，但在实际的实

验中，由于各种实验参数的不确定因素，例如

温度、外加磁场和材料本身存在的杂质、缺陷

等，将不可避免地引入无序效应，造成 DOS 的

测量存在一定的误差［27 ，34］，这种无序效应可能

体现在理论计算模型的对角和非对角项上。本

文将讨论不同位置的无序效应在 Kitaev 模型中

对 DOS 和拓扑相图的影响，全面地分析在不同

参数下，DOS 作为一种实验检测拓扑态的常用

手段［37-38］，所产生的效果差异，及具有随机无

序的一维 Kitaev 模型的局域化性质。

1 理论模型 

本文考虑具有随机无序的一维 Kitaev 模

型，其哈密顿量可以写为：

 Ĥ =∑
i
[ ]( )-ti ĉ†

i ĉi + 1 + Δiĉi ĉi + 1 + H.c. + μin̂i ，（1）

其中 ĉ†
i ( ĉi) 是费米子的产生（湮灭）算符，n̂i =

ĉ†
i ĉi 是粒子数算符。这里的无序效应分别为跃

迁无序、超导配对无序、在位无序，其相应的参

数 为 ： ti = t0 + t1ωi，Δi = Δ0 + Δ1ω'i 以 及 μi =
μ0 + μ1ω″i ，其中 ω，ω' 和 ω″是从 ( - 1，1) 中生成

的随机数，t0，Δ0 和 μ0 分别对应于纯净系统中的

跃迁强度，超导配对强度和在位势强度，而 t1，

Δ1 和 μ1 分别控制跃迁项，超导配对项和在位势

能项中的无序强度。通过 Bogoliubov-de Gennes
（简记为 BdG） 变换［39］，系统的哈密顿量可写为：

Ĥ= 1
2 Ĉ†ĤBdGĈ，其中，Ĉ = ( ĉ1，⋯，ĉL，ĉ†

1 ，⋯，ĉ†
L ) T

，

变换后的 BdG 哈密顿量写成矩阵的形式为：

Ĥ BdG = ( )ĥij Δ̂ij

-Δ̂ij -ĥij

， （2）

其中

ĥij =-ti(δj，i + 1 + δj，i - 1)+ μiδji，

Δ̂ij =-Δi(δj，i + 1 - δj，i - 1)。
通过对角化 BdG 形式的哈密顿量可以得到准

粒子的本征能量及其相应的本征态。此 BdG
方程满足粒子 -空穴对称性，系统的能谱关于

零点分为上下两个对称的部分。定义所有负的

准粒子能态被填满的情况为系统的基态。本文

固定 t0 = 1，Δ0 = 0.5 以及格点数 L = 200，在研

究系统拓扑相变部分采用开边界条件，而在研

究系统局域化行为部分为了消除边界效应对局

域化特性的影响采用周期边界条件进行讨论。

当 t1 = Δ1 = μ1 = 0 时，模型（1）可以退回到

Kitaev 于 2003 年提出的原始 Kitaev 模型［22］，它

被认为是寻找 Majorana 费米子的一个范式模
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型。图 1（a）展示了开边界条件下系统在纯净

模式下的能谱随在位势能 μ0 的变化情况。当

在位势能处于 | μ0 |< 2 时，系统中存在非平庸的

零模，Majorana 边界态对应于处于能隙中的零

能解。而实验上可以通过测量 DOS 中的零能

峰值来检测拓扑零模的存在与否［5 ，40-43］。DOS

可以由谱定理给出：ρ (E ) =- 1
π Im{Tr [ Ĝ+(E +

i0+) ] }，这里 Ĝ+(E ) = (E - Ĥ )-1
。本文在开边

界条件下对 DOS 的具体计算过程可参见附录

A。图 1（b）展示了纯净情况下系统的全能谱

DOS。可以看出，当在位势 μ0 = 0 时，零能处

（En = 0）DOS 为一个有限值，表明此时零能态

的存在，而在 μ0 = 3 时，DOS 零能峰消失。这

一结论与图 1（a）能谱图中所反映的零模情况

相符。值得注意的是，图中那些较大的 DOS 峰

值说明此处的准粒子简并度大，系统的对称性

好，这也正好反映了系统的有序特性［44］。然

而，对于无序体系而言，全能谱 DOS 存在非零

值的零能峰并不一定意味着存在具有非平庸拓

扑性质的 Majorana 零模，这将在后文的数值结

果中体现出来。

为了进一步表征拓扑超导系统的拓扑性

质，可以利用散射矩阵的方法来计算 Z2 拓扑不

变量［35 ，45-47］，此方法同样适用于存在无序调制

时系统缺乏平移对称性的情况。此时系统的散

射矩阵 S与在费米能级 EF = 0 处的入射和反射

波的振幅相关，它由两个反射矩阵 R和 R'以及

两个透射矩阵 T和 T '构成，其形式如下：

S= ( )R T '
T R'

， （3）

其中 R和 T表示从左端入射所得到的反射和透

射矩阵，而 R'和 T '表示从右端入射的反射和透

射矩阵，R、T、R'和T '矩阵的维度为 2 × 2 的，即

散射矩阵为 4 × 4 的。系统的 Z2 拓扑不变量定

义为 Q = sgn [Det (R) ]。当 Q =+1 时，系统处

于拓扑平庸相，当 Q =-1 时，系统处于拓扑非

平庸相，对应于开边界条件下的 Kitaev 链两端

存在非平庸的 Majorana 零模。散射矩阵（3）式

可以通过该系统的零能传输矩阵 M͂ i 给出，它被

定义为：

( )t̂ iΦi

Φi + 1
= M͂ i( )t̂ †

i - 1Φi - 1

Φi

， （4）

其中

M͂ i = ( )0 t̂ †
i

-t̂-1
i -t̂-1

i λ̂i

， （5）

t̂ i =-tiσ̂z + iΔiσ̂y，λ̂i = μiσ̂z，σ̂y 和 σ̂z 是 泡 利 矩

阵。由于超导系统具有粒子 -空穴对称性，每

个格点位置波函数 Φi 需要由粒子和空穴部分

做线性组合得到，其线性组合系数分别为 ui 和

vi，因此设 Φi = (ui，vi) T
表示第 i 个格点上的二

分量波函数，这时传输矩阵为 4 × 4 的矩阵，总

的传输矩阵为 M͂= M͂L M͂L - 1⋯M͂2 M͂1。利用幺

正变换，把总的传输矩阵写到新的基矢下：

M=U† M͂U，U= 1
2 ( )I I

iI -iI ， （6）

其中 I为 2 × 2 的单位矩阵。在新的基矢下，可

以容易地得到透射、反射矩阵与总转移矩阵的

关系为：

(T0 )=M ( )IR ，(R'
I )=M ( )0

T '
， （7）

由总转移矩阵M，得到反射矩阵 R，从而计算出

拓扑不变量 Q（见附录 B）。图 1（c）展示了纯净

Kitaev 模型的 Z2 拓扑不变量随 μ0 的变化。可以

看出在 | μ0 |< 2 的区域中，系统的拓扑数 Q =
-1，对应于能谱图 1（a）中存在非平庸零模的

区域。

零能态的李雅普诺夫指数（Lyapunov expo⁃
nent， 简记为 LE） ［27 ，48-52］作为一个重要的物理

量也能够定义系统的拓扑性质，它被定义为

γ = lim
L → ∞

ln ( M )。其中， M 表示对矩阵M
取 范 数 ，零 能 态 时 的 总 转 移 矩 阵

M   =M   LM   L - 1⋯M    2M   1，其中（见附录 C）

M  i = ( )μi

ti + Δi

Δi - 1 - ti - 1

ti + Δi

1 0
， （8）

当 γ > 0 时，系统处于拓扑平庸相，γ < 0 时系

统处于拓扑非平庸相，γ = 0 时，即为拓扑相变

点［27 ，49］。图 1（d）展示了零能态的 LE γ 随在位

化学势 μ0 变化的情况。可以看到在 | μ0 |< 2 的

区域内，零能态的 LE γ 为负值时，表明此时系

统处于拓扑非平庸相。零能态的 LE γ 为正值
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时，系统处于拓扑平庸相。零能态的 LE γ 值为

零时，对应于系统的拓扑相变点。

接下来，本文将分别讨论在位无序、跃迁无

序、超导配对无序以及完全无序对零能态以及

拓扑相图的影响，并且讨论无序效应对系统局

域化性质的改变。不失一般性，文中绘制的拓

扑相图均进行了 100 次无序平均，而全能谱

DOS 以及 2.5 节中反映系统局域化性质的所有

数值结果则是在 5 000 次无序平均下得到的。

2 结果分析与讨论 

2.1　在位无序效应对拓扑相变的影响　

本节将讨论在位无序效应（即 μ1 ≠ 0，t1 =
Δ1 = 0）对 Kitaev 模型拓扑性质的影响。图 2
（a）展示了固定 μ0 = 0 时，对应于不同 μ1，系统

全能谱 DOS 的变化情况。与图 1（b）中纯净情

况下的 DOS 曲线相比，引入无序效应的 DOS 曲

线最大值都明显降低但能量的分布范围（能

带）有所加宽，意味着态的总数目不变，系统有

序变无序。而对于弱无序（μ1 = 1，2），体系准

粒子态的能量本征值不再像纯净模型那样集中

在四个主要的峰值上，而是原来在零能两侧没

有峰值的地方出现了 DOS 值较大的“平台”，这

说明准粒子结构发生了变化，由原来的扩展态

变成局域态。也就是说，准粒子态简并减小且

在整个能区展宽，能带结构逐渐消失。随着无

序强度 μ1 的增大，能量分布范围持续加宽，

DOS“平台”高度逐渐降低，而较强无序调制下

（μ1 = 3，4）的最大峰值数均减小至一个且位于

能区中间，即准粒子逐渐局域到零能量附近，

这是因为结构的稳定取向总是使能量最小，这

可 以 获 得 系 统 的 最 小 能 量 ，趋 向 结 构 稳

定［53-54］。不难发现，图中不同无序强度下的

DOS 都具有零能峰，而此时系统是否都处于拓

扑非平庸相，存在非平庸的 Majorana 零模？

在开边界条件下，随着无序的增强，系统的

拓扑相图可以由 Z2 拓扑不变量和零能态的 LE
得出。如图 2（b）的蓝色区域展示的是系统的

拓扑非平庸相区，与之对应的黄色区域则是拓

扑平庸相区，而中间的渐变色，是数值计算 Z2

时做了 100 次无序平均所导致的。正如上节所

述，另一个定义拓扑的重要物理量为零能态的

LE，当 γ 发生符号转变时，对应于系统经历一

个拓扑相变，此时即可确定拓扑相边界，图 2
（c）正是由 γ 在零值附近随 μ0 和 μ1 变化的情

况，其对应于拓扑相边界，显然该边界与图 2
（b）中所算得的相边界吻合。从图 2（b）和 2
（c）中可以发现，在拓扑非平庸区（| μ0 |< 2），系

图1　开边界条件下的纯净系统的情况

（a） 随在位势μ0变化的能谱； （b） μ0 = 0和3时系统全能谱的DOS； （c） 随在位势μ0变化的Z2拓扑不变量Q和 （d） 
LE γ， 这里， t1 = Δ1 = μ1 = 0， t0 = 1， Δ0 = 0. 5及L = 200

Fig.  1　The cases of the clean system under open boundary conditions

(a) Energy spectrum as the function of μ0; (b) DOS for the system with μ0 = 0 and 3; (c) Z2 topological invariant Q and (d) 

the LE γ with the variation of the on-site potential μ0, respectively.  Here, t1 = Δ1 = μ1 = 0, t0 = 1, Δ0 = 0. 5 and L = 200
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统的拓扑非平庸性质对在位势上的弱无序调制

具有一定的鲁棒性，而随着无序的增强，系统

会发生拓扑相变，原来的拓扑非平庸特性逐渐

消失，并且在原先纯净系统的相变点附近的拓

扑平庸区，无序效应将会诱导出新的拓扑非平

庸相［28-29 ，32-33］。数值结果表明，在强无序情况

下，系统已完全处于拓扑平庸相，因此图 2（a）
中的零能峰不再能准确反映系统存在非平庸零

模的情况，更多反映出的是系统准粒子趋于零

能附近的一种分布。

2.2　跃迁无序效应对拓扑相变的影响　

本节将讨论跃迁无序效应（即 t1 ≠ 0，μ1 =
Δ1 = 0）对 Kitaev 模型拓扑性质的影响。跃迁

无序效应情况下的全能谱 DOS（图 3（a））与 2.1
节 所 讨 论 的 情 况 类 似 ，固 定 μ0 = 0，取 t1 =
1，2，3，4。 与 在 位 无 序 效 应 情 况 下 的 全 能 谱

DOS 不同的是，跃迁无序效应的引入使得准粒

子 DOS 能 区 更 宽 ，而 在 较 强 无 序 时

（t1 = 2，3，4），准粒子更加趋向于集中在零能量

附近，峰值更大，说明跃迁无序效应对准粒子

能态密度分布的影响比在位无序的情况更大。

这是因为在位无序与成分无序相对应，而跃迁

无序与格点位置有着密切的关系，当体系周期

性结构或周期性势场发生破缺，哈密顿量的跃

迁项无序变化，即跃迁无序实际上对应着拓扑

无序或者说结构无序［55-56］，其对 DOS 的影响往

往比仅存在在位无序效应时更大［53-55］。

图 3（b）和图 3（c）展示了 Kitaev 模型随着

在位化学势 μ0 和跃迁无序强度 t1 变化的拓扑相

图，其中图 3（b）对应于 Z2 拓扑不变量的情况，

而图 3（c）为 γ → 0 的分布情况，它对应于拓扑

相边界。可以看出，在 | μ0 |< 2 且 μ0 ≠ 0 的拓扑

非平庸区，系统的拓扑性质对弱无序具有一定

的鲁棒性，但随着无序的增强，系统会发生拓

扑相变，即原来的非平庸拓扑特性会随着无序

的增强而消失，与在位无序效应情况相比消失

速度明显加快，这表明跃迁无序效应对系统拓

扑特性的影响要比在位无序效应的影响大，同

时跃迁无序效应在拓扑平庸区（| μ0 |> 2）也会

诱发出新的拓扑非平庸相。

值得注意的是，在 μ0 = 0 时，强跃迁无序并不

会破坏系统的非平庸拓扑性质。由参考文献［45，
47-48］及附录 C 易知，t1 ≠ 0，μ1 = Δ1 = 0 时，系统

零能处第 i格点波函数Ψi 的差分方程为：

(Δ0 + ti)Ψi + 1 + μ0Ψi - (Δ0 - ti - 1)Ψi - 1 = 0，（9）
当 μ0 = 0 时 ，上 式 可 写 为 ：(Δ0 + ti)Ψi + 1 -
(Δ0 - ti - 1)Ψi - 1 = 0，整理后可解得奇格点的波

函数：

Ψ2i + 1 =∏
i = 1

L Δ0 - ti - 1

Δ0 + ti
Ψ1， （10）

则在热力学极限下（L → ∞），零能态的 LE 可

由下式给出［57］：

γ = max é
ë
êêêê lim

L → ∞

1
L

ln |Ψ2i + 1 |
ù
û
úúúú=

lim
L → ∞

1
L ∑i = 1

L ( )ln || Δ0 - ti - 1 - ln || Δ0 + ti ，

（11） 

伯克霍夫遍历定理中指出可利用系综平均值的

方法将上式化为积分形式：

图2　开边界条件下具有在位无序效应的情况

（a） μ0 = 0时，全能谱DOS随不同无序强度μ1的变化；（b） 
Z2拓扑不变量Q随着无序强度μ1和在位势μ0的变化，图中

颜色代表Q的大小；（c） 趋于零的LEγ随着无序强度μ1和在

位势μ0的变化，图中颜色代表γ的大小。这里，μ1 ≠ 0， t1 =
Δ1 = 0， t0 = 1， Δ0 = 0. 5及L = 200

Fig.  2　The cases of the system with on-site disorder poten‐

tials under open boundary conditions

(a) DOS with μ0 = 0 for different μ1; (b) Z2 topological invari‐

ant Q as a function of disorder strength  μ1 and on-site potential 

μ0.  The color code represents the values of Q; (c) the values of 

the LE of approaching zero as a function of disorder trength μ1 

and on-site potential μ0.  The color code represents the values 

of γ.  Here, μ1 ≠ 0, t1 = Δ1 = 0, t0 = 1, Δ0 = 0. 5 and L = 200
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γ =∫
-1

1
dω (ln | Δ0 - t0 - t1ωi - 1 |-

ln | Δ0 + t0 + t1ωi | )，
（12）

利用积分公式

∫xm ln ( )a+bx dx=

1
m+1

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úxm+1-( )-a m+1

bm+1 ln ( )a+bx +

1
m+1 ∑k=1

m+1 ( )-1 k xm-k+2ak-1

( )m-k+2 bk-1 ，

（12）式可被精确求解得：

γ = ln || Δ0 - t0 - t1
1 + t0 - Δ0

t1 || Δ0 - t0 + t1
1 - t0 - Δ0

t1

|| Δ0 + t0 + t1
1 + t0 + Δ0

t1 || Δ0 + t0 - t1
1 - t0 + Δ0

t1

，

（13）
其中当 t0 = 1，Δ0 = 0.5 时，γ 与 t1 之间的关系曲线

如图 3（d），可见随着跃迁无序的增强，零能态的

LE 曲线逐渐趋向于零轴 γ = 0 但却未越过，因而

可以判定 μ0 = 0 时，跃迁无序效应无法破坏系统

的拓扑非平庸性质，这与数值结果相对应。

通过对比图 3（a）的 DOS 结果与图 3（b）的

拓扑相图，发现在弱无序（t1 = 1）情况下，DOS

的零能峰值较小，与拓扑相图对应。随着无序

强度的增强，DOS 零能峰始终存在，似乎与化

学势 μ0 = 0 处拓扑零模对跃迁无序具有强鲁棒

性相吻合。然而在强无序情况下零能峰值稳定

在一个较大的值，这可能是由跃迁无序造成

的。对比于在位无序，跃迁无序使得零能附近

出现更多的简并态，从而使得 DOS 出现更大的

零能峰值。此时可以看出除了 μ0 = 0 时，绝大

多数情况 DOS 已经不能准确反映体系一定存

在拓扑零模。

2.3　超导配对无序效应对拓扑相变的影响　

本 节 讨 论 超 导 配 对 无 序 效 应（ 即

Δ1 ≠ 0，μ1 = t1 = 0）对 Kitaev 模型拓扑性质的影

响。取 μ0 = 0，Δ1 = 1，2，3，4 时，超导配对无序

效应情况下的全能谱 DOS，如图 4（a）所示，它

展示了与跃迁无序效应相类似的行为，特别

是，对应于不同的 Δ1，零能附近均出现了非零

值的能态密度。

与跃迁无序效应类似但不尽相同，在超导

配对无序效应情况下，从 Z2 不变量（图 4（b））
和零能态的 LE 在零值附近的分布（图 4（c））随

图3　开边界条件下具有跃迁无序效应的情况 
（a）μ0 = 0时，全能谱DOS随不同无序强度 t1的变化；（b）Z2拓扑不变量Q随着无序强度 t1和在位势μ0的变化，

图中颜色代表Q的大小；（c） 趋于零的LEγ随着无序强度 t1和在位势μ0的变化，图中颜色代表γ的大小；（d）
μ0 = 0时，γ与 t1之间的关系曲线。这里，t1 ≠ 0， μ1 = Δ1 = 0， t0 = 1， Δ0 = 0. 5及L = 200

Fig.  3　The cases of the system with disordered hopping terms under open boundary conditions

(a) DOS with μ0 = 0 for different t1; (b) Z2 topological invariant as a function of disorder strength t1 and on-site potential 

μ0.  The color code represents the values of Q; (c) the values of the LE γ of approaching zero as a function of disorder 

strength t1 and on-site potential μ0.  The color code represents the values of γ; (d) γ as a function of t1 for μ0 = 0.  Here, 

t1 ≠ 0, μ1 = Δ1 = 0, t0 = 1, Δ0 = 0. 5 and L = 200
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着 μ0 和超导配对无序强度 Δ1 变化的情况中容

易看出，在 | μ0 |< 2 且 μ0 ≠ 0 的拓扑非平庸区，

系统对弱无序具有一定的鲁棒性，但随着无序

的增强，系统会发生拓扑相变，即原来的拓扑

特 性 逐 渐 消 失 。 然 而 在 拓 扑 平 庸 区（即

| μ0 |> 2），超导配对无序效应并不会诱导出非

平庸的拓扑。通过研究发现超导配对无序与跃

迁无序在 μ0 = 0 时对拓扑性质也具有类似的行

为，利用 2.2 节中相同的解析方法可以得到零

能态的 LE 解为

γ = ln || Δ0 - t0 + Δ1
1 + Δ0 - t0

Δ1 || Δ0 - t0 - Δ1
1 - Δ0 - t0

Δ1

|| Δ0 + t0 + Δ1
1 + Δ0 + t0

Δ1 || Δ0 + t0 - Δ1
1 - Δ0 + t0

Δ1

。

（14）
图 4（d）展示了在 t0 = 1，Δ0 = 0.5 时，γ 随

超导配对强度 Δ1 的关系曲线，可以看出在 μ0 =
0 时，无论超导配对无序多强，系统始终处于拓

扑非平庸相。

通过对比图 4（a）的 DOS 结果与图 4（b）的

拓扑相图，发现具有超导配对无序情况下的

DOS 结果与跃迁无序情况相类似，除了 μ0 = 0

等特殊情况，大多数 DOS 零能峰值不能够准确

反映体系的拓扑性质，单以 DOS 的结果不能作

为拓扑零模存在的证据。

2. 4　完全无序效应对拓扑相变的影响　

这一小节讨论系统的在位项、跃迁项、超导

配对项以一定比例加入无序调制的完全无序效

应（即  μ1 = 2t1 = 2Δ1 = V）对系统拓扑性质的

影响。图 5（a）展示了 μ0 = 0，V 取不同值时，完

全无序效应情况下的全能谱 DOS。与前面几

节的讨论类似，在无序的影响下，准粒子逐渐

局域到零能附近，体系结构趋向稳定。而完全

无序情况下和仅考虑跃迁（或超导配对）无序

情况下的准粒子 DOS 分布相似，主要体现跃迁

（或超导配对）无序的特征，例如在图 5 中，能区

宽度和 V = 2 时零能峰的走势与图 3（或图 4）
类似，只是最大零能峰值与图 2 相近才体现了

在位无序的特征。这表明在完全无序情况下，

跃迁（或超导配对）无序较在位无序对系统准

粒子 DOS 的影响更大。

在完全无序效应的影响下，体系的 Z2 拓扑不

变量和零能态的 LE 在零值附近分布随在位势能

μ0 和无序强度 V 的变化情况由图 5（b）和图 5（c）

图4　开边界条件下具有超导配对无序效应的情况

 （a） μ0 = 0时，全能谱DOS随不同无序强度Δ1的变化；（b） Z2 拓扑不变量Q随着无序强度Δ1和在位势μ0的变

化，图中颜色代表Q的大小；（c） 趋于零的LE γ 随着无序强度Δ1和在位势μ0的变化，图中颜色代表γ的大小；

（d） μ0 = 0时，γ与Δ1之间的关系曲线。这里，Δ1 ≠ 0， μ1 = t1 = 0， t0 = 1， Δ0 = 0. 5及L = 200
Fig.  4　The cases of the system with disordered p-wave pairing terms under open boundary conditions

(a) DOS with μ0 = 0 for different Δ1; (b) Z2 topological invariant as a function of disorder strength Δ1 and on-site po‐

tential μ0.  The color code represents the values of Q; (c) the values of the LE γ of approaching zero as a function of 

disorder strength Δ1 and on-site potential μ0.  The color code represents the values of γ; (d) γ as a function of Δ1for 

μ0 = 0.  Here,  Δ1 ≠ 0, μ1 = t1 = 0, t0 = 1, Δ0 = 0. 5 and L = 200
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分别给出。由图可知，拓扑非平庸区（| μ0 |< 2）
对弱无序的调制具有一定的鲁棒性，随着无序的

增强，系统会发生拓扑相变。当无序足够强时，

原来的拓扑特性消失。在拓扑平庸区（| μ0 |> 2）
同样可以诱导出新的拓扑非平庸相。

通过对比图 5（a）与图 5（b），可以发现在弱

无序时 DOS 零能峰与拓扑相图相吻合，但是随

着无序的增强，DOS 零能峰仍然存在，但此时

系统却处于拓扑平庸相，与拓扑相图不再吻

合。由此可见，在完全无序情况下，DOS 零能

峰并不能作为检测拓扑态的证据。

2.5　局域化转变　

单参数标度理论指出一维情况下任意小的

无序强度将导致系统的局域化，然而对称性会

极大地改变系统的局域化性质，如时间反演对

称性的破缺等。在超导系统中引入无序效应，

由于存在粒子-空穴配对，体系具有粒子-空穴

对称性，系统的局域化也会发生相应的改变。

在有限尺寸的条件下，可以利用分形维度［58-59］

和本征态坐标标准差［60-61］来表征系统的局域化

特性，并且利用分形维度进行标度分析则可讨

论尺寸效应对体系局域化性质的影响。分形维

度 定 义 为 ：Γn =- lim
L → ∞

[ ln I ( n )
PR / ln L]，其 中 I ( n )

PR 为

第 n 个归一化本征态 Φn 的逆参与率（inverse par⁃

ticipation ratio，简记为 IPR），I ( n )
PR =∑

i = 1

L

|Φn，i |
4
。当

Φn 为扩展态，IPR 近似为 L-1，L 很大时，它趋近

于 0。当 Φn 为局域态，热力学极限下 IPR 是

O (1)量级的有限值。进一步，定义平均分形维

度 Γ = 1 L ∑n = 1
L Γn，它可表征体系所有本征

态的局域化的完全信息。如果系统处于完全的

扩展相区，则 Γ → 1，如果系统处于完全的局

域相区，则 Γ → 0，而如果系统处于扩展与局

域态并存的临界相区，Γ 将是一个处于 ( 0，1)
间的有限值。作为一个具体的例子，讨论 μ0 =
t1 = Δ1 = 0，μ1 ≠ 0 的情况，选取周期性边界条

件以减小边界效应所带来的影响。图 6（a）展示

了不同能量 ( En ≥ 0 ) 本征态的分形维度随着无

序强度 μ1 的变化情况。可以看到对于弱无序，

能谱呈现出中间扩展两边局域的特征，随着无

序的增强，低能级缓慢趋向局域态，高能级则较

快趋向局域态。为了更加清楚地表征某一能级

的局域化特性，图 6（b）展示了不同能级的 IPR
随无序强度的变化情况。其中红色实线是最低

激发态能级（n = 201）的 IPR，随无序的增强，最

低激发态的 IPR 展现了非单调增加的情形，在中

等无序时存在先降低再增加的过程。图 6（b）中

黑色虚线和绿色点线则是中间（n = 301）和最高

激发态能级（n = 400）的 IPR，可以看到随着无

序强度的增加，中间激发态相较于最高激发态

向局域态转变的速率明显要慢。作为表征局域

化特性的重要物理量之一的本征态坐标标准

差 ，被 定 义 为 σn = ∑
i = 1

L

( )i - ī
2|Φn，i|2 ，其 中 ī =

∑
i = 1

L

i|Φn，i|2，它描述了格点表象下波函数在空间上

图5　开边界条件下具有完全无序效应的情况

 （a）μ0 = 0时，全能谱DOS随不同无序强度V的变化；（b） 
Z2 拓扑不变量Q随着无序强度V和在位势μ0的变化，图中

颜色代表Q的大小；（c） 趋于零的LE γ 随着无序强度V和

在位势μ0的变化，图中颜色代表γ的大小。这里，μ1 = 2t1 =
2Δ1 = V， t0 = 1， Δ0 = 0. 5及L = 200

Fig.  5　The cases of the system with on-site disorder poten‐

tials, disordered hopping terms, and disordered p-wave pairing 

terms under open boundary conditions

(a) DOS with μ0 = 0 for differentV; (b) Z2 topological invari‐

ant Q as a function of disorder strengthVand on-site potential 

μ0.  The color code represents the values of Q; (c) the values of 

the LE γ of approaching zero as a function of disorder 

strengthVand on-site potential μ0.  The color code represents 

the values of γ.  Here, μ1 = 2t1 = 2Δ1 = V, t0 = 1, Δ0 = 0. 5 

and L = 200
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的扩展，它和 IPR、分形维度可一并用于区分系

统的局域、扩展和临界相。对于扩展态 σn 是一

个远离 0 的较大值，对于局域态 σn 趋近于零，而

对于临界态 σn 则介于二者之间。计算涨落可以

更直观地区分三者：

g ≡ ∑
n
( )σn - σ̄ 2/N ，σ̄ = 1

N ∑
n

σn， （15） 

其中 N 是本征态的总数。具体所算得的值在下

表 1 中 给 出 。 可 以 发 现 ，对 于 纯 净 系 统

（μ1 = 0）而言，σ̄=57.71，g 的值较小，这说明 σn

一直稳定在 57.71 左右，这与图 6（c）中 μ1 = 0
的红色星线相符，此时系统处于扩展区。在强

无序（μ1 = 6）情况下，其 σ̄ 和 g 的值都较小，表

明 σ̄ 会一直稳定在一个更接近 0 的有限值（σ̄ =
3.28），对应于图 6（c）中 μ1 = 6 的绿色虚线，此

时 系 统 处 于 局 域 区 。 然 而 当 无 序 强 度 较 弱

（μ1 = 0.5）时，σ̄ 的大小介于以上两种情况之

间，且 g 的值最大，即 σn 的值处于 27.76 附近并

有较大涨落，与图 6（c）中 μ1 = 0.5 的蓝色十字

线一致，此时系统处于临界区。图 6（d）利用平

均分形维度对具有不同无序强度调制的系统进

行了标度分析，蓝色直线、红色曲线和黑色直

线分别为无序强度 V = 0、0.5 和 10 时，Γ 随

尺寸的变化，可见，在 V = 0 的纯净情况下，体

系处于 Γ 趋近于 1 的扩展区，在 V = 0.5 的弱

无序情况下，Γ 最终趋近于一个 (0，1) 的有限

值 ，此 时 系 统 处 于 临 界 区 ，而 在 强 无 序

（V = 10）时，体系最终将进入 Γ 趋近于零的

局域相，这和有限尺寸下关于体系局域化性质

的结论相符。数值结果表明，由于 Kitaev 模型

中存在粒子-空穴对称性导致一维随机无序系

统中的局域化性质发生了改变，在能带中处于

不同区域的本征态随着无序强度的增强趋近于

局域化态的行为也不尽相同。

图6　周期性边界条件下具有在位无序效应系统的局域化性质

（a） 分形维度Γ随着能量本征值En和无序强度μ1的变化，图中颜色代表Γ的大小；（b） 不同能级的 IPR随μ1变

化的曲线；（c）不同无序强度的本征态坐标标准差随En变化的曲线；（d） 平均分形维度 Γ 的标度分析。这里，

μ1 ≠ 0， μ0 = t1 = Δ1 = 0， t0 = 1， Δ0 = 0. 5及（a） （b） （c）L = 200，选取周期边界条件

Fig.  6　The localization properties of the system with on-site disorder potentials under periodic boundary conditions

(a) Fractal dimension Γ of all the eigenstates as a function of energies and μ1.  The color code represents the values 

of Γ; (b) IPR with different energy levels as the function of μ1; (c) The standard deviations of coordinates of eigen‐

states with different disorder strengths μ1 as the function of En; (d) The scaling of the averaged fractal dimensions 

Γ  for different V.  Here, μ1 ≠ 0, μ0 = t1 = Δ1 = 0, t0 = 1, Δ0 = 0. 5 and (a) (b) (c) L = 200
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3 结论 

本文通过研究无序效应（包括在位无序效

应、跃迁无序效应、超导配对无序效应和这三

种无序效应都有的完全无序效应）对 Kitaev 模

型的拓扑特性、DOS 和局域化性质的影响，发

现这种影响可能会诱发新的拓扑相，也可能使

已有的拓扑特性消失。同时通过讨论 DOS 的

零能峰与拓扑相图的对应关系，发现单以 DOS
的结果作为拓扑零模存在的证据不具有普适

性。这为实验探寻 Majorana 费米子提供了理论

依据。最后讨论了具有一维随机在位无序的

Kitaev 模型中由于粒子 -空穴对称性的存在所

导致的局域化性质的改变。
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