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三周期量子行走的布洛赫振荡及拓扑特性

李小萍*，李志坚
（山西大学 理论物理研究所，山西 太原 030006）

摘 要：本文推广一维无限长格点线上三周期量子行走模型，引入两个非对称相位累积算符，计算系统的能带结构

和表征系统拓扑特性的绕数，用量子行走过程中累积的相位表示出绕数。进一步引入含时相位，研究三周期量子

行走的动力学，发现其概率分布表现出类似一维晶格中电子在电场作用下的布洛赫振荡行为。特别地，三周期量

子行走的拓扑绕数与布洛赫振荡一个周期内的转折点数相等，从系统动力学演化的角度表征了系统的拓扑特性。
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The Bloch Oscillation and Topological Properties of Three-period 

Quantum Walk

LI Xiaoping*, LI Zhijian

(Institute of Theoretical Physics, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

Abstract: In this work, the three-period quantum walk model on one-dimensional infinite lattice line is extended to include two 

asymmetric phase-accumulating operators. The energy band structure and the winding number, which characters the topological 

properties of the system, are calculated. The winding number is represented by the phase accumulation in the process of quantum 

walk. Furthermore, we introduce the time-dependent phase and investigate the dynamics of three-period quantum walk. It is found 

that the probability distribution behaves Bloch oscillation as that an electron subjected to a constant electric field in a one-dimension‐

al lattice. In particular, the topological winding number of three-period quantum walk is equal to the number of turning points over a 

period of Bloch oscillation. As a conclusion, the topological properties of the system can be viewed from the point of system dynami‐

cal evolution.
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0 引言 

经典随机行走是对在空间区域中无规则运动的一种描述，如布朗运动等，其意义远不仅仅在

于对物理系统行为的描述，在信息、生物等其他领域也有着非常重要的应用。量子行走是经典随

机行走的量子力学推广［1-3］，其概念一被提出，其物理行为和相关应用就受到人们的持续关注和广

泛研究。量子态的叠加和干涉效应使得量子行走表现出与经典随机行走不同的动力学行为，特别

是在位置空间中具有更快的传播速度，从经典的扩散行为变为了量子的弹道传输行为。量子行走

分为连续时间量子行走［1］和离散时间量子行走［2］两种不同的形式，本文的研究对象的是离散时间
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量子行走。

基于量子行走比经典随机行走表现出的一些优越特性，其不仅作为有效载体与平台实现量子

算法，用于量子信息和量子计算领域，而且被用来模拟多体物理体系的量子行为。近年来，利用量

子行走模拟物理系统的拓扑性质受到人们的广泛研究［4-5］，构造人造系统模拟复杂的真实物理系

统的拓扑特性成为热点课题，例如通过调制一维或二维离散时间量子行走中硬币算符的参数来实

现拓扑相的分类。与传统相变不同，拓扑相变通过拓扑绕数来表征［6-9］，一般情况下，上下两条能

带闭合处会对应拓扑相变的临界点。在周期量子行走中［10-13］，系统的两条能带在结构上相互交

替。在变化参数的一个周期内，能带的交替次数也可以表征能带的拓扑特性［14-15］。可以想象，能

带的交替会影响系统的动力学行为，从动力学的角度去寻找刻画系统拓扑特性的指标成为一个非

常有趣的课题。此外，一维格点系统中的量子行走也被应用在重力精密测量中，利用多粒子在重

力作用下的量子关联现象实现多粒子的共同量子行走，在重力作用下量子行走同样会表现出布洛

赫振荡行为，以此提高重力测量的精度［16］。本文以一维无限长格点线上的三周期量子行走模型为

例，通过计算系统的拓扑绕数，给出系统动力学演化过程中的概率分布，获得了周期量子行走的拓

扑性质和行走过程的动力学演化行为之间的关系。

1 模型 

离散时间的量子行走一般选择定义在位置和硬币双重希尔伯特直积空间 Hp ⊗ HC 上，其中位

置希尔伯特空间 Hp 由基矢 { l ，l ∈ Z }张开，硬币希尔伯特空间 HC 由粒子的内禀态也就是硬币态

{ σ ，σ =↑，↓ }张开，↑ = (1，0) T
和 ↓ = (0，1) T

分别表示量子硬币的正面态和反面态。离散时

间量子行走由幺正算符 U 描述，通常意义下单步演化算符 U 由硬币算符 C 和条件平移算符 S 相继

作用构成，即 U = SC ( θ )。硬币算符的表示形式是 C ( θ ) = Il ⊗ R( θ )，其中 Il 是位置空间 { l }的单

位算符，R( θ ) 是硬币空间{↑ ，↓ }中的旋转算符［17-18］，一般情况下单参量形式的旋转算符形式为

R( θ )= ( )cos θ i sin θ
i sin θ cos θ

， （1）

根据粒子的内部状态，在上述物理条件下，粒子具有的一维无限长格点线上位置空间中移动的条

件平移算符为

S=∑
l

l+1 l ⊗↑ ↑+∑
l

l-1 l ⊗↓ ↓ 。 （2）

在此基础上本文引入了相位算符，定义粒子（波包）在位置空间移动的过程中量子相位的累

积，其相位算符的具体定义为当粒子向左移动一步时积累相位 ϕ（ϕ ∈ R），而向右移动时不积累相

位，相位算符 P 的形式表示如下

P ( ϕ )= Il ⊗ (↑ ↑+ eiϕ↓ ↓ )， （3）
相当于单步演化算符 U 的形式就变为 U = P ( ϕ ) SC ( θ )。与单步演化量子行走不同，本文的周期量

子行走是指行走者在每个时间步中移动两次或两次以上，可以通过多次硬币旋转、条件平移和相

位累积来定义。本文引入两个不同的硬币算符 C ( θ1 ) 和 C ( θ2 ) 与两个不同的相位算符 P ( ϕ1 ) 和
P ( ϕ2 ) 来描述周期量子行走。一般地，n 周期量子行走的一步演化算符表示为

Un = (P ( ϕ2 ) SC ( θ2 )) n - 1
P ( ϕ1 ) SC ( θ1 )， （4）

若相位算符或硬币算符中的参数 ϕ 或 θ 与时间无关，则行走 t 步后粒子的波函数为

ψ ( t )= Un
t ψ ( 0 )， （5）

若参数与时间有关，则为

ψ ( t )= Un ( t )Un ( t - 1)⋯Un ( 2 )Un (1 ) ψ ( 0 )。 （6）
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2 三周期量子行走的拓扑特性 

为了研究三周期量子行走的拓扑特性，探讨其与行走过程中累积相位之间的关系，首先需要

计算系统的能带结构，然后给出能带拓扑不变量。令相位的表达式为 ϕ1 = m1ϕ，ϕ2 = m2ϕ，且要求

m1，m2 ∈ Q，考虑到量子行走在无限长一维格点线上的演化算符 U3 在位置空间中具有平移不变性，

对其进行傅里叶变换，U3 = ∫
-π

π
dk k k ⊗ U3 (k，ϕ)，得到动量空间的演化算符 U3 (k，ϕ)，该算符依

赖于动量 k 和相位 ϕ，表达式为

U3 (k，ϕ)= P ( ϕ2 ) SC ( θ2 ) P ( ϕ2 ) SC ( θ2 ) P ( ϕ1 ) SC ( θ1 )， （7）
相应的特征值 λ = eiε±，ε± 为

ε±=±arccos { cos [ 3k -( ϕ2 + ϕ1

2 ) ] cos2θ2 cos θ1 - cos ( k - ϕ1

2 ) sin2θ2 cos θ1 -

cos [ k -( ϕ2 - ϕ1

2 ) ] sin θ2 cos θ2 sin θ1 - cos ( k - ϕ1

2 ) sin θ2 cos θ2 sin θ1 ] }+ ϕ2 + ϕ1

2 。
（8）

当相位 ϕ1 和 ϕ2 满足关系 ϕ2 + ϕ1

2 = 0 时，我们注意到 U3 (k，ϕ) 具有了广义反转对称性［19］，即

U3 (k，ϕ)满足等式 U3 (k，ϕ)= σxU3 ( - k，-ϕ) σx（这里的 σx 就是泡利矩阵）。此时，准能带 ε± 为上下两

支，给出了当 k=0，准能带随相位 ϕ 的变化，如图 1（a）所示。而当相位 ϕ1 和 ϕ2 不满足关系 ϕ2 + ϕ1

2 = 0

时，U3 (k，ϕ)的广义反转对称性破缺使能带 ε±呈现出相互缠绕特性，如图 1（b）所示。能带的缠绕特性

表明本文研究的系统中周期演化算符的能带具有拓扑性质，计算准能带沿 ϕ 的绕数表达式为

ω( ϕ )≡ ∑
n = 1

N 1
2π ∫

0

Φ
dϕ

∂εn ( k，ϕ )
∂ϕ

， （9）

其中，2π 是准能量的周期，Φ 是相位 ϕ 的周期，即 ε ( k，ϕ + Φ ) = ε ( k，ϕ )，N 为能带数，对于我们研究

图1　三周期量子行走的能谱图

选取硬币参数θ1 = π/4， θ2 = π/4 - 0. 6， 两个相位的关系为（a）ϕ1 =-2ϕ和ϕ2 = ϕ， （b） ϕ1 = ϕ2 = ϕ

Fig.  1　The energy spectrum of a three-period quantum walk

The coin parameters are θ1 = π/4, θ2 = π/4 - 0. 6, the two phases are ϕ1 =-2ϕ and ϕ2 = ϕ for subgraph (a), 

and ϕ1 = ϕ2 = ϕ for subgraph (b)
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的三周期量子行走，能带数 N = 2。考虑到 ϕ1 = m1ϕ 和 ϕ2 = m2ϕ，由方程（8）可以看出 ε± 是 ϕ 的周

期函数，周期为 Φ = 4πLCM [ m1
-1，( 2m2 - m1 )-1，( 2m2 + m1 )-1 ]。因此，（9）式可简化为

ω( ϕ )= Φ
2π ( m1 + 2m2 )。 （10）

上式表明，在相位周期 Φ 确定的情况下，绕数 ω( ϕ ) 与 m1 和 m2 的取值有关。例如，在图 1（b）中我们

取 m1 = 1，m2 = 1，得到相位周期 Φ = 4π，绕数 ω( ϕ ) = 6，从图中可以看出两条能带 ε+ 和 ε- 在一个

周期内各自折返了 3 次。

3 三周期量子行走的动力学 

现在，我们考虑相位随时间变化的情况，探讨演化算符依赖于演化步数的含时三周期量子行走

的动力学演化行为。当累积相位随时间在一个周期内缓慢变化时，可以等效为给一个物理系统施加

了一个恒定电场，在这个电场的作用下，波包在晶格上扩散的动力学演化将表现出布洛赫振荡行

为。在我们的量子行走模型中，准能带的缠绕就会缓慢地增加相位 ϕ，位置空间中的波包演化是否

也类似地产生布洛赫振荡行为是我们接下来要探讨的问题。我们将相位随时间变化形式表示为

ϕ( t )= ρ0t， （11）
这里，ρ0 是一个常系数，我们取 ρ0 = π/300。与时间或演化步骤相关的三周期量子行走演化算符为

U3 ( t )= P2 ( t ) SC ( θ2 ) P2 ( t ) SC ( θ2 ) P1 ( t ) SC ( θ1 )， （12）
仍然令相位算符为 ϕ1 ( t ) = m1ϕ( t ) 和 ϕ2 ( t ) = m2ϕ( t )，由方程（6）可计算得到波包在一维格点上的

分布概率为

p( l，t )= ∑
σ =↑，↓

|| l，σ ψ ( t )
2。 （13）

为了更好地理解含时相位算符对量子行走动力学演化的影响和更加直观地体现该过程中布

洛赫振荡的拓扑特性，我们仍选取 k = 0，且量子行走的初始状态为中心位置处于 n0 处的高斯波

包，即

ψ ( l，0 )= 1
2πσ0

24
e

-( l - n0 )2

( 2σ0 )2
， （14）

选取高斯态的标准差 σ0 的值为 5，固定硬币参数 θ1 = π
4，θ2 = π

4 - 0.6，图 2（a—c）分别给出当（a）

ϕ1 ( t ) = ϕ2 ( t ) = ϕ( t )、（b）ϕ1 ( t ) = 2ϕ( t )，ϕ2 ( t ) = ϕ( t ) 和（c）ϕ1 ( t ) = ϕ( t )，ϕ2 ( t ) = 2ϕ( t ) 时一个周期

T = Φ
ρ0

内的演化概率分布。图 2（a）中 ϕ1 和 ϕ2 之间的关系和图 1（b）能带图中二者的关系一样，能

带的绕数为 6，从图 2（a）中可以看到一个周期内演化过程中概率分布图的转折点数目也是 6。图 2
（b） 和（c） 中一个周期内演化的转折点个数分别为 8 和 10，把相应的 ϕ1 和 ϕ2 之间的关系代入方程

（10）得到的绕数值也分别为 8 和 10。该结果表明，绕数值和概率分布随时间演化过程中一个周期

内的转折点个数是一致的。时间相关的相位变化导致了三周期量子行走概率分布的布洛赫振荡，

振荡转折点的出现是由于在相位 ϕ 随时间的缓慢增加过程中，描述量子行走量子态波包的群速度

方向会发生改变。从方程（8）可以得到，固定 k 值，当相位 ϕ 随时间缓慢增加时，波包会在位置空

间扩散。其扩散的群速度为

ϑk = ∂ε ( k，ϕ )
∂k

=- cos θ1 ( sin θ2
2 sin A - 3cosθ2

2 sin B )+ sin θ1 sin 2θ2 cos C sin D

1 -( cos θ1 ( sin θ2
2 cos A - cos θ2

2 cos B )+ sin θ1 sin 2θ2 cos C cos D )2
，

上式中 A = k - m1

2 ϕ，B = 3k -( m1

2 + m2 )ϕ，C = ( m1 - m2

2 )ϕ，D = k - m2

2 ϕ。相应的波包质心运
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动轨迹为

S ( t，k )= ρ0∫
0

τ

dτϑk ( ϕ( t )，k )， （15）

质心运动轨迹的形状和波包的概率分布曲线走向基本一致，表明波包概率分布图中的转折点的数目

与质心运动轨迹的转折点数目等同。波包质心运动轨迹的转折点处正是群速度消失的位置，因此可

以通过求解方程
dS
dt

= 0 时获得相位 ϕ 的解的个数来得到转折点的数量。选取 k = 0，把方程（8）和

（15）代入方程
dS
dt

= 0，化简得 sin [ m1

2 ϕ ]+ sin [(- m1

2 + m2 )ϕ ]+ sin [( m1

2 + m2 )ϕ ] = 0，该式相当于

m1

2 ϕ = jπ，( )m2 - m1

2 ϕ = jπ，j ∈ Z，( )m2 + m1

2 ϕ = jπ， （16）

那么相位 ϕ 满足它们的共同解为最小公倍数 ϕ = 2jπLCM [ m1
-1，( 2m2 - m1 )-1，( 2m2 + m1 )-1 ]，即 ϕ =

2jπ( 2m2 + m1 )-1，再结合方程（10）可得如下关系式

ϕ = j
Φ

ω( ϕ ) 。 （17）

因此，当相位 ϕ 在一个周期 Φ 内随时间增加时，j 的取值个数就是 ω( ϕ )，也是满足方程（16）的

解的个数或转折点个数为 ω( ϕ )。

一般地，布洛赫振荡现象是指电子在一维晶格中运动时受到均匀电场的影响，电子波函数在

位置空间表现出的随时间振荡的现象。本文研究三周期量子行走在一维格点线上的动力学行为，

施加了相位算符作用，累积相位 ϕ 与演化时间步长有关，累积相位 ϕ 相当于是等效磁矢势，ρ0 =
∂ϕ( t )

∂t
则相当于等效电场。我们看到周期量子行走表现出类似的布洛赫振荡行为，振荡的转折点

数目可以作为拓扑不变量描述周期量子行走的拓扑特性。

4 结论 

本文建立了一维无限长格点线上的三周期量子行走模型，计算出系统的能带结构和拓扑不变

量，获得了表征三周期量子行走拓扑特性的绕数与行走过程中累积相位之间的关系。然后引入含

时相位，研究了依赖于演化步数的含时三周期量子行走的动力学演化行为，含时相位相当于电磁

图2　三周期量子行走概率分布随演化步数的变化图，其中选取θ1 = π/4，θ2 = π/4 - 0. 6和ϕ = π/300
（a） ϕ1 = ϕ2 = ϕ；（b） ϕ1 = 2ϕ，ϕ2 = ϕ； （c）ϕ1 = ϕ，ϕ2 = 2ϕ

Fig.  2　The dynamical variation of the probability distribution for the three-period quantum walk.  The parameters are selected as 

θ1 = π/4, θ2 = π/4 - 0. 6 and ϕ = π/300
(a) ϕ1 = ϕ2 = ϕ; (b) ϕ1 = 2ϕ, ϕ2 = ϕ; (c) ϕ1 = ϕ, ϕ2 = 2ϕ
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场中的磁矢势，类似于一维晶格中的电子在电场中的运动，量子行走在位置空间中的概率分布表

现出布洛赫振荡行为，发现三周期量子行走的拓扑绕数与一个周期内布洛赫振荡的转折点数相

等，从系统动力学演化的角度表征了系统的拓扑特性。本文研究了一维格点线上三周期量子行走

拓扑数和概率分布转折点数目之间的关系，我们可预言一般多周期量子行走模型也可能具有类似

的结果，在之后的工作中将做进一步的讨论。
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