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具有Markov切换的随机基因表达调控模型
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摘 要：建立了一类具有白噪音和 Markov 切换共同驱动的基因协作表达模型。首先通过随机比较原理构建了模

型的随机吸引集，结论表明环境噪音影响下系统的解最终一致有界。其后通过构造合适的Lyapunov函数证明了所

研究模型拥有唯一遍历的平稳分布，且系统的解是遍历的。最后，进行了一些数值模拟来佐证所得结果，并在数值

上发现所研究模型存在双稳态现象，这对细胞分化等生物学领域的研究有重要意义。
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Abstract: Both white noise and Markov switching are introduced to study the dynamics of gene cooperative expression system. The 

random attraction set of the model is constructed based on the random comparison principle. The conclusion shows that the solution 

of the system is uniformly bounded under the influence of environmental noise. It is proved that the model has a unique ergodic sta‐

tionary distribution and the solution of the system is ergodic by constructing a suitable Lyapunov function. Some numerical simula‐

tions are carried out to support the results, and the numerical results show that the bistable phenomenon exists in the model studied, 

which is of great significance for the research of cell differentiation and other biological fields.
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0 引言 

基因调控存在于基因表达的任何步骤，使得细胞内特定基因产物的生产更加具有计划性［1］。

在基因调控网络中，一个基因调控子控制另一个，以此类推。通常，基因调控的关系主要分为两

种：促进和抑制［2］。但由于整个调控过程发生在细胞层面，对基因调控进行定性定量的分析存在

困难。因此，基因表达调控网络建模和仿真将是不可或缺的［3］。作为科学和工程中最广泛的动力

系统建模形式，常微分方程组已被广泛用于分析基因表达调控系统［4-6］。常微分形式主要通过对

RNA、酶和蛋白质等物质的浓度进行建模，调控相互作用的数学形式是浓度变量之间的函数和微
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分关系［7-8］。

近年来，随机扰动对基因表达的影响成为系统生物学领域的研究热点［9-12］。基因表达调控的

整个过程均属于生化反应，反应分子在细胞内和细胞间通过扩散过程结合在一起，且其运动被随

机碰撞所驱动。发生碰撞之后，反应分子的内部能量将随机改变，对参与反应的方向造成影响，从

而导致噪声的出现。此类内部噪音在数学上经常用白噪音来表示。但是除了细胞内的因素外，外

部环境的变化也存在影响，例如温度、外部创伤、有益和有害的化学品的摄入等。此类有色噪音往

往导致生化反应中反应分子的分解速率等重要参数发生大幅变化，学者们将这种现象理解为系统

在不同状态之间切换。系统在不同状态间的切换是无记忆的，并且下一次切换的等待时间呈指数

分布，因此可以通过连续时间 Markov 链来模拟此过程。许多学者研究了由白噪音驱动的基因表达

调控模型，得到了相关动力学性质，但相关动力学结果并没有进一步扩展。因此综合考虑白噪音

和有色噪音对基因表达模型的影响具有更重要的生物学意义，为细胞分化方向与基因治疗等领域

的研究提供了理论依据。此外，环境噪音在生物学的许多领域十分普遍［13-14］，并有一系列关于稳

定性和稳态存在唯一性的研究成果［15-18］，所以开展本文的研究工作也具有可行性。本文结合两类

噪音对基因表达的影响，研究由白噪音和 Markov 切换共同驱动的基因表达协作模型的动力学

行为。

本文的内容安排如下。在第 1 节中，给出所研究的模型，以及一些需要的符号和引理。在第 2
节中，首先说明了模型可以生成严格保序系统，进而推出了随机吸引集的存在性。而后，证明了系

统存在唯一遍历的平稳分布。在最后一节中，进行了数值模拟来验证结论的正确性。

1 数学模型 

假设一段 DNA 被转录成 mRNA，然后被翻译成一种酶，后被翻译成另一种酶，依此类推，直到

产生最终产物分子，然后该产物分子促进 DNA 转录为 mRNA［19］。基于此，可用图 1 表示简单的调

控过程，其中”+”表示最终产物对 DNA 转录的促进作用。对于上述调控过程，在文献［19］中，学

者们通过速率方程对基因表达协作模型进行建模，如下所示：

dx1 ( t )=( g ( xd ( t ) )- α1 x1 ( t ) ) dt，
dxi ( t )=( xi - 1 ( t )- αi xi ( t ) ) dt， i = 2，⋯，d，

（1）

其中 xi ( t ) ≥ 0，i = 1，⋯，d 表示基因表达调控中各组分在 t 时刻的浓度，函数 g 表示最后一级产物对

第一级产物的促进作用， αi ≥ 0，i = 1，⋯，d 表示第 i 种组分自身的分解速率。在本文中，假设函数

g 是连续可微的增函数，且存在 M2 > 0 使得 0 < g ( z ) < M2，∀z > 0。文献［19］中内容表明系统（1）
的所有轨道都被一个非负有限集 E 吸引。如果 E 是一个单点，那么它吸引系统所有的解。

基因表达调控过程的整个过程可以看作生化反应，参与反应的各类产物通过扩散过程结合在

一起，且在运动过程中的随机碰撞导致分子内部能量发生变化，进而影响其参与反应的偏好性，由

于此类随机效果只影响少数几个分子，造成小范围波动，对此可用白噪音来表示内部环境的影响。

考虑到内部环境噪音的影响，系统（1）中的 αi 会发生随机扰动，有

图1　基因表达正反馈调节流程图

Fig.  1　The flow chart of positive feedback regulation of gene expression
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αi → αi - σ1 Bi

.
( t )，i = 1，2，⋯，d，

其中 Bi ( t )，i = 1，⋯，d，表示 d 个互相独立的标准布朗运动， σi > 0，i = 1，⋯，d 表示第 i 个布朗运动

的强度。此外诸如体温变化导致分子反应的速率发生变化，药品的摄入与其他方式治疗等导致某

一阶段的反应速率发生变化，以及外部创伤致使体内利于伤口愈合方向的反应速率加快并弱化其

他反应等一系列外部影响。这些外部作用使得模型中的参数发生突变，且由于外部力量的不可预

知性，且具有无记忆性，故可用有限状态的 Markov 链 r ( t ) 来模拟这个过程。综合这两点，得到了本

文所研究的模型：

dx1 ( t )=( g ( xd ( t )，r ( t ) )- α1 ( r ( t ) ) x1 ( t ) ) dt + σ1 ( r ( t ) ) x1 ( t ) dB1 ( t )，
dxi ( t )=( xi - 1 ( t )- αi ( r ( t ) ) xi ( t ) ) dt + σi ( r ( t ) ) xi ( t ) dBi ( t )，i = 2，⋯，d， （2）

并且每个布朗运动 Bi ( t ) 和 Markov 链 r ( t ) 是相互独立的。

2 预备知识 

为了便于模型分析，记 R d
+ = { x ∈ R d：xi > 0，i = 1，2，3，⋯，d }。设 x，y ∈ R d，若 y - x ∈ R d

+，则记

作 x ≤ y；若 x ≤ y 且 x ≠ y，则记作 x < y。给定具有滤子 { F t }t ≥ 0 的完备概率空间 (Ω，F，P )，其滤子

满足通常条件，即 F0 包含所有零测度集，并且 { F t }t ≥ 0 是单调递增右连续的。  Bi ( t )，i = 1，⋯，d 是

定义在该空间上的标准布朗运动； { r ( t )，t ≥ 0 } 是定义在该空间上取值于有限状态空间 M=
{ 1，2，⋯，N } 的 右 连 续 Markov 链 。 对 任 意 向 量 η = ( η(1 )，⋯，η( N ) )，定 义 η̆ = max

k ∈ M
{ η( k ) }，η̂ =

min
k ∈ M

{ η( k ) }。Markov 链的生成元矩阵 Γ = ( γjk )N × N 为

P { r ( t + δ )= |k r ( t )= j }=
ì
í
î

ïï
ïï

γjkδ + o( δ )， i ≠ j，
1 + γjkδ + o( δ )， i = j，

其中 δ > 0 表示很小的时间增量。若 j ≠ k，则 γjk > 0 是从状态 j 到状态 k 的转移速率，否则 γjj =
-∑k = 1，k ≠ j

N γjk。此外，假设 Markov 链 r ( t ) 是不可约的，即系统可以从一个状态转移到任何状态。由

此 可 得 ，此 Markov 链 r ( t ) 有 一 个 平 稳 分 布 π = ( π1，π2，⋯，πN )，且 满 足 条 件

∑l = 1
N πl = 1，πl > 0，∀l ∈ M 。本文中，用 X ( t，ω；x0，r ) 表示给定初值条件为 t =0 时，x 初始值为 x0，

状态为 r，即 ( x0，r ) ∈ R d
+ × M下系统（2）的解。

下面将给出一些本文需要的预备知识。首先记 C k，δ
b ≡ C k，δ

b ( R d
+ ) 表示连续函数 f (⋅)：R d

+ → R的集

合，且满足对任意正整数 k 与 0 < δ ≤ 1，使得  f
k，δ

< ∞，其中

 f
k，0

= sup
x ∈ Rd

|| f ( x )
1 + || x

+ ∑
1 ≤ || α ≤ k

sup
x ∈ Rd

|| Dα f ( x ) ，

 f
k，δ

= f
k，0

+ ∑
|| α = k

sup
x ≠ y

|| Dα f ( x )- Dα f ( y )
|| x - y

δ 。
关于公式中的参数和符号表示有以下说明：

α =[ α1，⋯，αd］，|α |= ∑i = 1
d αi， Dα = ∂ || α

∂xα1
1，⋯，∂xαd

d
。

考虑一类 Stratonovich 随机微分方程组

dxi = fi ( x1，⋯，xd ) dt + σij ( xi )∘ dBj ( t )，i = 1，⋯，d。 （3）
对上述方程组（3），假设其满足以下条件：

（H1）fi (⋅)：R d
+ → R 是一个连续可微函数，导数有界且全局 δ-Hölder 连续，即对任意的 x，y ∈ R d

+，

存在某个 C > 0 使得
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|

|

|
||
||

|

|
||
| ∂fi ( x )

∂xj
- ∂fi ( y )

∂yj
≤ C || x - y

δ
，0 < δ ≤ 1，i，j = 1，⋯，d。

（H2）对每个 i，j = 1，⋯，d，σij：R + → R 是二次连续可微的函数，一阶导数有界，二阶导数有界且

全局 δ-Hölder 连续，使得 σij ⋅ σ'ij ∈ C 1，δ
b ( R d

+ )，0 < δ ≤ 1。
（H3）弱 正 性 成 立 。 即 ，对 于 所 有 的 i = 1，⋯，d，j = 1，⋯，m，σij ( 0 ) = 0；并 且 fi ( y ) ≥ 0，i =

1，⋯，d，∀y = ( y1，⋯，yi - 1，0，yi + 1，⋯，yd ) ∈ R d
+。

（H4）函数 f = ( f1，⋯，fd ) 满足条件
∂fi ( y )

∂yj
≥ 0，i ≠ j，y ∈ R d

+。

引理 1［20］ 假设（H1）—（H4）成立，则方程（3）在 R d
+ 中生成一个严格保序的系统 ψ ( t，ω )，即若

x，y ∈ R d
+ 且 x < y，则有 ψ ( t，ω ) x < ψ ( t，ω ) y，∀t ≥ 0，ω ∈ Ω。

假设 ( X ( t )，r ( t ) ) 是一个扩散过程：

dX ( t )= b( X ( t )，r ( t ) ) dt + σ ( X ( t )，r ( t ) ) dB( t )，X ( 0 )= x0，r ( 0 )= r， （4）
其 中 B( t ) 是 n 维 标 准 布 朗 运 动 ，b(⋅，⋅ )：Rd × M → Rd， σ (⋅，⋅ )：Rd × M → Rd × n。 定 义 a ( x，k ) =
( aij ( x，k ) ) = σ ( x，k ) σT ( x，k )。对每个 k ∈ M 和任意二次连续可微函数 V ( x，k )，定义算子 L 为：

LV ( x，k )= 1
2 ∑

i，j = 1

d

aij ( x，k ) ∂2V ( x，k )
∂xi∂xj

+∑
i = 1

d

bi ( x，k ) ∂V ( x，k )
∂xi

+∑
l = 1

N

γklV ( x，l )。
下面的引理给出了系统（4）的解 ( X ( t )，r ( t ) ) 的遍历平稳分布的定义。

引理2［21］ 如果以下条件成立：

（1）对于任意的 i ≠ j，γij > 0。
（2）对于任意 k ∈ M，a ( x，k ) = ( aij ( x，k ) ) 是对称矩阵。且对某个常数 λ ∈ ( 0，1 ]，满足条件

λ | ζ 2 |≤( a ( x，k )ζ，ζ )≤ λ-1| ζ 2 |，∀x ∈ R d，ζ ∈ R d。
（3）存在 R d 中的有界非空开子集 D。 对每个 k ∈ M，存在一个非负函数 V (⋅，k )：Dc → R。该函

数是二阶连续可微的，且存在 ξ 使得

LV (⋅ ，k )≤-ξ，( x，k )∈ Dc × M ，
则系统（4）的解 ( X ( t )，r ( t ) ) 是正常返且遍历的，即存在一个平稳分布 μ(⋅，⋅ )，使得满足

∑
k = 1

N ∫Rd
|| f ( x，k ) μ( dx，k )< ∞

的任意 Borel 可测函数 f (⋅，⋅)：R d × M→ R 都有

P ( lim
t → ∞

1
t ∫

0

t

f ( X ( s )，r ( s ) ) ds = ∑
k = 1

N ∫Rd
f ( x，k ) μ( dx，k ) )= 1。

3 理论结果 

本节将证明在非负的初值条件下，方程组（2）的解最终会到达一个正的有界集合内，即系统存

在随机吸引集，且可以证明系统存在唯一平稳分布。首先证明随机吸引集的存在性。

在每个状态 k ∈ M 下，系统（2）是一个随机微分方程，通过变换可以将其转化为等价 Stratonov⁃
ich 形式［22］：

dx1 ( t )= ( )g ( xd ( t )，k )- ( )α1 ( k )+ σ1
2 ( k )
2 x1 ( t ) dt + σ1 ( k ) x1 ( t )∘ dB1 ( t )，

dxi ( t )= ( )xi - 1 ( t )- ( )αi ( k )+ σ 2
i ( k )
2 xi ( t ) dt + σi ( k ) xi ( t )∘ dBi ( t )，i = 2，⋯，d。 （5）

很容易验证方程组（5）满足上述假设条件（H1）-（H4），则系统在每个状态下都可以生成严格
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保序系统，于是可得下述结论。

定理 1 方 程 组（2）在 Rd
+ 空 间 内 生 成 严 格 保 序 的 系 统 ，即 若 x，y ∈ Rd

+ 且 x < y，则

X ( t，ω；x，r ) < X ( t，ω；y，r )，∀t ≥ 0，ω ∈ Ω。

在方程组（2）可以生成严格保序系统的基础上， 进一步可以证明解最终会到达一个正的有界

集合内。

定理 2 对任意的初值 ( x0，r ) ∈ Rd
+ × M，存在 v ( ω ) > 0 与 T > 0，当 t > T 时， X ( t，ω；x0，r ) ≤

v ( ω )，∀ω ∈ Ω。

证明 由于 g 单调递增且有上界，故存在 M2 ( k ) > 0 使得 g ( z，k ) ≤ M2 ( k )，∀z > 0，k ∈ M，由此

构造下述方程组

dy1 ( t )= ( )M
⌣

2 - ( )α̂1 + σ̂1
2

2 y1 ( t ) dt + σ1 ( k ) y1 ( t )∘ dBt ，

dyi ( t )= ( )yi - 1 ( t )- ( )α̂i +
σ̂j

2

2 yi ( t ) dt + σi ( k ) yi ( t )∘ dBt， i = 2，⋯，d  ， （6）

其中 k ∈ M 为系统所处的状态。显然，方程组（6）满足假设条件，因此其可以生成 R d
+ 内的严格保

序系统 φ( t，ω，k )。设 v ( ω，k ) = ( v1 ( ω，k )，⋯，vd ( ω，k ) ) 为方程组（6）的平衡点。通过计算，可得

v1 ( ω，k )= M
⌣

2∫
-∞

0
e-( α̂1 + σ̂1

2

2 ) t - σ1 ( k ) B1 ( t ) dt，

vi ( ω，k )=∫
-∞

0
ui - 1 ( ω )e-( α̂i +

σ̂i
2

2 ) t - σi ( k ) Bi ( t ) dt，i = 2，⋯，d。 （7）

由 随 机 比 较 原 理［18］得 ，系 统（6）从 上 方 控 制 相 应 状 态 k 下 的 系 统（2）。 取 v ( ω ) =
max
k ∈ M

v ( ω，k )，∀ω ∈ Ω。于是可得对任意的初值 ( x0，r ) ∈ R d
+ × M，存在 v ( ω ) > 0 与 T > 0，当 t > T

时， X ( t，ω；x0，r ) ≤ v ( ω )，∀ω ∈ Ω。

定理 3 对任意的初值 ( x0，r ) ∈ R d
+ × M，存在 u ( ω ) > 0 与 T > 0，当 t > T 时， X ( t，ω；x0，r ) ≥

u ( ω )，∀ω ∈ Ω。

证明 取 m ≔ min
k ∈ M

 g ( 0，k ) > 0。由此我们构造下述方程组

dy1 ( t )=( m -( ᾰ1 + σ̆1
2

2 ) y1 ( t ) ) dt + σ1 ( k ) y1 ( t )∘ dB1 ( t )，

dyi ( t )=( yi - 1 ( t )-( ᾰi +
σ̆i

2

2 ) yi ( t ) ) dt + σi ( k ) yi ( t )∘ dBi ( t )，i = 2，⋯，d， （8）

其中 k ∈ M 为系统所处的状态。方程组（8）满足假设（H1）-（H4），于是同样可以生成 Rd
+ 空间内

的严格保序系统。设 u ( ω，k ) = ( u1 ( ω，k )，⋯，ud ( ω，k ) ) 为方程组（8）的平衡点。通过计算，可得

u1 ( ω，k )= g ( 0 ) ∫
-∞

0
e-( ᾰ1 + σ̆1

2

2 ) t - σ1 ( k ) B1 ( t ) dt，

ui ( ω，k )=∫
-∞

0
ui - 1 ( ω )e-( ᾰi +

σ̆i
2

2 ) t - σi ( k ) Bi ( t ) dt，i = 2，⋯，d。 （9）

由 随 机 比 较 原 理［18］得 ，系 统（8）从 下 方 控 制 相 应 状 态 k 下 的 系 统（2），取 u ( ω ) =
min
k ∈ M

u ( ω，k )，∀ω ∈ Ω。于是可得对任意的初值 ( x0，r ) ∈ R d
+ × M，存在 u ( ω ) > 0 与 T > 0，当 t > T 时，

 X ( t，ω；x0，r ) ≥ u ( ω )，∀ω ∈ Ω。

定理4 对任意非负初值， 系统（2）存在一个随机吸引集 A( ω )，即对任意的初值 ( x0，r ) ∈ R d
+ ×

M，存在 T > 0，当 t > T 时， X ( t，ω；x0，r ) ∈ A( ω )，∀ω ∈ Ω。

证明 任取 x1，x2，x3 ≥ 0 作为系统（2）的初值，且 x1 ≤ x2 ≤ x3。令 r ( 0 ) = r ∈ M，则系统（2）相

应初值条件下的解可表示为 X ( t，ω；x1，r )，X ( t，ω；x2，r )，X ( t，ω；x3，r )。
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由定理 1，系统（2）在 R d
+ 内严格保序，则可得 X ( t，ω；x1，r ) ≤ X ( t，ω；x2，r ) ≤ X ( t，ω；x3，r )。 由

定理 2，解 ( x3，r ) ∈ R d
+ × M 存在一个上界 v ( ω ) > 0，即对初值 ( x3，r ) ∈ R d

+ × M，存在 T1 > 0，当

t > T1 时 ，X ( t，ω；x3，r ) ≤ v ( ω )， ∀ω ∈ Ω。 由 定 理 3，存 在 下 界 u ( ω ) > 0 与 T2 > 0，即 对 初 值

( x1，r ) ∈ R d
+ × M，当 t > T2 时，u ( ω ) ≤ X ( t，ω；x1，r )，∀ω ∈ Ω。

综上可得， 取 T = max { T1，T2 }，当 t > T 时，可得

u ( ω )≤ X ( t，ω；x1，r )≤ X ( t，ω；x2，r )≤ X ( t，ω；x3，r )≤ v ( ω )，∀ω ∈ Ω。

因此解 X ( t，ω；x0，r ) 存在一个吸收不变集 [ u ( ω )，v ( ω ) ] ≔ { x ∈ R d|u ( ω ) ≤ x ≤ v ( ω )，∀ω ∈ Ω }。
进一步可得系统存在吸引集 A ⊆ [ u ( ω )，v ( ω ) ]。即证。

上述部分得出系统（2）存在随机吸引集，余下内容将证明系统存在唯一平稳分布。

定理 5 对任意初值 ( x0，r ) ∈ R d
+ × M，系统（2）拥有一个唯一遍历的平稳分布，且系统的解

X ( t，ω；x0，r ) 是遍历的。

证明 在证明之前，给出一些参数的取值说明。取 θ ∈ ( 0，1)，且 minìí
î

α̂1

2 ，
α̂2

2 ，α̂3
ü
ý
þ

θ
2 max

i = 1，2，3
{σ̂i

2}>

0，l1，l2，l3，m1，m2 都为正数，具体取值如下。

l1 =
( )∑

k ∈ M
πk ( g ( x3，k )α3 ( k ) )

1
4

4

( )∑
k ∈ M

πk( )α1 ( k )+ σ 2
1 ( k )
2

2

∑
k ∈ M

πk( )α2 ( k )+ σ 2
2 ( k )
2 ∑

k ∈ M
πk( )α3 ( k )+ σ 2

3 ( k )
2

， （10）

l2 =
( )∑

k ∈ M
πk ( g ( x3，k )α3 ( k ) )

1
4

4

∑
k ∈ M

πk( )α1 ( k )+ σ 2
1 ( k )
2 ( )∑

k ∈ M
πk( )α2 ( k )+ σ 2

2 ( k )
2

2

∑
k ∈ M

πk( )α3 ( k )+ σ 2
3 ( k )
2

， （11）

l3 =
( )∑

k ∈ M
πk ( g ( x3，k )α3 ( k ) )

1
4

4

∑
k ∈ M

πk( )α1 ( k )+ σ 2
1 ( k )
2 ∑

k ∈ M
πk( )α2 ( k )+ σ 2

2 ( k )
2 ( )∑

k ∈ M
πk( )α3 ( k )+ σ 2

3 ( k )
2

2， （12）

m1α̂1 - m2 = m1α̂1

2 ，m2α̂2 - 1 = m2α̂3

2 。 （13）

为了证明结论的正确性，则需要验证引理 2 中的每个条件都满足。因为 γij > 0，i ≠ j，则条件

（1）成立。且由于系统（2）的扩散矩阵是正定的，可得条件（2）成立。下面只需要验证条件（3）也

满足。首先考虑 d = 3 时，定义与任意状态 k ∈ M 相关的二次连续可微函数为

V͂ ( x1，x2，x3，k )= M (-l1 ln x1 - l2 ln x2 - l3 ln x3 - ω( k )+ x3 )+

( 1
1 + θ

( m1 x1 + m2 x2 + x3 )1 + θ )+(-ln x1 - ln x2 )。
显然，在 R d

+ × M 内存在此函数的唯一最小值 V͂ ( x͂1，x͂2，x͂3，k )。因此，可得非负的二次连续可

微的 Lyapunov 函数：

V ( x1，x2，x3，k )≜ MV1 + V2 + V3 - V͂ ( x͂1，x͂2，x͂3，k )，
其中

V1 =-l1 ln x1 - l2 ln x2 - l3 ln x3 - ω( k )+ x3，V2 = 1
1 + θ

( m1 x1 + m2 x2 + x3 )1 + θ，V3 =-ln x1 - ln x2 。
对 V1 应用 Itô 公式可得
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LV1 = l1 ( )- g ( x3，k )
x1

+ α1 ( k )+ σ 2
1 ( k )
2 + l2( )- x1

x2
+ α2 ( k )+ σ 2

2 ( k )
2 +

l3 ( )- x2

x3
+ α3 ( k )+ σ 2

3 ( k )
2 + x2 - α3 ( k ) x3 - ∑

l ∈ M
γklω( l )=

-( )l1
g ( x3，k )

x1
+ l2

x1

x2
+ l3

x2

x3
+ α3 ( k ) x3 + l1 ( )α1 ( k )+ σ 2

1 ( k )
2 +

l2( )α2 ( k )+ σ 2
2 ( k )
2 + l3 ( )α3 ( k )+ σ 2

3 ( k )
2 - ∑

l ∈ M
γklω( l )+ x2 ≤

-4( l1 g ( x3，k ) l2l3α3 ( k ) )
1
4 + l1 ( )α1 ( k )+ σ 2

1 ( k )
2 + l2( )α2 ( k )+ σ 2

2 ( k )
2 +

l3 ( )α3 ( k )+ σ 2
3 ( k )
2 - ∑

l ∈ M
γklω( l )+ x2 ≔-R( k )- ∑

l ∈ M
γklω( l )+ x2，

（14）

其中

R( k )= 4( l1 g ( x3，k ) l2l3α3 ( k ) )
1
4 - l1 ( )α1 ( k )+ σ 2

1 ( k )
2 - l2( )α2 ( k )+ σ 2

2 ( k )
2 - l3 ( )α3 ( k )+ σ 2

3 ( k )
2 。

对 R( k ) = ( R(1 )，R( 2 )，⋯，R( N ) )T，存 在 ω( k ) = ( ω(1 )，ω( 2 )，⋯，ω( N ) )T 满 足 下 面 的 Poisson
系统［23］：

Γω = ∑
l ∈ M

πk R( k )1 - R，

即

-∑
l ∈ M

γklω( l )- R( k )=-∑
k ∈ M

πk R( k )。
将上式带入式（14）可得

LV1 ≤-4 ∑
k ∈ M

πk ( l1 g ( x3，k ) l2l3α3 ( k ) )
1
4 + l1 ∑

k ∈ M
πk( )α1 ( k )+ σ 2

1 ( k )
2 +

l2 ∑
k ∈ M

πk( )α2 ( k )+ σ 2
2 ( k )
2 + l3 ∑

k ∈ M
πk( )α3 ( k )+ σ 2

3 ( k )
2 + x2。

通过将式（10）（11）（12）代入计算可以得到

LV1 ≤-
( )∑

k ∈ M
πk ( g ( x3，k )α3 ( k ) )

1
4

4

∑
k ∈ M

πk( )α1 ( k )+ σ 2
1 ( k )
2 ∑

k ∈ M
πk( )α2 ( k )+ σ 2

2 ( k )
2 ∑

k ∈ M
πk( )α3 ( k )+ σ 2

3 ( k )
2

+ x2 ≔ M͂ + x2 ， （15）

其中

M͂ = -
( )∑

k ∈ M
πk ( g ( x3，k )α3 ( k ) )

1
4

4

∑
k ∈ M

πk( )α1 ( k )+ σ 2
1 ( k )
2 ∑

k ∈ M
πk( )α2 ( k )+ σ 2

2 ( k )
2 ∑

k ∈ M
πk( )α3 ( k )+ σ 2

3 ( k )
2

。

为了便于计算，假设 V4 = m1 x1 + m2 x2 + x3。对 V4 应用 Itô 公式可得

LV4 = m1 ( g ( x3，k )- α1 ( k ) x1 )+ m2 ( x1 - α2 ( k ) x2 )+ x2 - α3 ( k ) x3 ≤

m1 M
⌣

2 -( m1α̂1 - m2 ) x1 -( m2α̂2 - 1) x2 - α̂3 x3，

将式（13）代入，则可得

LV4 ≤ m1 M
⌣

2 - m1α̂1

2 x1 - m2α̂2

2 x2 - α̂3 x3。 （16）
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取 G = minìí
î

ü
ý
þ

α̂1

2 ，
α̂2

2 ，α̂3 ，且 G - θ
2 max

i = 1，2，3
{ σ̂i

2 } > 0。结合式（16），对 V2 应用 Itô 公式可得

LV2 ≤( m1 x1 + m2 x2 + x3 )θ ( m1 M
⌣

2 - G ( m1 x1 + m2 x2 + x3 ) )+
θ
2 ( m1 x1 + m2 x2 + x3 )θ - 1 ( m1σ 2

1 ( k ) x2
1 + m2σ 2

2 ( k ) x2
2 + σ 2

3 ( k ) x2
3 )≤

m1 M2

ˇ
( m1 x1 + m2 x2 + x3 )θ - ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } ( m1 x1 + m2 x2 + x3 )θ + 1 ≤

H1 - 1
2 ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } ( m1 x1

θ + 1 + m2 x2
θ + 1 + x3

θ + 1 )，

（17）

其中 H1 = maxìí
î

ü
ý
þ

m1 M͂2( m1 x1 + m2 x2 + x3 )θ - 1
2 ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } ( m1 x1 + m2 x2 + x3 )θ + 1 。

最后，对 V3 同样使用 Itô 公式计算可得

LV3 =- g ( x3，k )
x1

+ α1 ( k )+ σ 2
1 ( k )
2 - x1

x2
+ α2 ( k )+ σ 2

2 ( k )
2 ≤-2 g ( x3，k )

x2
+ ᾰ1 + σ̆1

2

2 + ᾰ2 + σ̆2
2

2 。（18）

综上，由式（15）（17）（18）可得

LV ≤-MM͂ + Mx3 + H1 - 1
2 ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } ( m1 x1

θ + 1 + m2 x2
θ + 1 + x3

θ + 1 )-

2 g ( x3，k )
x2

+ ᾰ1 + σ̆1
2

2 + ᾰ2 + σ̆2
2

2 。 （19）

取定足够大的 M，使得

-MM͂ + H1 + ᾰ1 + σ̆1
2

2 + ᾰ2 + σ̆2
2

2 ≤-2，

由此可以得到

LV ( x1，x2，x3 )≤- 1
2 ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } m1 x1

θ + 1 - 2 + Mx2 - 1
2 ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } m2 x2

θ + 1 -

1
2 ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } x3

θ + 1 - 2 M
⌣

2

x2
。 （20）

设

g1 ( x1 )=- 1
2 ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } m1 x1

θ + 1，

g2 ( x2 )=-2 + Mx2 - 1
2 ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } m2 x2

θ + 1，

g3 ( x3 )=- 1
2 ( )G - θ

2 max
i = 1，2，3

{ σ̂i
2 } x3

θ + 1，

g4 ( x2 )=-2 M
⌣

2

x2
。

于是式（20）可重新表示为：

LV ( x1，x2，x3 )≤ g1 ( x1 )+ g2 ( x2 )+ g3 ( x3 )+ g4 ( x2 )。
考虑下面的紧集

D ={ }( x1，x2，x3 )∈ R 3
+：ε ≤ x1 ≤ 1

ε
，ε ≤ x2 ≤ 1

ε
，ε ≤ x3 ≤ 1

ε
，

其中 ε > 0 是足够小的数。在集合 ( R 3
+ ∖ D )× M中，可以取足够小的 ε 使得下列条件成立
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max
x2 ∈( 0，ε ) ∪( 1

ε
，∞ )

g2 ( x2 )≤-1。
于是可以得到

LV ( x1，x2，x3，k )≤-1，( x1，x2，x3，k )∈( R 3
+ ∖ D )× M 。

因此在 d = 3 时条件（3）满足，于是可得系统（2）拥有一个唯一遍历的平稳分布，且系统的解

X ( t，ω；x0，r ) 是遍历的。

对于一般情况，可以类似定义 Lyapunov 函数：

V ( x1，⋯，xd，k )= M ( )-∑
i = 1

d

li ln xi - ϖ ( k )+ xd + 1
1 + θ ( )∑

i = 1

d - 1
mi xi + xd

1 + θ

- ∑
i = 1

d - 1
ln xi，

图2　例1中给定参数下三级协作调控模型中三种组分含量变化与分布，解的不变概率密度证明了系统拥有唯一平稳分布

（a） x1，x2，x3随时间 t的变化， （b） r ( t )的切换状态分布， （c） x1的相应密度函数， （d） x2的相应密度函数， （e） x3的相应密度函数

Fig.  2　Content change and distribution of three components in the three-level cooperative regulation model with given parameters 

in Example 1, and the invariant probability density of the solution proves that the system has a unique stationary distribution

 (a) The change of x1,x2,x3 with time t, (b) The switching state distribution of r ( t ), (c) The density functions of x1, (d) The density 

functions of x2, (e) The density functions of x3
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可以同样得到结果

LV ( x1，⋯，xd，k )≤-1，( x1，⋯，xd，k )∈( R d
+ ∖ D )× M 。

4 数值仿真 

在本文中，首先提出了受白噪音和 Markov 切换驱动的基因协作表达模型（2），其后证明所研究

模型可以生成严格保序系统，进而系统存在一个正的随机吸引集，并且证明了系统会存在唯一平

稳分布。本节将用数值仿真验证前文理论的正确性。

例 1 考虑模型（2）在 d = 3 时的变化情况，其中函数 g ( u ) = u + 1
u + β ( k )，状态空间 M = { 1，2 }， 

平稳分布为 ( π1，π2 ) = ( )1
2，

1
2 。在状态 1 下参数取值为：β = 6，α1 = 0.21，α2 = 0.66，α3 = 0.4，σ1 =

0.08，σ2 = 0.08，σ3 = 0.06；在 状 态 2 下 参 数 取 值 为 ： β = 5，α1 = 0.15，α2 = 0.27，α3 = 0.14，σ1 =
0.03，σ2 = 0.02，σ3 = 0.03。初始状态为状态 1，给定初值为 x1 = 5，x2 = 1， x3 = 3。

图 2（a）给出了例 1 从非负初值出发的解的变化情况，可以看出解的轨线最终都在一个正的有

界集合内振荡，即系统存在吸引集；图 2（b）给出了相应数值模拟中状态切换的变化情况。图 2（c）
（d）（e）分别给出了相应数值模拟中 x1，x2，x3 的概率密度分布，图中的红线是通过概率分布生成的

拟合曲线，从中我们可以看出系统存在唯一平稳分布。这与本文结论一致。

图3　例2中给定参数下二级协作调控模型中两种组分含量变化与分布，并存在双稳态现象

（a）x1，x2随时间 t的变化， （b） r ( t )的切换状态分布， （c） x1的相应密度函数， （d） x2的相应密度函数

Fig.  3　Content change and distribution of two components in the two-level cooperative regulation model with given parameters

 in Example 2, and there is bistable phenomenon

(a)The change of x1,x2 with time t, (b) the switching state distribution of r ( t ), (c) The density functions of x1, (d) The density 

functions of x2
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例2 考虑模型（2）在 d = 2 时的变化情况，其中函数 g ( u ) = u
u + 1 ，状态空间 M = { 1，2 }，平稳

分布为 ( π1，π2 ) = ( )1
2，

1
2 。在状态 1 下参数取值为：α1 = 0.9，α2 = 0.8，σ1 = 0.000 1，σ2 = 0.000 3；在状

态 2 下参数取值为：  α1 = 0.8，α2 = 0.9，σ1 = 0.000 3，σ2 = 0.000 2。 初始状态为状态 1，给定初值为

x1 = 0.3，x2 = 0.3。
图 3（a）给出了例 2 从非负初值出发的解的变化情况，可以看出解的轨线最终都在一个正的有

界集合内振荡，即系统存在吸引集；图 3（b）给出了相应数值模拟中状态切换的变化情况。图 3（c）
（d）分别给出了相应数值模拟中 x1，x2 的概率密度分布，图中的红线是通过概率分布生成的拟合曲

线，从中我们可以看出系统存在唯一平稳分布，且会出现双稳态现象。这与本文结论一致。

5 结果和讨论 

本文构造了一个由白噪音和 Markov 切换驱动的基因协作表达的随机动力学模型，来研究基因

表达调控中各组分产物的浓度变化。由于随机微分方程的 Stratonovich 形式不需要使用伊藤积分，

因此更方便计算，于是在本文中，主要研究其等价 Stratonovich 形式来证明所研究的模型可以生成

严格保序系统，进一步证明系统存在随机吸引集。接下来通过构造合适的 Lyapunov 函数，可以得

到所研究模型存在唯一平稳分布。最后进行了数值仿真，验证了结论的正确性。

探究环境噪音影响下的基因表达正反馈调控模型对于细胞分化原理的探究，基因治疗等生物

学领域的研究发展有重要意义。通过得到的稳定性结论可为可以通过人为改变环境因素进一步

达到体外定向培养组织结构以及药物的合理使用等方面提供理论基础。
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