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广义非线性薛定谔方程解的构建

肖思宇，孙峪怀*，韩梦娜，黄宣聪
（四川师范大学 数学科学学院，四川 成都 610066）

摘 要：对广义非线性薛定谔方程的解进行了构建和研究。首先通过行波变换，将非线性薛定谔方程转化为常微

分方程，并得到系统色散关系，再利用（G´/G2）展开法进行解的构造，构造出了广义非线性薛定谔方程的一系列精确

解。同时表明所用方法和过程对构造非线性薛定谔方程的精确解具有有效性和适用性。
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Construction of Solutions of Generalized Nonlinear Schrödinger Equation

XIAO Siyu, SUN Yuhuai*, HAN Mengna, HUANG Xuancong

(School of Mathematical Sciences, Sichuan Normal University, Chengdu 610066, China)

Abstract: The construction of the solution of the generalized nonlinear Schrödinger equation is analyzed. Firstly, the nonlinear 

Schrödinger equation is transformed into an ordinary differential equation by traveling wave transformation, and the system disper‐

sion relation is obtained. Then the solution is constructed by (G´/G2) expansion method, and a series of exact solutions of generalized 

nonlinear Schrödinger equation are constructed. At the same time, it is proved that the method and procedure are effective and appli‐

cable to construct the exact solution of nonlinear Schrödinger equation.
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0 引言 

众所周知，诸多科学及工程领域中的许多复杂现象的变化规律都可以用非线性偏微分方程来

描述，例如流体力学、量子场论、控制理论、光纤通信等。为了建立和求解非线性偏微分方程的精

确解，近年来学者们提出了行之有效的求解方法，例如齐次平衡法［1］、tanh 函数法［2］、雅可比椭圆

函数展开法［3］、动力系统分支理论［4］、符号运算法［5］、首次积分法［6］、（G'/G2）展开法［7-11］等。

本文考虑如下的广义非线性薛定谔方程［12-13］。

iqt + qxx + α | q |2q - iγqxxx + im | q |2qx + in( | q |2 )xq = 0， （1）
式（1）描述了在非线性光纤中光孤子的传播规律，并考虑了色散、散射等多种因素。其中 i 是虚数

单位，i2 =-1，复函数 q = q (x，t )，x 表示沿传播方向的距离，t 表示延迟时间。γ 是高阶色散系数，

m 是拉曼散射系数，n 是非线性色散项的系数。近几年已有一些学者对该方程进行了研究，Du 等［14］

运用动力系统分支方法获得了系统的哈密顿量，然后通过沿差分轨道积分构造了该方程的多个精
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确解；Mahak 等［15］用改进的辅助方程法得到了奇异复波和非奇异复波的精确行波解，讨论了非奇异

复波解几何结构的物理意义；Miao 等［16］通过修正的（G'/G）展开法得到了该方程的有理函数解、三

角函数解、双曲函数解；石兰芳等［17］用 Riccati-Bernoulli 辅助方程法得到了该方程的行波解；何黎霞

等［18］应用完全判别系统法得到了一系列显示精确解，包括扭结波解、暗孤立波解、Jacobi 椭圆函数

解、周期波解等。张艳妮等［19］运用含非负幂项的（G'/G2）展开法得到了三个解，为探索更多更新的

解结构，本文拟采用（G'/G2）为基函数的正负级展开法进行研究，具体过程结果如下所述。

1 （G'/G2）展开法 

首先考虑含有独立变量 x，t 的非线性偏微分方程

P (u，ux，ut，uxx，uxt，utt，…)= 0， （2）
其中 u = u (x，t )是未知函数，P 是一个关于 u = u (x，t )及其各阶偏导数的多项式。

步骤 1：通过行波变换 u (x，t ) = u (ξ )，ξ = x - Vt，将式（2）转化为关于行波变量 ξ 的常微分方程

P (u，-Vu'，u'，Vu″，u″，…)= 0， （3）
步骤 2：假定式（3）的解可以表示成如下形式

u (ξ )= a0 +∑
i = 1

m é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úai( )G'

G2

i

+ bi( )G'
G2

-i

， （4）

其中 G = G (ξ )满足如下的二阶线性常微分方程

( G'
G2 ) '

= μ + λ ( G'
G2 ) 2

， （5）

式（4）与式（5）中的 a0，ai，bi(i = 1，2，…，m ) 以及 λ，μ 均为待定常数，且 μ ≠ 1，λ ≠ 0，未知常数 ai，

bi(i = 1，2，…，m )可能为 0。正整数 m 由齐次平衡法确定，即通过平衡式（3）中出现的最高阶导数

项和非线性项。

式（5）的通解通常可表示为以下三种情况：

当 μλ > 0 时，

G'
G2 = μ

λ (E cos ( )μλ ξ + F sin ( )μλ ξ

F cos ( )μλ ξ - E sin ( )μλ ξ )。 （6）

当 μλ < 0 时，

G'
G2 = 1

2λ (2 || μλ -
4E || μλ e2ξ || μλ

Ee2ξ || μλ - F )， （7）

也可以写成

G'
G2 =-

|| μλ
λ

æ

è

ç

ç
çç
ç

çE sinh ( )2 || μλ ξ + F cosh ( )2 || μλ ξ + F

E sinh ( )2 || μλ ξ + F cosh ( )2 || μλ ξ - F

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
。 （8）

当 μ = 0，λ ≠ 0 时，

G'
G2 =- E

λ ( )Eξ + F
， （9）

其中 E 和 F 是任意常数。

步骤 3：将式（4）代入式（3），并利用常微分方程（5）整理可得一个关于（G'/G2）的多项式，合并（G'/
G2）的相同幂次项，并令该多项式的（G'/G2）各次幂系数为零，导出一个关于 ai，bi(i = 1，2，…，m )，λ，μ
的非线性代数方程组，求解此方程组，从而得到非线性偏微分方程（2）的精确解。
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2 广义非线性薛定谔方程的精确解 

假设式（1）具有如下形式的行波解

q (x，t )= u (ξ ) eiϕ ( )x，t ，ξ = x - ct，ϕ = kx + ωt， （10）
其中 u 和 ϕ 分别代表 q 的振幅分量和相位分量，c 是波的传播速度。将式（10）代入式（1），可得常微

分方程

i ( - cu'+ 2ku'- γu‴+ 3γk2u'+ mu'u2 + 2nu'u2)+ ( - ωu + u″- k2u + αu3 + 3γku″- γk3u - mku3)= 0，
（11）

其中 γ，m，n，α 是正常数，（′）表示关于 ξ 的导数。

令式（11）实部和虚部分别为 0，由虚部得

-γu‴+ (2k - c + 3γk2) u'+ (m + 2n) u'u2 = 0， （12）
由实部得

(1 + 3γk ) u″- (ω + k2 + γk3) u + (α - mk ) u3 = 0， （13）
对式（12）积分一次可得

-γu″+ (2k - c + 3γk2) u + 1
3 (m + 2n) u3 = 0， （14）

由式（13）（14）得

c = 2k + 8γk2 + 8γ2k3 - ωγ
1 + 3γk

， （15）

通过式（14），可得到如下形式

Au″+ Bu + Cu3 = 0， （16）

其中 A =-γ，B = 2k - c + 3γk2，C = m + 2n
3 。

平衡式（16）的最高阶导数项和非线性项，然后利用（G'/G2）展开法，式（16）的精确解形式如下

u (ξ )= a0 + a1 ( G'
G2 )+ b1 ( G'

G2 )-1

， （17）

其中 a0，a1，b1 为未知常数，现将式（17）和式（5）代入式（16）中，合并（G'/G2）的同次幂并使各幂次

系数为零，得到的代数方程组如下

( )G'
G2

-3

：2μ2b1 A + b1
3C = 0，

( )G'
G2

-2

：3a0b1
2C = 0，

( )G'
G2

-1

：2λμb1 A + b1 B + ( )3a0
2b1 + 3b1

2a1 C = 0，

( )G'
G2

0

：a0 B + ( )a0
3 + 6a0a1b1 C = 0，

( )G'
G2

1

：2λμa1 A + a1 B + ( )3a0
2a1 + 3a1

2b1 C = 0，

( )G'
G2

2

：3a0a1
2C = 0，

( G'
G2 ) 3

：2λ2a1 A + a1
3C = 0。 （18）

求解代数系统（18），可以得到以下情况
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a0 =± - B
C

，a1 = 0，b1 = 0，λ = λ； （19）

a0 = 0，a1 = 0，b1 =± - 2A
C

μ，λ =- B
2Aμ

； （20）

a0 = 0，a1 =± B

μ -2AC
，b1 = 0，λ =- B

2Aμ
； （21）

a0 = 0，a1 =∓ B

2μ -2AC
，b1 =± - 2A

C
μ，λ = B

4Aμ
； （22）

a0 = 0，a1 =∓ B

4μ -2AC
，b1 =± - 2A

C
μ，λ =- B

8Aμ
。 （23）

现将上述结果及式（6）、式（8）和式（9）代入式（17）。根据解集（19），假设
B
C

< 0 可得

q1 =± - B
C

ei ( )kx + ωt 。 （24）

根据解集（20）―（23），有以下几种情况：

（i）假设
A
C

< 0，B
A

< 0 可得

q2 =

é
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ç

ç
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çE cos ( )- B
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ξ

F cos ( )- B
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ξ - E sin ( )- B
2A

ξ

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

-1ù
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ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ei ( )kx + ωt ， （25）
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ç
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ö
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ei ( )kx + ωt ， （26）

q4 =
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é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

∓ B

4μ -2AC

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

- 8Aμ2

B

æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷E cos ( )- B
8A

ξ + F sin ( )- B
8A

ξ

F cos ( )- B
8A

ξ - E sin ( )- B
8A

ξ

ei ( )kx + ωt ±
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特别地，取 tan η = E
F
，整理后得到 q2，q3，q5 的另一种形式

q2，1 =± B
C

cot ( - B
2A

ξ + η) ei ( )kx + ωt ， （29）

q3，1 =± B
C

tan ( - B
2A

ξ + η) ei ( )kx + ωt ， （30）

q5，1 =± B
4C

é
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ê
êê
ê
ê
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tan ( - B

8A
ξ + η)- cot ( - B

8A
ξ + η) ùûúúúúúúei ( )kx + ωt ， （31）

取 E = F，q4 的另一种形式为

q4，1 =± B
2C

é
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ξ )- tanh ( - B
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（ii） 假设
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< 0，B
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> 0 可得
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特别地，取 tan η = E
F
，得到 q8 的另一种形式

q8，1 =± - B
2C

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
tan ( - B

4A
ξ + η)- cot ( - B

4A
ξ + η) ùûúúúúúúei ( )kx + ωt ， （37）

取 E = F，得到 q6，q7，q9 的另一种形式

q6，1 =± - B
C

tanh ( B
2A

ξ ) ei ( )kx + ωt ， （38）

q7，1 =± - B
C

coth ( B
2A

ξ ) ei ( )kx + ωt ， （39）

q9，1 =± - B
4C

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
coth ( B

8A
ξ )- tanh ( B

8A
ξ ) ùûúúúúúúei ( )kx + ωt 。 （40）

为了更直观地理解这些显示解，将所求得解中的参数取特殊值，绘制成函数图像，一些典型的

结果如图 1―图 3 所示。

图1　当A = 2、 B = −3、 C = −1、 c = 1、 µ = 1、 E = 1和F = −2时，周期波解q2的图像

（a） 3D图像； （b） 当 t = 0时的2D图像

Fig.  1　The periodic wave solution for q2 when A = 2, B = −3, C = −1, c = 1, µ = 1, E = 1, and F = −2

(a) 3D graph; (b) 2D graph when t = 0
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3 结论 

本文以考虑了色散、散射等多种因素的广义非线性薛定谔方程为研究对象，应用（G'/G2）展开

法对其精确解进行了构建，得到一系列带参数的精确解，在参数取特殊值时得到周期波解、奇异波

解、扭结波解等形式的解，体现了该模型的物理特性。与文献 ［14-19］ 中的结果进行对比，q1，q2，

q3，q4，q5，q4，1，q5，1，q8，1，q9，1 所求解的表达形式是新的，特别地，与文献［19］相比，本文运用了含负幂

项的（G'/G2）展开法所求解的形式更多，丰富了解的体系。文中所求精确解有助于理解非线性光

纤中光孤子的传播规律，对进一步了解和应用非线性薛定谔方程提供了有益帮助，同时表明（G'/
G2）展开法可提供多种解决方案，体现了对构建非线性薛定谔方程的精确解的重要意义。
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