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一类三阶积分边值问题的奇数个正解

李丝雨，杨赟瑞*，宋雪
（兰州交通大学 数理学院，甘肃 兰州 730070）

摘 要：为了发展并完善常微分方程非局部问题的基本理论，本文利用 Guo-Krasnoselskill 不动点定理建立了一类

三阶积分边值问题奇数个正解的存在性。首先，通过研究相应线性积分边值问题的格林函数得到解的形式，并讨

论格林函数的性质和解的非负性、单调性等性质。其次，将三阶积分边值问题解的存在性转化为锥上算子的不动

点问题，并验证该算子的全连续性。接下来，借助 Guo-Krasnoselskill 不动点定理证明非线性项满足特定增长性条

件下该算子存在奇数个不动点，从而得到三阶积分边值问题奇数个正解的存在性。最后，给出具体的例子说明了

研究结果的合理性。基于此，本文在方法上将常用于建立正解以及至少两个正解存在性的Guo-Krasnoselskill 不动

点定理运用到无穷多（奇数）个正解的存在性研究，推广并完善了三阶边值问题正解的研究结果，丰富了常微分方

程边值问题的研究内容，为常微分方程非局部问题在应用数学、物理学领域的广泛应用提供了理论依据。
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Existence of Odd Number of Positive Solutions to a Class of Third-order 

Integral Boundary Value Problem

LI Siyu, YANG Yunrui*, SONG Xue

(School of Mathematics and Physics, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070,China)

Abstract: In order to develop and perfect the basic theory for nonlocal problems of ordinary differential equations, we establish the 

existence of odd number of positive solutions to a class of third-order integral boundary value problems by using Guo-Krasnoselskill 

fixed point theorem in this paper. Firstly, the form of solution is obtained by investigating the corresponding Green's function of lin‐

ear integral boundary value problem, and the properties of Green's function and the nonnegativity, monotonicity and other properties 

of solutions are discussed at the same time. Secondly, the existence of solutions to the third-order integral boundary value problem is 

transformed into a fixed point problem to an operator defined on a cone, and the complete continuity of the operator is examined. 

Next, with the help of Guo-Krasnoselskill fixed point theorem, it is proven that the operator has an odd number of fixed points when 

the nonlinear term satisfies specific growth conditions, and thus the existence of odd number of positive solutions for the third-order 

integral boundary value problem is obtained. Finally, a concrete example is given to illustrate the rationality of our results. Based on 

the facts above, Guo-Krasnoselskill fixed point theorem, that is often used to establish the existence of one positive solution and two 

positive solutions at least, is applied to investigate the existenceof infinite (odd) positive solutions in this paper, which extends and 

perfects the research results of positive solutions to third-order boundary value problems, enriches the research contents of boundary 
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value problems for ordinary differential equations, and provides theoretical basis for wide applications of nonlocal problems of ordi‐

nary differential equations in applied mathematics and physics.

Key words: integral boundary value problem; fixed point theorem; positive solution

0 引言 

三阶边值问题在应用数学、电磁波和重力驱动流等物理学领域的广泛应用，使相应常微分方

程非局部问题的正解研究取得了相对成熟的结果［1-9］。其中，热传导、等离子物理、热弹性等物理

问题可以归结为带积分边界条件的常微分方程非局部问题，这类问题的正解引起了众多学者的关

注，特别是三阶积分边值问题的正解及其多个正解的研究［2-9］。例如，2022 年，Smirnov Sergey［4］利

用 Schauder 不动点定理研究了含积分边界条件的三阶边值问题

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

u‴+ f ( t，u ( t ) )= 0，      t ∈( 0，1)，

u ( 0 )= 0，u'( 0 )= 0，u (1 )=∫
0

1
g ( s ) u ( s ) ds

（1）

正解的存在性。同年，潘凤等［5］借助 Guo-Krasnoselskill 不动点定理建立了三阶积分边值问题

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

u‴( t )+ a( t ) f ( t，u ( t ) )= 0，    t ∈( 0，1)，

u ( 0 )=∫
0

1
α( s ) u ( s ) ds，   u'( 0 )= u'(1 )= 0

（2）

至少两个正解的存在性。此外，杨佳［7］利用 Leggett-Williams 不动点定理考虑了三阶积分边值问题

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

u‴( t )+ f ( t，u ( t ) )= 0，   t ∈[ 0，1 ]，

u ( 0 )= 0，  u″( 0 )= 0，  u'(1 )=∫
0

1
g ( s ) u'( s ) ds

（3）

的三个正解。基于 Leggett-Williams 不动点定理的三阶常微分方程非局部问题三个正解的研究还

可参见文献［7-10］。众所周知，Leggett-Williams 不动点定理常用于常微分边值问题至少三个正解

的存在性研究，而 Guo-Krasnoselskill 不动点定理多用于单个正解或至少两个正解的存在性［5 ，7-8］。

但是，目前关于三阶常微分方程非局部问题，特别是三阶积分边值问题 2m - 1 ( m = 1，2，…) 个正

解的研究并不多见。2021 年，张瑞燕［11］借助 Guo-Krasnoselskill 不动点定理建立了三阶三点边值

问题

ì
í
î

u‴( t )- αu'( t )+ f ( t，u ( t ) )= 0，  t ∈ ( )0，1 ，

u ( 0 )= u'( 0 )= 0，     u'(1 )= ku'( ξ ) （4）

2m - 1 ( m = 1，2…)（奇数）个正解的存在性。

受张瑞燕［11］工作的启发，本文利用 Guo-Krasnoselskill 不动点定理研究三阶积分边值问题

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

u‴( t )+ λa( t ) f ( t，u ( t )，u'( t ) )= 0，    t ∈ ( )0，1 ，

u ( 0 )=∫
0

1
α( s ) u ( s ) ds，   u'( 0 )= u'(1 )= 0

（5）

2m - 1 ( m = 1，2…)（奇数）个正解的存在性。因此，我们不仅将张瑞燕［11］三阶三点边值问题推广

到三阶积分边值问题，还将 Guo-Krasnoselskill 不动点定理运用到无穷多（奇数）个正解的存在性研

究。注意到，当式（5）中的 λ = 1，f ( t，u ( t )，u'( t ) ) = f ( t，u ( t ) ) 时，式（5）退化为式（2）。因此，本文将

潘凤等［5］至少两个正解的研究结果推广到 2m - 1 ( m = 1，2…) 个正解的同时，还完善了一些三阶

边值问题正解的研究结果［5 ，7-8 ，11-12］。

1 预备知识 

首先给出本文用到的假设条件、相关定义和主要工具：

( A1)   f ∈C ( [ 0，1 ]×[ 0，+∞ )×[ 0，+∞ )，[ 0，+∞ ) )；
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( A2 ) a ∈ C ( [ 0，1 ]，[ 0，+∞ ) )，a( t ) 在 ( 0，1) 上不恒为零，且 0 < ∫
0

1
a( s ) ds <+∞，参数 λ > 0；

( A3 ) α ∈ C ( [ 0，1 ]，[ 0，+∞ ) )，且满足μ ≔∫
0

1
α( s ) ds < 1。

引理1［11］ （Guo-Krasnoselskill 不动点定理）假设 X 是 Banach 空间，K 是 X 中的锥，T：K → K 是全
连续算子且 0 < r < R。若下列两个条件之一成立：

1）  Tu ≤  u ，∀u ∈ K， u = r，且  Tu ≥  u ，∀u ∈ K， u = R；

2）  Tu ≥  u ，∀u ∈ K， u = r，且  Tu ≤  u ，∀u ∈ K， u = R，

则算子 T 有不动点 u ∈ K 且 r <  u < R。

引理2 若条件 ( A1)―( A3 ) 成立，则边值问题式（5）有唯一解

u ( t )=∫
0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds， （6）

这里，

H ( t，s )= G ( t，s )+ 1
1 - μ ∫

0

1
G ( τ，s )α( τ ) dτ， （7）

其中，

G ( t，s )= 1
2
ì
í
î

2st - st 2 - s2， 0 ≤ s ≤ t ≤ 1，
  t 2 (1 - s )， 0 ≤ t ≤ s ≤ 1。

证明 设 u（t）为边值问题式（5）的解，则当 t ∈［0，1］时，有 u‴( t )+ λa( t ) f ( t，u ( t )，u' ( t ) )= 0，对
此式从 0 到 t 积分 3 次依次得

u″( t )= u″( 0 )-∫
0

t

λa( s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds， （8）

u'( t )= u″( 0 ) t -∫
0

t

λ( t - s ) a( s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds， （9）

u ( t )= u ( 0 )+ u″( 0 )
2 t 2 -∫

0

t ( t - s )2

2 λa( s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds， （10）

由式（9）和边界条件 u'(1 ) = 0 可知

u″( 0 )=∫
0

1
λ(1 - s ) a( s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds， （11）

再将式（11）和边界条件 u ( 0 ) = ∫
0

1
α( s ) u ( s ) ds 代入式（10）可得

u ( t ) = ∫
0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds，

其中 H ( t，s )，G ( t，s ) 的定义见式（7）。证毕。
引理3 G ( t，s ) 具有如下性质：

（i） 对 ∀t，s ∈ [ 0，1 ]，有 1
2 t 2 s(1 - s ) ≤ G ( t，s ) ≤ 1

2 s(1 - s )；

（ii） 对 ∀t，s ∈ [ 0，1 ]，有 ts(1 - t )(1 - s ) ≤ G1 ( t，s ) = ∂
∂t

G ( t，s ) ≤ s(1 - s )；

（iii） 当 t ∈ [ 1
4，

3
4 ]，s ∈ [ 0，1 ] 时，有 G ( t，s ) ≥ 1

32 s(1 - s ) 和 G1 ( t，s ) ≥ 3
16 s(1 - s )。

证明 （i） 注意到，当 0 ≤ s ≤ t ≤ 1 时，有

G ( t，s ) = 1
2 ( 2t - t 2 - s ) s = 1

2 [ 1 - s -(1 - t )2 ] s ≤ 1
2 (1 - s ) s，

G ( t，s ) = 1
2 ( 2t - t 2 - s ) s = 1

2 t 2 (1 - s )+ 1
2 (1 - t ) [( t - s )+(1 - s ) t ] s ≥ 1

2 t 2 (1 - s )；

当 0 ≤ t ≤ s ≤ 1 时，有

1
2 t 2 (1 - s ) s ≤ G ( t，s )= 1

2 t 2 (1 - s )≤ 1
2 s(1 - s )。
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（ii） 由 G ( t，s ) 的表达式，不难得到

G1 ( t，s )= ∂
∂t

G ( t，s )=ì
í
î

s(1 - t )，     0 ≤ s ≤ t ≤ 1，
t (1 - s )，    0 ≤ t ≤ s ≤ 1， 

当 0 ≤ s ≤ t ≤ 1 时，有 G1 ( t，s )= s(1 - t )≤ s(1 - s )，G1 ( t，s )= s(1 - t )≥ ts(1 - t )(1 - s )；当 0 ≤ t ≤ s ≤ 1
时 ，有 G1 ( t，s )= t (1 - s )≤ s(1 - s )，G1 ( t，s )= t (1 - s )≥ ts(1 - t )(1 - s )，从 而 ts(1 - t )(1 - s )≤

G1 ( t，s )= ∂
∂t

G ( t，s )≤ s(1 - s )。

（iii） 当 t ∈ [ 1
4，

3
4 ] 时，根据（i），（ii）易知，G ( t，s ) ≥ 1

32 s(1 - s )，G1 ( t，s ) ≥ 3
16 s(1 - s )。证毕。

引理4 H ( t，s ) 具有如下性质：

（i） 对∀t，s ∈[ 0，1 ]，有0 ≤ H ( t，s )≤ 1
2(1 - μ ) s(1 - s )；

（ii） 对 ∀t，s ∈ [ 0，1 ]，有 0 ≤ H1 ( t，s ) = ∂
∂t

H ( t，s ) ≤ s(1 - s )；

（iii） 当 t ∈[ 1
4，

3
4 ]，s ∈[ 0，1 ]时，有H ( t，s )≥ 1

32(1 - μ ) s(1 - s )和H1 ( t，s )≥ 3
16 s(1 - s )。

证明 （i） 对 ∀t，s ∈ [ 0，1 ]，由式（7）可知 H ( t，s ) ≥ 0 显然成立。再由引理 3，可知

H ( t，s )= G ( t，s )+ 1
1 - μ ∫

0

1
G ( τ，s )α( τ ) dτ ≤1

2 s(1 - s )+ 1
1 - μ ∫

0

1 1
2 s(1 - s )α( τ ) dτ = 1

2(1 - μ ) s(1 - s )。

（ii） 对 ∀t，s ∈ [ 0，1 ]，由式（7）可得

H1 ( t，s )= ∂
∂t

H ( t，s )= ∂
∂t ( )G ( t，s )+ 1

1 - μ ∫
0

1
G ( τ，s ) α( τ ) dτ = ∂

∂t
G ( t，s )= G1 ( t，s )， （12）

显然有 H1 ( t，s ) ≥ 0 成立，再由引理 3 不难证明 H1 ( t，s ) = G1 ( t，s ) ≤ s(1 - s )。

（iii） 对 ∀t ∈ [ 1
4，

3
4 ]，由式（7），式（12）及引理 3 可知

H ( t，s )= G ( t，s )+ 1
1 - μ ∫

0

1
G ( τ，s )α( τ ) dτ ≥

1
32 s(1 - s )+ 1

1 - μ ∫
0

1 1
32 s(1 - s )α( τ ) dτ ≥ 1

32(1 - μ ) s(1 - s )

和 H1 ( t，s ) = G1 ( t，s ) ≥ 3
16 s(1 - s )。证毕。

记 E = C1 [ 0，1 ]，对任意的 u ∈ E，定义

 u 1 = u + u' = max
t ∈[ 0，1 ]

| u ( t ) |+ max
t ∈[ 0，1 ]

| u'( t ) |，

其中  u = max
t ∈ [ 0，1 ]

| u ( t ) |， u' = max
t ∈ [ 0，1 ]

| u'( t ) |，不难验证 E 为 Banach 空间。

引理 5 假设条件 ( A1)−( A3) 成立，则边值问题式（5）的唯一解 u 满足 u ( t ) ≥ 0，u'( t ) ≥ 0 且

min
t ∈ [ 1

4，
3
4 ]

u ( t ) ≥ 1
16  u ，min

t ∈ [ 1
4，

3
4 ]

u'( t ) ≥ 3
16  u' 。

证明 首先，不难证明 u ( t ) ≥ 0。其次，根据式（6），式（7）和引理 4 可得

u ( t )=∫
0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≤∫

0

1
λa( s ) 1

2(1 - μ ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds =

1
2(1 - μ ) ∫0

1
λa( s ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds，

所以

558



李丝雨等：一类三阶积分边值问题的奇数个正解

 u  ≤ 1
2(1-μ ) ∫0

1
λa( s ) s(1-s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds，

从而由引理 4 得

min
t ∈[ 1

4，
3
4 ]

u ( t )= min
t ∈[ 1

4，
3
4 ]
∫

0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≥

∫
0

1
λa( s ) 1

32(1 - μ ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds=

1
32(1 - μ ) ∫0

1
λa( s ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≥ 1

16  u 。

注意到，u ( t ) = ∫
0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds，则有

u'( t )=∫
0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds， （13）

故，u'( t ) ≥ 0 显然成立。由引理 4 可知

u'( t )=∫
0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≤∫

0

1
λa( s ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds，

这表明  u'  ≤ ∫
0

1
λa( s ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds，则由引理 4 得

min
t ∈[ 1

4，
3
4 ]

u'( t )= min
t ∈[ 1

4，
3
4 ]
∫

0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≥∫

0

1
λa( s ) 3

16 s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds =

3
16 ∫

0

1
λa( s ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≥ 3

16  u' 。

证毕。

令 K =
ì
í
î

ïï

ïïïï
{u ∈ E：u ( t ) ≥ 0，u'( t ) ≥ 0，t ∈ [ 0，1 ]， min

t ∈ [ 1
4，

3
4 ]

u ( t ) ≥ 1
16  u ，

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
min

t ∈ [ 1
4，

3
4 ]

u'( t ) ≥ 3
16  u' ，易知 K

为 E 中的锥，且对于任意的 u ∈ K，有

u ( t )+ u'( t )≥ 1
16  u + 3

16  u' ≥ 1
16  u 1，t ∈[ 1

4，
3
4 ]。 （14）

定义 K 上的算子 T 为

(Tu )( t )=∫
0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds， （15）

则边值问题式（5）有解等价于算子 T 存在不动点。

引理6 若条件 ( A1)―( A3 ) 成立，则 T：K → K 是全连续算子。

证明 对任意的 u ∈ K，有

(Tu )'( t )=∫
0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds， （16）

因此 (Tu ) ≥ 0，(Tu )' ≥ 0。由式（15），式（16）和引理 4 知

(Tu )( t )=∫
0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≤∫

0

1
λa( s ) 1

2(1 - μ ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds =

1
2(1 - μ ) ∫0

1
λa( s ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds，

和 (Tu )'( t ) = ∫
0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≤ ∫

0

1
λa( s ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds，所以

 Tu ≤ 1
2(1-μ ) ∫0

1
λa( s ) s(1-s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds。 （17）
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 (Tu )' ≤∫
0

1
λa( s ) s(1-s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds。 （18）

因此，结合式（15）―式（18）及引理 4 可得

min
t ∈[ 1

4，
3
4 ]

(Tu )( t )=

min
t ∈[ 1

4，
3
4 ]
∫

0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≥∫

0

1
λa( s ) 1

32(1 - μ ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds =

1
32(1 - μ ) ∫0

1
λa( s ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≥ 1

16  Tu

和

min
t ∈ [ 1

4，
3
4 ]

(Tu )'( t ) = min
t ∈ [ 1

4，
3
4 ]
∫

0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≥ ∫

0

1
λa( s ) 3

16 s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds = 

3
16 ∫

0

1
λa( s ) s(1 - s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds ≥ 3

16  (Tu )' ，

所以 Tu ∈ K。

若 um， u ∈ K 且  um - u 1 → 0（当 m → ∞），则 ∃M1 > 0，使得对 ∀m ∈ N，有  um 1 ≤ M1。令 M2 =
sup{ f ( t，u，u')：( t，u，u') ∈ [ 0，1 ]×[ 0，M1 ]×[ 0，M1 ]}，那么，对 ∀t ∈ [ 0，1 ]，由引理 4 可知

λa( s ) H ( t，s ) f ( s，um ( s )，u'm ( s ) )≤ λa( s ) M2 s(1 - s )
2(1 - μ ) ，s ∈[ 0，1 ]，

λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，um ( s )，u'm ( s ) )≤λa( s ) M2 s(1 - s )，s ∈[ 0，1 ]。
由勒贝格控制收敛定理可知，当 t ∈ [ 0，1 ] 时，有

lim
m → ∞

(Tum )( t )= lim
m → ∞ ∫

0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，um ( s )，u'm ( s ) ) ds =∫

0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds =(Tu )( t )，

lim
m→∞

(Tum )'( t )= lim
m→∞ ∫

0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，um ( s )，u'm ( s ) ) ds=∫

0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，u'( s ) ) ds=(Tu )'( t )。

故  (Tum )-(Tu )
1

=  (Tum )-(Tu ) +  (Tum )' -(Tu )' → 0（当 m → ∞），即 T 是连续算子。再借助

Arzela-Ascoli 定理可知，T：K → K 是全连续的。证毕。

记 N1 = max
t ∈ [ 0，1 ]

a( t )，N2 = min
t ∈ [ 0，1 ]

a( t ) 以及常数 Φ1 = 1 - μ
λN2 μ min

τ，s ∈ [ 1
4，

3
4 ]

G ( τ，s )，Φ2 = 8(1 - μ )
λN1 ( 3 - 2μ )。

2 主要结论及其证明 

定 理 1 假 设 条 件 ( A1) ―( A3) 成 立 ，对 任 意 的 m ∈N∪{+ ∞}，数 列 {rk}
m

k = 1 和 {Rk}
m

k = 1 满 足

rk + 1 < Rk + 1，Rk + 1 < rk和 rk < Rk，k = 1，2，3，⋯，m - 1。若 f 满足如下条件：

（i） f ( t，u，v ) ≥ Brk，
1
16 rk ≤ u + v ≤ rk，t ∈ [ 1

4，
3
4 ]，B ∈ ( Φ1，+∞ )；

（ii） f ( t，u，v ) ≤ ARk，0 ≤ u + v ≤ Rk，t ∈ [ 0，1 ]，A ∈ ( 0，Φ2 )。
则边值问题式（5）存在 2m - 1 ( m = 1，2，…) 个正解{uk}

m

k = 1 和{u∗
k}

m - 1

k = 1
，其中{uk}

m

k = 1 满足 rk ≤  uk ≤

Rk，( k = 1，2，3，⋯，m )，{u∗
k}

m - 1

k = 1
满足 Rk + 1 ≤  u∗

k ≤ rk，( k = 1，2，3，⋯，m )。

证明 记 {Ω1，k}
m

k = 1
={u ∈ K： u 1 < rk}， k = 1，2，3，⋯，m； {Ω2，k}

m

k = 1
={u ∈ K： u 1 < Rk}， k =

1，2，3，⋯，m。显然{Ω1，k}
m

k = 1
和{Ω2，k}

m

k = 1
是 E 中的开子集。

为了建立边值问题式（5）2m - 1 ( m = 1，2…) 个正解的存在性，分以下两步证明：
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第一步 当 u ∈ K ∩ ∂Ω1，k ( k = 1，2，⋯，m ) 时，对 ∀t ∈ [ 1
4，

3
4 ]，有

1
16  u 1 ≤ u + v ≤  u +  v =

 u 1 = rk，由条件（i）可得

 Tu = max
t ∈[ 0，1 ]

|

|
||||∫

0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds

|

|
||||=max

t ∈[ 0，1 ] ∫0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds =

max
t∈[ 0，1 ] ∫0

1
λa( s ) é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúG ( t，s )+ 1

1-μ ∫
0

1
G ( τ，s )α( τ ) dτ f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds≥

∫
0

1
λa( s ) é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

1
1 - μ ∫

0

1
G ( τ，s )α( τ ) dτ f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds≥ λN2 μ

1 - μ
min

τ，s ∈[ 1
4，

3
4 ]

G ( τ，s ) Brk

和  (Tu )' = max
t ∈ [ 0，1 ]

|

|
||||∫

0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds

|

|
||||= max

t ∈ [ 0，1 ]

|

|
||||∫

0

1
λa( s )G1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds

|

|
||||≥ 0，所

以  Tu 1 = Tu + (Tu )' ≥ λN2 μ
1 - μ

min
τ，s ∈[ 1

4，
3
4 ]

G ( τ，s ) Brk > rk = u 1。

令 u ∈ K ∩ ∂Ω2，k，对 ∀t ∈ [ 0，1 ]，有 0 ≤ u + v ≤  u +  v =  u 1 = Rk，由条件（ii）可得

 Tu = max
t ∈[ 0，1 ]

|

|
||||∫

0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds

|

|
||||=

max
t ∈[ 0，1 ] ∫0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds =

max
t ∈[ 0，1 ] ∫0

1
λa( s ) é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúG ( t，s )+ 1

1 - μ ∫
0

1
G ( τ，s )α( τ ) dτ f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds ≤

∫
0

1
λN1

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

1
2 s(1 - s )+ 1

2 s(1 - s ) μ
1 - μ

ARk ds ≤

λN1 ( 1
8 + μ

8(1 - μ ) ) ARk = λN1

8(1 - μ ) ARk，

 (Tu )' = max
t ∈[ 0，1 ]

|

|
||||∫

0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds

|

|
||||= max

t ∈[ 0，1 ]

|

|
||||∫

0

1
λa( s )G1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds

|

|
||||=

max
t ∈[ 0，1 ] ∫0

1
λa( s )G1 ( t，s ) f ( s，u ( s )，v ( s ) ) ds ≤∫

0

1
λN1 s(1 - s ) ARk ds ≤ λN1

4 ARk，

所 以  Tu 1 =  Tu +  (Tu )' ≤ λN1

8(1 - μ ) ARk + λN1

4 ARk = λN1 ( 3 - 2μ )
8(1 - μ ) ARk < Rk =  u 1。 根 据 引

理 1 的结论 2） 易知，T 有不动点 u ∈ K 且 rk <  u 1 < Rk。又因为 k = 1，2，3，⋯，m，所以 T 有 m 个不

动点{uk}
m

k = 1。

第 二 步 当 u∗ ∈ K ∩ ∂Ω2，k + 1 ( k = 1，2，3，⋯，m - 1)，对 ∀t ∈ [ 0，1 ]，有 u∗ + v∗ ≤  u∗ +  v∗ =
 u∗

1
= Rk + 1，由条件（ii）可知

 Tu∗ = max
t ∈[ 0，1 ]

|

|
||||∫

0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u∗ ( s )，v∗ ( s ) ) ds

|

|
||||=

max
t ∈[ 0，1 ] ∫0

1
λa( s ) H ( t，s ) f ( s，u∗ ( s )，v∗ ( s ) ) ds =

max
t ∈[ 0，1 ] ∫0

1
λa( s ) é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúG ( t，s )+ 1

1 - μ ∫
0

1
G ( τ，s )α( τ ) dτ f ( s，u∗ ( s )，v∗ ( s ) ) ds ≤

∫
0

1
λN1

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

1
2 s(1 - s )+ 1

2 s(1 - s ) μ
1 - μ

ARk + 1 ds ≤
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λN1 ( 1
8 + μ

8(1 - μ ) ) ARk + 1 = λN1

8(1 - μ ) ARk + 1

和

 (Tu∗ )' = max
t ∈ [ 0，1 ]

|

|
||||∫

0

1
λa( s ) H1 ( t，s ) f ( s，u∗ ( s )，v∗ ( s ) ) ds

|

|
||||=

max
t ∈ [ 0，1 ]

|

|
||||∫

0

1
λa( s )G1 ( t，s ) f ( s，u∗ ( s )，v∗ ( s ) ) ds

|

|
||||=

max
t ∈[ 0，1 ] ∫0

1
λa( s )G1 ( t，s ) f ( s，u∗ ( s )，v∗ ( s ) ) ds ≤

∫
0

1
λN1 s(1 - s ) ARk + 1 ds ≤ λN1

4 ARk + 1，

所以 Tu∗
1
= Tu∗ + (Tu∗ )' ≤ λN1

8(1 - μ ) ARk + 1 + λN1

4 ARk + 1 = λN1 ( 3 - 2μ )
8(1 - μ ) ARk + 1 < Rk + 1 = u∗

1
。

令 u∗ ∈ K ∩ ∂Ω1，k，对 ∀t ∈ [ 1
4，

3
4 ]，由第一步可知  Tu∗

1
≥  u∗

1
。因此由引理 1 的结论 1）可知，

T 存在不动点 u∗ ∈ K 且 Rk + 1 <  u∗
1

< rk。因为 k = 1，2，3，⋯，m - 1，所以 T 有 m - 1 个不动点

{u∗
k}

m - 1

k = 1
。综合第一步和第二步可知，T 共有 2m - 1 ( m = 1，2…) 个不动点，即边值问题式（5）存在

2m - 1 ( m = 1，2…) 个正解。

注 记 1 λ 的所属范围为

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç 1 - μ
N2 μB min

τ，s ∈ [ 1
4，

3
4 ]

G ( t，s )，
8(1 - μ )

N1 A( 3 - 2μ )

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
，可以利用 Φ1，Φ2 以及 f 满足的条件（i）和（ii）

推出。

3 应用举例 

例1 考虑如下三阶边值问题

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

u‴( t )+( t + 1
5 ) f ( t，u ( t )，u'( t ) )= 0，   t ∈ ( )0，1 ，

u ( 0 )= 1
6 ∫

0

1
su ( s ) ds，   u'( 0 )= u'(1 )= 0，

（19）

这里，边值问题式（5）中的参数 λ = 1，a( t ) = t + 1
5 ，α( t ) = 1

6 t。通过计算不难得到

μ =∫
0

1
α( t ) dt = 1

12，N1 = max
t ∈[ 0，1 ]

a( t )= 6
5，N2 = min

t ∈[ 0，1 ]
a( t )= 1

5， min
t，s ∈[ 1

4，
3
4 ]

G ( t，s )= 3
512 ，

则

Φ1 = 1 - μ
λN2 μ min

τ，s ∈[ 1
4，

3
4 ]

G ( τ，s ) ≈ 9 387， Φ2 = 8(1 - μ )
λN1 ( 3 - 2μ ) ≈ 2.156 9。

令 m ∈ N ∪{ + ∞}， γ ∈ R， A ∈ ( 0，Φ2 )， B ∈ ( Φ1，+∞ )，使 得 γ > max{9 387， B/A }，记

Rk = γ-4k，rk = γ-( 4k + 2)，k ∈{1，2，3，⋯，m - 1}，则 有 rk + 1 < Rk + 1 < rk < Rk，Rk + 1 < rk < Brk，Brk <

ARk，以及
é
ë
êêêê9 387-2rk，

1
16 rk

ù
û
úúúú⊂ [Rk + 1，rk ]。定义函数 f 为
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f ( t，u，u')=

ì

í

î

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

Rk + 1，  u + u'∈[ 0，Rk + 1 ]，
Brk - Rk + 1

9387-2rk - Rk + 1
( u + u'- Rk + 1 )+ Rk + 1，  u + u'∈[ Rk + 1，9387-2rk ]，

Brk，  u + u'∈[ 9387-2rk，rk ]，  
Brk - ARk

rk - Rk
( u + u'- Rk )+ ARk，   u + u'∈[ rk，Rk ]，   

ARk，   u + u'∈[ Rk，+∞ ]，  
则函数 f 满足定理 1 的所有条件。那么由定理 1 不难得到，边值问题式（15）存在 2m - 1 ( m =
1，2…) 个 正 解 {uk}

m

k = 1 和 {vk}
m - 1
k = 1 ，且 满 足 γ-( 4k + 2) ≤ uk 1 ≤ γ-4k，k = 1，2，3，⋯，m；γ-4( k + 1) ≤ vk 1 ≤

γ-( 4k + 2)，k = 1，2，3，⋯，m - 1。
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