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单调区域上非线性退化抛物方程的长时间性态

李心*，褚锦芳
（燕山大学 理学院，河北 秦皇岛 066004）

摘 要：单调区域上的非线性退化抛物方程固有的非自治性和退化性使得对该方程的研究具有本质性的困难。本

文研究了该方程满足能量等式变分解的适定性以及拉回吸引子的存在性。首先，利用惩罚法得到该方程的扰动方

程满足能量等式变分解的适定性。其次，针对扰动方程，利用正则性方法得到该方程极限解的存在性，进而得到原

方程满足能量等式变分解的适定性。最后，根据变分解的适定性构造非自治动力系统的双参数半群，结合一致能

量耗散估计和收缩函数法证明了该半群存在渐近紧的拉回吸收集，从而建立了此类系统的拉回吸引子。
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Long Time Behavior of Nonlinear Degenerate Parabolic Equations in 
Monotone Domains

LI Xin*, CHU Jinfang

(School of Science, Yanshan University, Qinhuangdao 066004, China)

Abstract: The nonlinear degenerate parabolic equation in monotone domain has essential difficulties because of its inherent non-au‐

tonomy and degeneracy. This paper mainly studied the well-posedness of the variational solution of satisfying the energy equality 

and the existence of the pull-back attractor. First, the penalty method was used to obtain the well-posedness of variational solution of 

the perturbation equation which satisfies the energy equality. Second, for the perturbed equation, the existence of the limit solution 

of the equation was attained by the regularity method, further gained the well-posedness of the variational solution of original equa‐

tion which satisfies the energy equality. Final, based on the well-posedness of variational solutions, we constructed a two-parameter 

semigroup of non-autonomous dynamical system, and the existence of asymptotically compact pullback absorbing sets for such sys‐

tem was proved by combining the uniform energy dissipation estimates and the contraction function method, thus, the pull-back at‐

tractor of this kind of system was established from the preceding analysis.
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0 引言 

随着社会的不断进步和发展，定义在单调区域上的偏微分方程大量出现在物理、经济、医学、

生物数学、工程控制等领域。因实际问题的需要，长期以来，众多数学家致力于研究单调区域上的

线性和非线性偏微分方程，其中大部分涉及问题的描述和解的适定性等［1-3］。
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众所周知，自治的非线性偏微分方程解的适定性等已被广泛研究［4］。而对于非自治的偏微分方

程这一类变区域问题［5-6］，由于方程作用区域的变化导致了方程的相空间也发生变化，因此，尽管方

程可能不显含时间，但方程在本质上是非自治的。这无疑使得该类问题的研究变得更加困难，特别

是在函数空间的选取与解的定义、性质的证明等方面。Bernardi 等［7］通过假设作用区域截面关于时

间的单调性条件，研究了非柱形区域中的线性薛定谔型偏微分方程的 Cauchy-Dirichlet 问题，得到了

Hilbert 空间中的一类抽象薛定谔型微分方程解的存在性和唯一性结果；周峰［8］结合了已有的惩罚函

数以及 CGL 方程的特点，给出了一种新的惩罚函数，并利用此函数证明了 CGL 方程变分解的适定

性，进而获得了拉回吸引子的存在性。Kloeden 等［9］通过引入惩罚项将非柱形区域延拓到柱形区域

上，证明了非柱形区域中的热方程满足能量等式变分解的适定性，从而进一步得到了由这类解生成

的非自治动力系统的拉回吸引子的存在性。此外，文献［10］中，作者考虑了非柱形区域中的非线性

抛物型变分不等式，利用 Rothe 法构造了一个近似解，证明了结果的存在性和唯一性。

针对退化抛物方程，数学家们对其解的适定性和吸引子的存在性做了广泛的研究［11-12］。Li
等［13］在允许非负扩散系数消失的意义下，考虑了一类退化抛物方程在有界域中的长时间行为。李

心［14］通过建立新的框架和先验估计证明了有界域上非自治退化抛物方程的解在高阶可积空间的

拉回吸引性。苏彩月等［15］考虑了一类变指标四阶退化抛物方程问题，通过构造逼近解，结合能量

估计获得一致性估计，进而得到存在性结果。并在存在性基础上，利用熵泛函方法给出了解的长

时间行为。然而对于单调区域上的非线性退化抛物方程，该区域上非自治的固有性以及方程的退

化性使得这类方程的研究变得更加困难。本文克服了该方程所特有的退化性以及单调区域上非

自治的固有性所带来的困难，利用惩罚法等方法讨论了单调区域上的非线性退化抛物方程变分解

的适定性问题，并得到该系统拉回吸引子的存在性。

1 预备知识 

设{Ω t：t ∈ R}是 RN 的一簇非空有界子集，且满足单调性条件

s < t ⇒ Ωs ⊂ Ω t 。 （1）
对于任意的 T > τ，记：

Qτ ≔∪t ∈ ( )τ，+∞ Ω t ×{t} ，         Στ ≔∪t ∈ ( )τ，+∞ ∂Ω t ×{t}，

Qτ，T ≔∪t ∈ ( )τ，T
Ω t ×{t} ，        Στ，T ≔∪t ∈ ( )τ，T

∂Ω t ×{t}。
其中 τ ∈ R，Qτ，T 是 RN + 1 的子集。

考虑如下形式的单调区域上带有齐次 Dirichlet 边界条件的非线性退化抛物方程的初值问题：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ut - div ( )σ ( )x ∇u + f ( )u = g ( )x，t ， ( x，t )∈ Qτ，

u = 0， ( x，t )∈ Στ，

u ( )τ，x = uτ ( )x ， x ∈ Ωτ。
（2）

其中 τ ∈ R，uτ：Ωτ → R，耗散系数 σ (x)，外力项 g 以及非线性项 f 满足如下条件：

(C1)σ (x)是一个非负可测函数使得 σ ∈ L1
loc (ΩT)，并满足对某些 α ∈ (0，2)以及对任意 z∈ Ω̄T 都有

lim inf
x → z

| x - z |-ασ (x) > 0 成立；

(C2) 外力项 g ∈ L2
loc (R；L2(ΩT) ) 且 g：Qτ → R 满足 ∫

-∞

t

eλs g ( )s 2

L2 ( )ΩT

ds <+∞，这里 λ > 0 为带有齐

次 Dirichlet 边界条件区域 ΩT 上算子-div (σ (x)∇ ⋅ )的第一特征值；

(C3)非线性项 f ∈ C1 (R)，且对任意 s ∈ R，有

C1| s |
p - C0 ≤ f ( s) s ≤ C2| s |

p + C0，p ≥ 2， （3）
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f ′( s)≥-l， （4）
这里 Ci(i = 0，1，2，)，l 都为正常数。此外，存在非负常数 C͂i(i = 0，1，2)使得对任意的 s ∈ R，有

C͂1| s |
p - C͂0 ≤ F ( s)≤ C͂2| s |

p + C͂0 ( p ≥ 2，F ( s)≔∫
0

s

f (r ) dr )。 （5）

为了方便起见，记 Hr ≔ L2(Ωr)，Vr ≔ H 1，σ
0 (Ωr)，其中 r ∈ R，( ⋅，⋅ ) r

和 |  ⋅ |
r
分别表示 Hr 中的内积

和范数，(( ⋅ ) )
r
和   ⋅ 

r
分别表示 Vr 中的内积和范数。对任意的 s < t，采用函数延拓的思想将 Vs

视为 Vt 的一簇闭子空间，由（1）可知对任意的 T > τ，{Vt：t ∈ [τ，T ] }为 VT 的一簇闭子空间，即

s < t ⇒ Vs ⊂ Vt。
对任意 T > τ，考虑如下逼近方程：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ut - div ( )σ ( )x ∇u + f ( )u = g ( )x，t ， ( x，t )∈ Qτ，T，

u = 0， ( x，t )∈ Στ，T，

u ( )τ，x = uτ ( )x ， x ∈ Ωτ。
（6）

记

Φτ，T ≔{φ ∈ L2( )τ，T；VT ∩ Lp( )Q͂τ，T ：φ'∈ L2( )τ，T；HT ， }φ ( )τ = φ ( )T = 0， φ ( )t ∈ Vt      a.e. t ∈ ( )τ，T ，

其中 uτ ∈ L2(Ωτ)，g ∈ L2(Qτ，T)，Q͂τ，T ≔ Ω t × (τ，T )。
定义1 称函数 u 为方程（6）的变分解，若满足

（1）u ∈ L2(τ，T，Vt) ∩ Lp(Q͂τ，T)；
（2）对任意 φ ∈ Φτ，T，

-∫
τ

T

( )u ( )t ，φ'( )t
T
dt + ((u (t )，φ (t ) ) )

Vt

+∫
τ

T

( f (u (t ) )，φ (t ) )
T
dt =∫

τ

T

(g (t )，φ (t ) )
T
dt ；

（3）u (t ) ∈ Vt       a.e. t ∈ (τ，T )；

（4）lim
t → τ

1
t - τ ∫

τ

t

| u (r ) - uτ |
2

T
dr = 0。

引理1 若 u 是公式（6）的变分解，则对于 | u |2
T
任意的 Lebesgue 点 t (t ∈ (τ，T ) )有

| u (t ) |2
T

+ 2∫
τ

t

 u ( )r
2

VT

dr + 2∫
τ

t

( f (u (r ) )，u (r ) )
T

dr =

| uτ |
2
T

+ 2∫
τ

t

(g (r )，u (r ) )
T
dr + lim

h → 0
h-1∫

τ

t - h

|| u ( )r + h - u ( )r
2

T
dr。

我们主要对公式（6）中满足如下能量等式的变分解 u 进行研究

| u (t ) |2
T

+ 2∫
τ

t

 u ( )r
2

VT

dr + 2∫
τ

t

( f (u (r ) )，u (r ) )
T
dr = | uτ |

2
T

+ 2∫
τ

t

(g (r )，u (r ) )
T
dr       a.e. t ∈ (τ，T )。（7）

在这种情况下，通常会认为 t ∈ (τ，T )时 u 满足能量等式。同样地，若对任意 T > τ，将方程（2）
的变分解 u 限制在 Q͂τ，T 上时仍满足能量等式，则 u 在 t ∈ (τ，+∞)上也满足能量等式（7）。显然，若

u 是方程（6）满足能量等式的变分解，则 u ∈ L∞(τ，T；HT)。
对任意函数 u ∈ L2(τ，T；HT)，t ∈ (τ，T )定义 ζu，T(t ) ≔ lim sup

h → 0

1
h ∫

τ

t - h

| u (r + h) - u (r ) |2
T
dr。

ζu，T(t )是一个单调不减函数，则由引理 1 可知，方程（6）的变分解 u 在 t ∈ (τ，T )上满足能量等式

（7）当且仅当对任意 t ∈ (τ，T )有 ζu，T(t ) = 0。
2 扰动方程变分解的适定性 

为了研究方程的退化情况，通常会用非退化问题逼近退化问题。本小节针对单调区域上非线
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性退化抛物方程的扰动方程（8），利用惩罚法证明其满足能量等式变分解的存在性和唯一性。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

u'ε - div ( )σε( )x ∇uε + f ( )uε = g ( )x，t ， ( x，t )∈ Qτ，

uε = 0， ( x，t )∈ Στ，

uε( )τ，x = uτ ( )x ， x ∈ Ωτ，

（8）

其中 σε(x) = σ (x) + ε。
2.1　惩罚法　

首先，固定 T > τ，对任意 t ∈ [τ，T ]，用 Vt
⊥ ≔{u ∈ VT：((u，v) )

T
= 0，∀v ∈ Vt}表示 Vt 的正交子空

间 。 此 外 ，将 Vt 到 Vt
⊥ 的 正 交 投 影 算 子 记 作 M (t ) ∈ ϑ (VT)，则 有 u ∈ VT，M (t ) u ∈ Vt

⊥，u -
M (t ) u ∈ Vt。 然后，对任意 t > T 定义 M (t ) = M (T )，并且 M (T )是 ϑ (VT)的零点。现在将用更规

则的算子来近似 M (t )。考虑 VT 上的对称双线性形式 m (t；⋅，⋅ )且
m (t；u，v)≔ ((M (t ) u，v) )

T
，∀u，v ∈ VT，∀t ≥ τ。

映射 t ∈ [τ， )+∞ ↦ m (t；u，v) ∈ R 是可测的。此外，|m (t；u，v) |≤  u
T
 v

T
，∀u，v ∈ VT。 对任意

整数 k ≥ 1 记 mk(t；u，v) ≔ k ∫
0

1
k m (t + r；u，v) dr，∀u，v ∈ VT，∀t ≥ τ。 并将与 M (t ) ∈ ϑ (VT) 相关的算

子定义为 ((Mk(t ) u，v) )
T

≔ mk(t；u，v)，∀u，v ∈ VT，∀t ≥ τ。
引理2［9］ 对任意的整数 1 ≤ h ≤ k，t ≥ τ 和 u，v ∈ VT 有

mk(t；u，v)= mk(t；v，u)；0 ≤ mh(t；u，u)≤ mk(t；u，u)≤ m (t；u，u)= M ( )t u
2

T
≤ u 2

T
；

m'k(t；u，u)≔ d
dt

mk(t；u，u)= k (m (t + 1
k
；u，u)- m (t；u，u) )≤ 0；((Mk(t ) u，z) )

T
= 0，∀z ∈ Vt。

此外，{uk}⊂ L2(τ，T；VT)且{uk}在 L2(τ，T；VT)中弱收敛于 u，则

lim inf
k →+∞ ∫

τ

T

mk( )t；uk( )t ，uk( )t dt ≥∫
τ

T

m ( )t；u ( )t ，u ( )t dt。
假设 R：V → VT

* 为 Riesz 同构，并将其定义为 Ru，v
T

≔ ((u，v) )
T
，∀u，v ∈ VT。 则对任意整数

k ≥ 1 和任意 t ∈ [τ，T ]有：Aσ
εk(t ) ≔-div (σε(x)∇) + kRMk(t )。显然，Aσ

εk(t ) ∈ ϑ (VT，VT
*) 是一簇对称

线性算子，其使得映射 t ∈ [τ，T ]↦ Aσ
εk(t ) ∈ ϑ (VT，VT

*)是可测且有界的。此外，还满足

Aσ
εk( )t u，u

T
≥ u 2

VT
+ ε u 2

H 1
0 ( )ΩT

，∀u ∈ VT，∀t ∈ [τ，T ]。 （9）
令 uτ ∈ HT，则有

(uεk(t )，u)
T

+∫
τ

t

Aσ
εk( )r uk( )r ，u

T
dr +∫

τ

t

( f (uεk(r ) )，u)
T
dr = (uτ，u) T

+∫
τ

t

(g (r )，u)
T
dr。 （10）

定理1 假设公式（1），公式（3）和公式（4）仍成立，则对任意 k ≥ 1，f ∈ L2(τ，T；HT)，uτ ∈ HT，方

程 （10） 存 在 唯 一 的 解 uεk
∈ L2(τ，T；VT) ∩ Lp(Q͂τ，T) 且 uεk

∈ C ([τ，T ]；HT)。 另 外 ，如 果

uτ ∈ VT ∩ Lp(ΩT)，则 uεk
也满足

uεk
∈ L∞(τ，T；VT)∩ L∞(τ，T；Lp(ΩT) )，u'εk

∈ L2(τ，T；HT)，
和

∫
τ

T

|| u'εk( )t
2

T
dt + uεk

2

VT

+ ε uεk

2

H 1
0 ( )ΩT

+ k ∫
τ

T

( )( )Mk( )t uεk( )t ，uεk( )t
T
dt + 2C͂1 uεk

p

L∞( )τ，T；Lp ( )ΩT

≤

(3 + T - τ ) é
ë
êêêê uτ

2
VT

+ ε uτ
2
H 1

0 ( )ΩT
+ k ((Mk(τ ) uτ，uτ) )

T
+ 2C͂2 uτ

p

Lp ( )ΩT
+ 4C͂0| ΩT |+∫

τ

T

| g (r ) |2
T
drù
û
úúúú，

其中 C͂0 和 C͂2 由公式（5）给出。
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证明 由 所 涉 及 算 子 的 单 调 性 可 知 方 程（10）存 在 唯 一 的 解 uεk
∈ L2(τ，T；VT) ∩ Lp(Q͂τ，T) 且

uεk
∈ C ([τ，T ]；HT)。 对任意整数 n ≥ 1 考虑近似值 uεkn

(t ) = ∑i = 1
n ζkn，i(t ) ei，其中{ei}为 HT 的 Hilber 标

准正交基，则有

(uεkn
(t )，ei)

T
+∫

τ

t

Aσ
εk( )r uεkn

( )r ，ei
T
dr +∫

τ

t ( )f ( )uεkn
( )r ，ei

T
dr =

(uτn
，ei)

T
+∫

τ

t

(g (r )，ei)
T
dr， t ∈ [τ，T ]，1 ≤ i ≤ n 。

（11）

此外，由公式（7）可得解 uεkn
满足如下的能量等式

| uεkn
(t ) |2

T
+ 2∫

τ

t

Aσ
εk( )r uεkn

( )r ，uεkn
( )r

T
dr + 2∫

τ

t ( f (uεkn
(r ) )，uεkn

(r ) )
T
dr =

| uτn |
2

T
+ 2∫

τ

t

(g (r )，uεkn
(r ) )

T
dr        a. e. t ∈ (τ，T )。

根据公式（3）和公式（9）有

| uεkn
(t ) |2

T
+ 2∫

τ

t ( uεkn

2

VT

+ ε uεkn

2

H 1
0 ( )ΩT

) dr + 2C1∫
τ

t

 uεkn
( )r

p

Lp ( )ΩT

dr ≤

| uτn |
2

T
+∫

τ

t

| g (r ) |2
T
dr +∫

τ

t

| uεkn
(r ) |2

T
dr + 2C0 (t - τ ) | ΩT |。

（12）

由公式（12）和 Gronwall 不等式得出 {uεkn
}在 L2(τ，T；VT) ∩ Lp(Q͂τ，T) 和 L∞(τ，T；HT) 中是有界的。则

{uεkn
}在 L2(τ，T；VT) ∩ Lp(Q͂τ，T)中弱收敛于 uεk

且在 L∞(τ，T；HT)中弱*收敛于 uεk
，且 uεk

为方程（10）的

解。假设 uτ ∈ VT ∩ Lp(ΩT)，式（11）关于 t 求导，有

(u'εkn
(t )，ei)

T
+ Aσ

k ( )t uεkn
( )t ，ei

T
+ ( f (uεkn

(t ) )，ei)
T

= (g (t )，ei)
T
 ，t ∈ [τ，T ]，

将上式乘以 ζ 'kn，i(t )，并 i = 1 到 n 求和，化简得

| u'εkn
(t ) |2

T
+ d

dt ( uεkn

2

VT

+ ε uεkn

2

H 1
0 ( )ΩT

)+ 2k ((Mk(t ) uεkn
(t )，u'εkn

(t ) ) )
T

+

2 d
dt ∫ΩT

F ( )uεkn
( )x，t dx ≤ | g (t ) |2

T
            a. e. t ∈ (τ，T )。

（13）

接下来，处理公式（13）中的第三项得到

((Mk(t ) uεkn
(t )，u'εkn

(t ) ) )
T

= k ∫
t

t + 1
k ((M (r ) uεkn

(t )，u'εkn
(t ) ) ) dr， （14）

和

1
k

d
dt ((Mk(t ) uεkn

(t )，uεkn
(t ) ) )

T
≤ 2∫

t

t + 1
k ((M (r ) uεkn

(t )，u'εkn
(t ) ) )

T
dr。 （15）

因此，根据公式（14）和公式（15）有

((M (t ) uεkn
(t )，u'εkn

(t ) ) )
T

≥ 1
2

d
dt ((M (t ) uεkn

(t )，uεkn
(t ) ) )

T
，

故将上式代入公式（13）可得

| u'εkn
(t ) |2

T
+ d

dt ( uεkn

2

VT

+ ε uεkn

2

H 1
0 ( )ΩT

)+ k
d
dt ((M (t ) uεkn

(t )，uεkn
(t ) ) )

T
+

2 d
dt ∫ΩT

F ( )uεkn
( )x，t dx ≤ | g (t ) |2

T
 。

（16）

由公式（5）可得

-2C͂0| ΩT |+ 2C͂1 uεkn
( )t

p

Lp ( )ΩT

≤ 2∫ΩT

F ( )uεkn
( )x，t dx ≤ 2C͂0| ΩT |+ 2C͂2 uεkn

( )t
p

Lp ( )ΩT

。 （17）

将公式（16）在 (τ，T )上关于 t积分并将公式（17）代入可得
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∫
τ

t

| u'εkn
(r ) |2

T
dr + uεkn

2

VT

+ ε uεkn

2

H 1
0 ( )ΩT

+ k ((Mk(t ) uεkn
(t )，uεkn

(t ) ) )
T

+ 2C͂1 uεkn
( )t

p

Lp ( )ΩT

≤

 uτn

2

VT

+ ε uτn

2

H 1
0 ( )ΩT

+ k ((Mk(τ ) uτn
，uτn) )

T
+ 4C͂0| ΩT |+ 2C͂2 uτn

p

Lp ( )ΩT

+∫
τ

t

| g (r ) |2
T
dr。

（18）

因此，uεk
满足

uεk
∈ L∞( )τ，T；VT ∩ L∞( )τ，T；Lp( )ΩT ，u'εk

∈ L2( )τ，T；HT 。

此外，通过 uεk
的唯一性可知，序列 uεkn

在 L∞(τ，T；VT) ∩ L∞(τ，T；Lp(ΩT) )中弱*收敛于 uεk
，u'εkn

在

L2(τ，T；HT)中弱收敛于 u'εk
，n → +∞。根据公式（18）有

∫
τ

t

| u'εk(r ) |
2

T
dr + uεk

2

VT

+ ε uεk

2

H 1
0 ( )ΩT

+ 2C͂1 uεk( )t
p

L∞( )τ，T；Lp ( )ΩT

≤

3 uτ
2
VT

+ 3ε uτ
2
H 1

0 ( )ΩT
+ 3k ((Mk(τ ) uτ，uτ) )

T
+ 12C͂0| ΩT |+ 6C͂2 uτ

p

Lp ( )ΩT
+ 3∫

τ

T

| g (r ) |2
T
dr。

另一部分在 (τ，T )上关于 t 积分可得

k ∫
τ

T ((Mk(t ) uεkn
(t )，uεkn

(t ) ) )
T

dt ≤ (T - τ ) é
ë
êêêê uτn

2

VT

+ ε uτn

2

H 1
0 ( )ΩT

+

k ((Mk(τ ) uτm
，uτm) )

T
+ 2C͂2 uτm

p

Lp ( )ΩT

+ 4C͂0| ΩT |+∫
τ

t

| g (r ) |2
T
dr。

（19）

因此，根据引理 2 和公式（19）有

k ∫
τ

T

((Mεk(t ) uεk(t )，uεk(t ) ) )
T

dt ≤ k lim inf
k → ∞ ∫

τ

T ((Mk(t ) uεkn
(t )，uεkn

(t ) ) )
T

dt ≤

(T - τ ) éëêêêê uτ
2
VT

+ ε uτ
2
H 1

0 ( )ΩT
+ k ( )( )Mk( )τ uτ，uτ

T

ù
û
úúúú+2C͂2 uτ

p

Lp ( )ΩT
+ 4C͂0 || ΩT +∫

τ

t

|| g ( )r
2

T
dr 。

2.2　满足能量等式的变分解　

本小节的主要目的是证明方程（8）满足能量等式变分解的存在性。

定理 2 假设公式（1），公式（3）和公式（4）都成立，则对任意 g ∈ L2(τ，T；HT) 和 uτ ∈ Hτ，方程

（8）存在唯一的满足能量等式（7）的变分解 uε。此外，uε ∈ C ([τ，T ]；HT)。若 uτ ∈ Vτ ∩ LP(Ωτ)，则 u

满足

uε ∈ L∞(τ，T；VT)∩ L∞(τ，T；Lp(ΩT) )，         uε ′∈ L2(τ，T；HT)。
证明 首先，考虑 uτ ∈ Vτ ∩ LP(Ωτ)，则由引理 2 有 ((Mk(τ ) uτ，uτ) )

T
= 0，∀k ≥ 1。 根据定理 1 的估

计 可 知 方 程（10）的 解 uε 存 在 子 序 列 。 为 了 方 便 起 见 ，仍 用 {uεk} 表 示 。 则 uεk
在

L∞(τ，T；VT) ∩ L∞(τ，T；Lp(Ω t) ) 中 弱 * 收 敛 于 uε，u'εk
在 L2(τ，T；HT) 中 弱 收 敛 于 u'ε。 因 此 ，

uε ∈ C ([τ，T ]；HT)。uεk
在 L2(τ，T；VT)中弱收敛于 uε，则由引理 2 和定理 1 可得

∫
τ

T

 M ( )t uε( )t
2

T
dt ≤ lim inf

k →+∞
((Mk(t ) uεk(t )，uεk(t ) ) )

T
dt ≤ lim inf

k →+∞

C
k

= 0，

其 中 C = (3 + T - τ ) é
ë
êêêê uτ

2
VT

+ ε uτ
2
H 1

0 ( )ΩT
+ 2C͂2 uτ

p

Lp ( )ΩT
+ 4C͂0| ΩT |+ ∫

τ

T

| g (r ) |2
T
drù
û
úúúú。 由 此 得 出

M (t ) uε(t ) = 0，t ∈ (τ，T )。 即 uε(t ) ∈ VT。 另一方面，由定理 1 的估计和等式

uεk(t )- uεk( s)=∫
s

t

u'εk( )r dr，∀s，t ∈ [τ，T ]，∀k ≥ 1。
有

| uεk(t )- uεk( s) |T ≤ C
1
2 | t - s |

1
2，      ∀s，t ∈ [τ，T ]，∀k ≥ 1。 （20）

则由定理 1 的估计可知，对任意 t ∈ [τ，T ]和 k ≥ 1 有  uεk( )t
2

T
≤ C。又因为空间 Vt 紧嵌入 HT，因
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此，集合 {uε ∈ Vt： uε( )t
2

T
≤ C}在 HT 中是紧的。由公式（20）和 Ascoli-Arzela 定理可知存在子序列

（这里仍用 uk 表示）使得

uεk
→ uε，k →+∞，uε ∈ C ([τ，T ]；HT)。 （21）

因此，uεk
在 L2(τ，T；HT)中收敛于 uε。再提取一个序列 uεk(x，t ) → uε(x，t )，uε(x，t ) ∈ Q͂τ，T，则

f (uεk(x，t ) )→ f (uε(x，t ) )       a. e. uε(x，t )∈ Q͂τ，T 。 （22）
根据公式（5）和公式（22），可知序列 f (uεk)在 L

P
P - 1 (Q͂τ，T)中是有界的，则

f (uεk)弱收敛于 f (uε)，uε ∈ L
P

P - 1 (Q͂τ，T)。 （23）
根据引理 2 和公式（10）有

∫
τ

T

- (uεk(t )，φ'(t ) )
T

dt +∫
τ

T ( )( )( )uεk( )t ，φ ( )t
VT

+ ε ( )( )uεk( )t ，φ ( )t
H 1

0 ( )ΩT

dt +

∫
τ

T

( f (uεk(t ) )，φ (t ) )
T
dt =∫

τ

T

(g (t )，φ (t ) )
T
dt 。

（24）

其中 φ (t ) ∈ Φτ，T。由公式（21），公式（23）和公式（24）可知，当 k → +∞ 时，式（24）的解取极限得到

uε 是方程（8）的变分解。

为了证明 uε 在 (τ，T )上满足能量等式，根据公式（9）得到如下的能量等式

| uεk(T ) |2
T

+ 2∫
τ

T ( uεk( )r
2

VT

+ ε uεk( )r
2

H 1
0 ( )Ωt ) dr + 2∫

τ

T

( f (uεk(r ) )，uεk(r ) )
T
dr ≤

| uτ |
2
T

+ 2∫
τ

t

(g (r )，uεk(r ) ) T
dr        a. e. t ∈ (τ，T )。

（25）

则

∫
τ

T

( )f ( )uεk( )r ，uεk( )r
T
dr =∫

τ

T

( )f ( )uεk( )r - f ( )uε( )r ，uεk( )r - uε( )r
T
dr +

∫
τ

T

( )f ( )uεk( )r ，uε( )r
T
dr +∫

τ

T

( )f ( )uε( )r ，uεk( )r
T
dr -∫

τ

T

( )f ( )uε( )r ，uε( )r
T
dr。

将公式（4）应用于上式可得

∫
τ

T

( )f ( )uεk( )r ，uεk( )r
T
dr ≥-l ∫

τ

T

| uεk(r )- uε(r ) |
2

T
dr +

∫
τ

T

( )f ( )uεk( )r ，uε( )r
T
dr +∫

τ

T

( )f ( )uε( )r ，uεk( )r
T
dr -∫

τ

T

( )f ( )uε( )r ，uε( )r
T
dr。

由上述不等式和公式（25）得到

| uεk(T ) |2
T

+ 2∫
τ

T ( uεk( )r
2

VT

+ ε uεk( )r
2

H 1
0 ( )ΩT ) dr ≤

| uτ |
2
T

+ 2l ∫
τ

T

| uεk(r )- uε(r ) |
2

T
dr - 2∫

τ

T

( )f ( )uεk( )r ，uε( )r
T
dr -

2∫
τ

T

( )f ( )uε( )r ，uεk( )r
T
dr + 2∫

τ

T

( )f ( )uε( )r ，uε( )r
T
dr + 2∫

τ

t

(g (r )，uεk(r ) ) T
dr。

根据公式（21），公式（23）和范数的下半连续性可知 uεk
在 L2(τ，T；VT) ∩ Lp(Q͂τ，T)中弱收敛于 uε。则

| uε(T ) |2
T

≤ | uτ |
2
T

+ 2∫
τ

T
é
ë
êêêê(g (r )，uε(r ) )

T
- uε( )r

2

VT

- ε uε( )r
2

H 1
0 ( )ΩT

- ( f (uε(r ) )，uε(r ) )
T

ù
û
úú dr。

由引理 2 和 uε ∈ C ([τ，T ]；HT) 可知 uε 满足能量等式。最后，假设存在序列 uτn
∈ Vτ ∩ LP(Ωτ) 使得

n → +∞ 时，uτn
→ uτ。对任意 n，令 uεn

∈ C ([τ，T ]；HT)且 uεn
为对应初值 uτn

的方程（8）满足能量等式

的变分解。因此，对任意 n ≥ 1，

| uεn(t ) |
2

T
+ 2∫

τ

T ( uεn( )r
2

VT

+ ε uεn( )r
2

H 1
0 ( )ΩT ) dr + 2∫

τ

T

( f (uεn(r ) )，uεn(r ) )
T
dr =
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|| uτn
2
T

+ 2∫
τ

t

( )g ( )r ，uεn( )r
T
dr ，         t ∈ ( )τ，T 。

根据上述等式和公式（3）可得

{uεn}在L∞(τ，T；HT)∩ L2(τ，T；VT)∩ Lp(Q͂τ，T)是有界的。 （26）
另一方面，对于任意的 t ∈ [τ，T ]和 n，m ≥ 1 有

| uεn(t )- uεm(t ) |
2

T
+ 2∫

τ

t

 uεn( )r - uεm( )r
2

VT

+ ε uεn( )r - uεm( )r
2

H 1
0 ( )ΩT

dr ≤

| uτn(t )- uτm(t ) |
2

T
+ 2l ∫

τ

t

| uεn(r )- uεm(r ) |
2

T
dr。

利用 Gronwall 引理可得

{uεn}是一个柯西列，uεn
∈ L2(τ，T；VT)∩ C ([τ，T ]；HT)。 （27）

根 据 公 式（26）和 公 式（27）可 得 n → +∞ 时 ，uεn
在 L2(τ，T；VT) ∩ C ([τ，T ]；HT) 上 收 敛 于

uε，uε ∈ Lp(Q͂τ，T)。则如前所述，L
P

P - 1 (Q͂τ，T)中存在一个收敛的子序列 f (uεn)。当 n → +∞ 时，f (uεn)弱
收敛于 f (uε)。因此，uεn

取极限可得 uε 是方程（8）的变分解。又因为任意 uεn
在 [τ，T ]中都满足能量

等式，则应用文献［9］的引理 10 得到 uε 在 [τ，T ]上也满足能量等式。

2.3　变分解的唯一性　

定理 3 设 uε1，uε2 是方程（8）对应初值 u1 (τ )，u2(τ ) ∈ Hτ 的两个变分解，当 ε → 0 时它们都满足能

量等式（7），则

| uε1(t )- uε2 (t ) |
2

T
+ 2∫

τ

t ( ) uε1( )r - uε2 ( )r
2

VT

+ ε uε1( )r - uε2 ( )r
2

H 1
0 ( )ΩT

dr ≤

e2l ( )t - τ | u1 (τ )- u2(τ ) |
2

T
 ，        t ∈ (τ，T )。

证明 根据文献［9］的引理 6 可得

| uε1(t )- uε2 (t ) |
2

T
+ 2∫

τ

t ( ) uε1( )r - uε2 ( )r
2

VT

+ ε uε1( )r - uε2 ( )r
2

H 1
0 ( )ΩT

dr +

2∫
τ

t

( f (uε1(r ) )- f (uε2 (r ) )，uε1(r )- uε2 (r ) )
T

dr =

| u1 (τ )- u2(τ ) |
2

T
+ lim

h → 0

1
h ∫

τ

t - h

| (uε1(r + h)- uε1(r ) )- (uε2 (r + h)- uε2 (r ) ) |
2

T
dr。

（28）

由等式 | uε1(t ) - uε2 (t ) |
2

T
= | uε1(t ) |

2

T
+ | uε2 (t ) |

2

T
- 2 (uε1(t )，uε2 (t ) ) T

有

ζuε1，T(t )= ζuε2，T(t )= 0 ，       t ∈ (τ，T )，
和

lim
h → 0

1
h ∫

τ

t - h

| (uε1(r + h)- uε1(r ) )- (uε2 (r + h)- uε2 (r ) ) |
2

T
dr =

-2 lim
h → 0

1
h ∫

τ

t - h

(uε1(r + h)- uε1(r )，uε2 (r + h)- uε2 (r ) ) T
dr      a.e. t ∈ (τ，T )。

利用 Cauchy-Schwarz 不等式可得

|

|
|
||
| 1
h ∫

τ

t - h

(uε1(r + h)- uε1(r )，uε2 (r + h)- uε2 (r ) ) T
dr
|

|
|
||
|≤

( 1
h ∫

τ

t - h

| uε1(r + h)- uε1(r ) |
2

T
dr )

1
2 ( 1

h ∫
τ

t - h

| uε2 (r + h)- uε2 (r ) |
2

T
dr )

1
2。

又因 ζuε1，T(t ) = ζuε2，T(t ) = lim sup
h → 0

1
h ∫

τ

t - h

| u (r + h) - u (r ) |2
T
dr = 0，故有
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lim
h → 0

1
h ∫

τ

t - h

(uε1(r + h)- uε1(r )，uε2 (r + h)- uε2 (r ) ) T
dr = 0 ，    t ∈ (τ，T )。 （29）

由公式（4），公式（28）和公式（29）可得

| uε1(t )- uε2 (t ) |
2

T
+ 2∫

τ

t ( ) uε1( )r - uε2 ( )r
2

VT

+ ε uε1( )r - uε2 ( )r
2

H 1
0 ( )ΩT

dr ≤

| uε1(τ )- uε2 (τ ) |
2

T
+ 2l ∫

τ

t

| uε1(r )- uε2 (r ) |
2

T
dr。

最后，将 Gronwall 引理应用于上式可得

| uε1(t )- uε2 (t ) |
2

T
+ 2∫

τ

t ( ) uε1( )r - uε2 ( )r
2

VT

+ ε uε1( )r - uε2 ( )r
2

H 1
0 ( )ΩT

dr ≤

e2l ( )t - τ | u1 (τ )- u2(τ ) |
2

T
       a.e. t ∈ (τ，T )。

推论1 对于任意的 uτ ∈ Hτ，方程（6）至多存在一个满足能量等式（7）的变分解。

3 退化抛物方程变分解的适定性 

本小节考虑了扰动方程（8）在单调区域上解的性质，即证明了该方程解的极限是退化抛物方

程的解，进一步得到了单调区域上非线性退化抛物方程满足能量等式变分解的适定性。

定理 4 设  {Ω t：t ∈ R}是 RN 中的一个具有光滑边界的有界域，f 满足公式（3）和公式（4），外力

项 g ∈ V *
t ，则对任意的 uτ ∈ Hτ 和 T > τ，方程（6）存在唯一的解 u 满足能量等式（7）且

u ∈ L2(τ，T；VT)∩ Lp(Q͂τ，T)，u ∈ C ([τ，T ]；L2(ΩT) )。
另外，如果 uτ ∈ VT ∩ Lp(ΩT)，则 u 也满足 u ∈ L∞(τ，T；VT) ∩ L∞(τ，T；Lp(ΩT) )，u' ∈ L2(τ，T；HT)。
证明 对任意 0 < ε < 1，非线性退化抛物方程的扰动方程（8）存在唯一的解

uε ∈ C ([τ，T ]；HT)∩ L2(τ，T；VT)∩ Lp(Q͂τ，T)。
对于任意的 φ ∈ Φτ，T，uε 满足

∫
τ

T∫Ωt
( )u'εφ + σε( )x ∇uε∇φ + f ( )uε φ dxdt =∫

τ

T∫Ωt

gφdxdt， （30）

并且在 Ω t 上几乎处处 uε| t = τ = uτ。 将方程（8）与 uε 做内积可得

1
2

d
dt
| uε |

2
2 +∫ΩT

σε|∇uε |
2 dx +∫ΩT

f (uε) uε dx =∫ΩT

guε dx 。
根据公式（3）和 Hölder 不等式，有

1
2

d
dt
| uε |

2
2 +∫ΩT

σε|∇uε |
2 dx + C1∫ΩT

| uε |
p dx ≤ C0| ΩT |+

1
2  g

2

H -1，σ
0 ( )ΩT

+ 1
2  uε

2
VT
， （31）

其中 | ΩT |= ∫ΩT

dx。由 Gronwall 引理可知，uε 在 L∞(τ，T；HT)上关于 ε 是一致有界的。

从公式（31）中提取一个弱收敛的子序列，为了方便仍用 uε 表示，则有

uε 在 L2(τ，T；VT)中弱收敛于 u，

uε在Lp(Q͂τ，T)中弱收敛于u， （32）
uε 在 L∞(τ，T；HT)中弱*收敛于 u。

此外，由公式（3）可得

| f (uε) |
q

Lq ( )Q͂τ，T

≤ C ∫
τ

T ( )∫ΩT
( )1 + || uε

p - 1 q

dx dt ≤ C ∫
τ

T ( )∫ΩT
( )1 + || uε

q ( )p - 1 dx dt。
因此，f (uε)在 Lq(Q͂τ，T)上关于 ε 是一致有界的。现在，再提取一个弱收敛的子序列，也用 uε 表示，且

有 f (uε) → χ，uε ∈ Lq(τ，T；Lq(Ω t) )。 接 下 来 ，我 们 需 要 证 明 χ = f (u)。 事 实 上 ，u'ε 在
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L2(τ，T；H-1，σ(ΩT) ) + Lq(Q͂τ，T)和 Lq(τ，T；H-1，σ(ΩT) ) ∩ Lq(Q͂τ，T)中关于 ε 也是一致有界的。根据公式

（30）有
∂uε

∂t
= div (σε(x)∇uε) - f ( uε )+ g ( x，t )，对其应用 Aubin-lions 紧性定理并进一步提取子序列

使得 uε → u，uε ∈ L2(τ，T；HT)。VT ∩ Lq(ΩT) ⊂ 。 ⊂ HT ⊂ H-1，σ((ΩT) ) ∩ Lq((ΩT) ) 保证了几乎对任意

(x，t ) ∈ Q͂τ，T 都 存 在 子 序 列 uε 使 得 uε → u。 故 由 f 的 连 续 性 和 弱 极 限 的 唯 一 性 可 知 ，对 任 意

(x，t ) ∈ Q͂τ，T 都有 f (uε) → f (u)，uε ∈ Lq(τ，T；Lq(ΩT) )。
由 σε(x) = σ (x) + ε 得到

∫
τ

T∫Ωt

σ ( )x ||∇uε
2 dx dt ≤∫

τ

T∫Ωt

σ ( )x ||∇uε
2 dx dt + ε∫

τ

T∫Ωt

||∇uε
2 dx dt =

∫
τ

T∫Ωt

σε( )x ||∇uε
2 dx dt ≤ C (| ΩT |，λ)。

且 ∫
Q͂τ，T

| uε |
p dx ≤ C，C 与 ε 无关。则

ε∫
τ

T∫Ωt

||∇u
ε ||∇φ dxdt ≤ ε 43 ∫

τ

T∫Ωt

||∇uε
2 dxdt + ε 23 ∫

τ

T∫Ωt

||∇φ
2 dxdt → 0。

现假设 uτ ∈ VT ∩ Lp(ΩT)，式（30）与 u′ε 做内积可得

| u'ε(t ) |
2

T
+ d

dt
σε(x) uε

2
H 1

0 ( )ΩT
+ ( f (uε(t ) )，u'ε(t ) )= (g (t )，u'ε(t ) )

T
。

由公式（5）和 Hölder 不等式有

| u'ε(t ) |
2

T
+ d

dt
σε(x) uε

2
VT

+ 2∫ΩT

F ( )uε( )x，t dx ≤ | g (t ) |2
T
  ， （33）

和

-2C͂0| ΩT |+ 2C͂1 uε( )t
p

Lp ( )ΩT

≤ 2∫ΩT

F ( )uε( )x，t dx ≤ 2C͂0| ΩT |+ 2C͂2 uε( )t
p

Lp ( )ΩT

。 （34）

将公式（33）在 [τ，T ]上关于 t 积分并代入公式（34）可得

∫
τ

t

| u'ε(r ) |
2

T
dr + σε(x) uε

2
VT

+ 2C͂1 ukn( )t
p

Lp ( )ΩT

≤ σε(x) uτ
2
VT

+ 4C͂0| ΩT |+ 2C͂2 uτ
p

Lp ( )ΩT
+∫

τ

t

| g (r ) |2
T
dr。

则{uε}在 L∞(τ，T；VT) ∩ L∞(τ，T；Lp(ΩT) )中有界，{u'ε}在 L2(τ，T；HT)中也是有界的。通过 uε 的唯一

性可知，解 uε 在 L∞(τ，T；VT) ∩ L∞(τ，T；Lp(ΩT) )中弱*收敛于 u，u'ε 在 L2(τ，T；HT)中弱收敛于 u'。将

方程（8）与 φ 做内积并且令 ε → 0，则有

∫
τ

T∫Ωt ( )∂u
∂t

φ + σ ( )x ∇u∇φ + f ( )u φ dxdt =∫
τ

T∫Ωt

gφdxdt，φ ∈ C ∞
0 (Q͂τ，T)，

其中 u 为方程（6）的弱解。

为了证明 u 在 (τ，T )上满足能量等式，根据定理 2 得到如下的能量等式

| uε(T ) |2
T

+ 2∫
τ

T ( uε( )r
2

VT

+ ε uε( )r
2

H 1
0 ( )ΩT ) dr + 2∫

τ

T

( f (uε(r ) )，uε(r ) )
T
dr ≤

| uτ |
2
T

+ 2∫
τ

t

(g (r )，uε(r ) )
T
dr        a. e. t ∈ (τ，T )。

（35）

则

∫
τ

T

( )f ( )uε( )r ，uε( )r
T
dr =∫

τ

T

( )f ( )uε( )r - f ( )u ( )r ，uε( )r - u ( )r
T
dr +

∫
τ

T

( )f ( )uε( )r ，u ( )r
T
dr +∫

τ

T

( )f ( )u ( )r ，uε( )r
T
dr -∫

τ

T

( )f ( )u ( )r ，u ( )r
T
dr。

将公式（4）应用于上式可得

686



李心等：单调区域上非线性退化抛物方程的长时间性态

∫
τ

T

( )f ( )uε( )r ，uε( )r
T
dr ≥-l ∫

τ

T

| uε(r )- u (r ) |2
T
dr +∫

τ

T

( )f ( )uε( )r ，u ( )r
T
dr +

∫
τ

T

( )f ( )u ( )r ，uε( )r
T
dr -∫

τ

T

( )f ( )u ( )r ，u ( )r
T
dr。

由这个不等式和公式（35）得到

| uε(T ) |2
T

+ 2∫
τ

T ( uε( )r
2

VT

+ ε uε( )r
2

H 1
0 ( )ΩT ) dr ≤

| uτ |
2
T

+ 2l ∫
τ

T

| uε(r )- u (r ) |2
T
dr - 2∫

τ

T

( )f ( )uε( )r ，u ( )r
T
dr -

2∫
τ

T

( )f ( )u ( )r ，uε( )r
T
dr + 2∫

τ

T

( )f ( )u ( )r ，u ( )r
T
dr + 2∫

τ

t

( )g ( )r ，uε( )r
T
dr。 （36）

根据公式（32）有 uε 在 L2(τ，T；VT) ∩ Lp(Q͂τ，T)中弱收敛于 u。则 ε → 0 时公式（36）如下

| u (T ) |2
T

≤ | uτ |
2
T

+ 2∫
τ

T
é
ë
êêêê(g (r )，u (r ) )

T
- u ( )r

2

VT

- ( f (u (r ) )，u (r ) )
T

ù
û

dr。
故 u 满足能量等式（7）。

4 拉回吸引子 

本节首先给出了变分解产生的解过程，即非自治动力系统的双参数半群。其次，证明了解过

程满足渐近紧性条件及其拉回吸收集的存在性，进一步得到了拉回吸引子的存在性。

4.1　变分解生成的过程{U (t，τ ) }
t ≥ τ
　

设 g ∈ L2
loc (RN + 1)，利用定理 4 和文献［9］的定义 3 可知，对任意 τ ∈ R，uτ ∈ Hτ 且初值为 uτ 的方程

（2）存在满足能量等式（7）的变分解 u，且 u ∈ C ([τ，T ]；HT)。
设 D1 和 D2 是 Banach 空间 Xt 中的非空子集，Hausdorff 半距离定义如下

dist (D1，D2)≔ sup inf
u ∈ D1 v ∈ D2

dt(u，v)，         D1，D2 ∈ Xt。
考虑定义在 Banach 空间 Xt 上的过程 U（也称为双参数半群），定义算子族

{U (t，τ )；-∞ < τ ≤ t <+∞}：Xτ → Xt

满足 U (τ，τ ) x = x 且 U (t，τ ) = U (t，r )U (r，τ )，∀τ ≤ r ≤ t，x ∈ Xτ，且 U (t，τ )：Hτ → Ht 是连续算子族。

4.2　拉回Dλ‒吸收集　

引理3［9］ 设 X ⊂ Y 是一个 Banach 空间，X 在 Y 中是紧的。假设{un}是 L∞(t0，T；X )中的有界序

列，对任意 p ∈ [1，+∞)，vn 在 Lp(t0，T；X ) 中弱收敛于 v，且 u ∈ C0 ([ t0，T ]；Y )，则对任意 t ∈ [ t0，T ]，

u (t ) ∈ X 且  u ( )t
X

≤ lim inf
n → ∞

 un L∞( )t0，T；X
，∀t ∈ [ t0，T ]。

定理5 设区域满足公式（1），公式（3）和公式（4），此外，假设 T > τ + 1 且 g ∈ L2
loc(RN + 1)满足

Cg，T ≔ sup
t ≤ T

∫
t - 1

t

| g (r ) |2
T
dr <+∞ ，

则对任意 uτ ∈ L2(Ωτ)，方程（6）满足能量等式的变分解 u 在 (τ，T )上也满足

u (t )∈ VT，             τ + 1 ≤ t ≤ T，
和 

 u ( )t 2

VT

≤ C3| uτ |
2
τ
eλ

1，T ( )τ - T + 2 + [4C͂0 + 2C3C0 (1 + λ-1
1，T) ]| ΩT |+ (1 + 2C3 λ-1

1，T(1 - e-λ1，T)-1)Cg，T，（37）

其中 τ + 1 ≤ t ≤ T，C3 ≔(1 + C͂2C1
-1 )，λ1，T 是 Dirichlet 边界条件区域 ΩT 上算子-div (σ (x)∇ ⋅ )的第

一特征值。
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证明 首先，假设 uτ ∈ Vτ ∩ LP(Ωτ)，并且定义

ykn(t )≔ ukn( )t
2

VT

+ k ((Mk(t ) ukn(t )，ukn(t ) ) )
T

+ 2∫ΩT

F (ukn(x，t ) ) dx + 2C0| ΩT |，

其中 ukn
是 uk 的 Galerkin 近似值，则根据公式（5）和公式（18），有

ykn(t )≥ 0和y 'kn(t )≤ | g (t ) |2
T
       a.e. t ∈ (τ，T )， （38）

则

1
2

d
dt | ukn(t ) |

2

T
+ ukn( )t

2

VT

+ k ((Mk(t ) ukn(t )，ukn(t ) ) )
T

+ ( f (ukn(t ) )，ukn(t ) )=

(g (t )，ukn(t ) ) T
      a.e. t ∈ (τ，T )，

利用公式（3）和上式可以推导出

d
dt | ukn(t ) |

2

T
+ ukn( )t

2

VT

+ 2k ((Mk(t ) ukn(t )，ukn(t ) ) )
T

+ 2C1 ukn( )t
P

LP( )ΩT

≤

2C0| ΩT |+ λ-1
1，T| g (t ) |

2

T
      a.e. t ∈ (τ，T )，

（39）

特别地有

d
dt | ukn(t ) |

2

T
+ λ1，T| ukn(t ) |

2

T
≤ 2C0| ΩT |+ λ-1

1，T| g (t ) |
2

T
。

将上述不等式乘以 eλ1，T t 并积分得到

| ukn(t ) |
2

T
≤ | uτn |

2

T
eλ1，T ( )τ - t + 2C0 λ-1

1，T| ΩT |+ λ-1
1，Te-λ1，T t∫

τ

t

eλ1，T r| g (r ) |2
T
dr       ∀t ∈ [ ]τ，T  。 （40）

将公式（39）从 t 到 t + 1 积分并结合公式（40）可得

∫
t

t + 1
 ukn( )s

2

VT

ds + 2k ∫
t

t + 1

((Mk( s) ukn( s)，ukn( s) ) )
T
ds + 2C1∫

t

t + 1
 ukn( )s

P

LP( )ΩT

ds ≤

| uτn |
2

T
eλ1，T ( )τ - t + 2C0 (1 + λ-1

1，T) | ΩT |+ λ-1
1，T∫

t

t + 1

| g (r ) |2
T
dr + λ-1

1，Te-λ1，T t∫
τ

t

eλ1，T r| g (r ) |2
T
dr，

（41）

其中 τ ≤ t ≤ T - 1，则有 ∫
τ

t

eλ1，T r| g (r ) |2
T
dr ≤ Cg，Teλ1，T t(1 - e-λ1，T)-1

。故不等式（41）变为

∫
t

t + 1
 ukn( )s

2

VT

ds + 2k ∫
t

t + 1

((Mk( s) ukn( s)，ukn( s) ) )
T
ds + 2C1∫

t

t + 1
 ukn( )s

P

LP( )ΩT

ds ≤

| uτn |
2

T
eλ1，T ( )τ - t + 2C0 (1 + λ-1

1，T) | ΩT |+ 2λ-1
1，TCg，Teλ1，T t(1 - e-λ1，T)-1。

（42）

因此，根据公式（5）和 ykn
的定义有

ykn(t )≤ ukn( )t
2

VT

+ k ((Mk(t ) ukn(t )，ukn(t ) ) )
T

+ 2C͂2 ukn( )t
P

LP( )ΩT

+ 4C͂0| ΩT |，

其中 t ∈ (τ，T )。结合上式和（42）可以得到

∫
t

t + 1
ykn( s) ds ≤ C3| uτn |

2

τ
eλ1，T ( )τ - T + [4C͂0 + 2C3C0 (1 + λ-1

1，T) ] || ΩT + 2C3 λ-1
1，TCg，T(1 - e-λ1，T)-1

， （43）

其中 τ ≤ t ≤ T - 1。现由公式（38）可得

ykn(t + 1)≤ ykn( s)+∫
t

t + 1

| g (r ) |2
T
dr，∀τ ≤ t ≤ s ≤ t + 1 ≤ T。

将上式在 t 到 t + 1 积分得到

ykn(t + 1)≤∫
t

t + 1
ykn( s) ds + Cg，T，∀τ ≤ t ≤ T - 1 。

根据该不等式和公式（43），有

 ukn( )t
2

VT

≤ C3| uτn |
2
τ
eλ1，T ( )τ - T + [4C͂0 + 2C3C0 (1 + λ-1

1，T) ]| Ω t |+ (1 + 2C3 λ-1
1，T(1 - e-λ1，T)-1)Cg，T ， （44）

其中 τ + 1 ≤ t ≤ T，则 n → +∞ 时，ukn
在 L2(τ，T；VT)上弱收敛于 uk，ukn

在 L2(t，t + 1；VT)上弱收敛
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于 uk，τ ≤ t ≤ T - 1。因此，结合公式（44）和引理 3 得到 uk(t ) ∈ VT，τ + 1 ≤ t ≤ T，∀k ≥ 1，则

 ukn( )t
2

VT

≤ C3| uτ |
2
τ
eλ

1，T ( )τ - T + 2 + [4C͂0 + 2C3C0 (1 + λ-1
1，T) ]| ΩT |+ (1 + 2C3 λ-1

1，T(1 - e-λ1，T)-1)Cg，T 。
k → +∞ 时，uk 在 L2(τ，T；VT)上弱收敛于 u，u ∈ C ([τ，T ]；HT)。u 为初值为 uτ ∈ Vτ ∩ LP(Ωτ)的方程

（6）的解。因此，u 满足公式（37）和公式（38），则任意的 uτ ∈ L2(Ωτ)，方程（6）的解也满足公式（37）
和公式（38）。

为了证明过程{U (t，τ ) }
t ≥ τ

存在拉回 Dλ-吸收集，设：

Rλ ≔{ρ：R→ [0，∞) eλ1，Tt ρ2(t )→ 0，t →-∞}，

且对任意 γD̂ ∈ Rλ 有 D (t ) ⊂{u ∈ HT： u
L2 ( )ΩT

≤ γD̂ (t ) }。对任意 t ∈ R，记

Rλ
2 ( t )= 1 + C3| uτ |

2
τ
eλ

1，T ( )τ - T + 2 + [4C͂0 + 2C3C0 (1 + λ-1
1，T) ]| ΩT |+ (1 + 2C3 λ-1

1，T(1 - e-λ1，T)-1)Cg，T 。 （45）

定义 
B (t )≔{u ∈ Vt： u

t
≤ Rλ (t ) }，t ∈ R 。

定义2 对任意 λ1，T > 0，Dλ 表示由非空子集族 B̂ ≔{B (t )：B (t ) ⊂ HT，t ∈ R}所构成的集合类，且

满足 lim
t → -∞ (eλ1，Tt sup

u ∈ D ( )t
 u 2

L2 ( )Ωt ) = 0。

定理6 若引理 3 的假设成立，则 HT 中的中心在原点，半径为 rD̂ ( )t 的闭球族

B̂λ ={Bλ ( )t = B̄ (0，rD̂ ( )t )： }t ∈ R

为方程（2）的解过程{U (t，τ ) }
t ≥ τ

的拉回 Dλ-吸收集且 B̂λ ∈ Dλ。

证明 根据公式（37）易得 B̂λ 为过程{U (t，τ ) }
t ≥ τ

的拉回 Dλ-吸收集。由公式（45）可知，对任意

t ≤ 0，当 t → -∞ 时，有 eλ1，Tt Rλ
2(t ) → 0。故 B̂λ ∈ Dλ。

4.3　拉回Dλ‒吸引子　

首先，在 B (τ ) × B (τ )上定义收缩函数 ητ，t(u1，u2) = 2l ∫
τ

t

 u1 ( )r - u2( )r
2

r
dr，其中

B (τ )≔{u ∈ Vτ： u
Vτ

≤ Rλ (t ) }，t ≥ τ。
定理7 若引理 3 的假设成立，则过程{U (t，τ ) }

t ≥ τ
在 HT 中拉回 Dλ-渐近紧。

证明 令 u1 和 u2 为分别以 B (τ )中的 uτ1 和 uτ2 为初值且满足能量等式（10）和方程（2）的两个变

分解，将 u1 和 u2 满足的方程做差，并记作 ω = u1 - u2，然后等式两边同时关于 ω 做内积，有
d
dr
 ω ( )r

2

r
+ ω ( )r

2

Vr

≤ 2l  ω ( )r
2

r
，

进一步对任意 r ∈ [τ，t ]有
d
dr
 ω ( )r

2

r
+ 2λ1，T ω ( )r

2

Vr

≤ 2l  ω ( )r
2

r
，

在上式的两端同时乘以 eλ1，Tr，并在 [τ，t ]上积分得到

 ω ( )t 2

t
≤ ω ( )τ

2

τ
e-2λ1，T( )t - τ + 2l ∫

τ

t

 ω ( )r
2

r
e-2λ1，T( )t - r dr ≤ ω ( )τ

2

τ
e-2λ1，T( )t - τ + 2l ∫

τ

t

 ω ( )r
2

r
dr。

由 Vτ 在 Hτ 中的稠密性以及 un (t ) → u (t )，u (t ) ∈ C ([τ，T ]；VT)，对任意 u1 (τ )，u2(τ )有

 u2( )t - u1 ( )t
2

t
≤ u2( )τ - u1 ( )τ

2

τ
e-2λ1，T( )t - τ + 2l ∫

τ

t

 u1 ( )s - u2( )s
2

r
dr。

存在 τ1 (ε，t，B̂λ (τ ) ) ≤ t，当 τ ≤ τ1 时有  u2( )τ - u1 ( )τ
2

τ
e-2λ1，T( )t - τ ≤ ε，则
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 U ( )t，τ u2( )τ - U ( )t，τ u1 ( )τ
2

Vτ

≤ ε + ητ，t(u1 (τ )，u2(τ ) )。
故解过程{U (t，τ ) }

t ≥ τ
在 HT 中拉回 Dλ‒渐近紧。

定理 8 若引理 3 的假设成立，则 {U (t，τ ) }
t ≥ τ

在 HT 存在唯一的拉回 Dλ‒吸引子，集簇 Â =

{A (t )：A (t ) ≔ ω ( B̂，t )，t ∈ R}为过程 U (t，τ )的拉回 Dλ‒吸引子。

证明 利用定理 5 和定理 7 验证文献［9］中的定义 21 可知，解过程 {U (t，τ ) }
t ≥ τ

存在拉回 Dλ‒吸

引子。又由定理 6 得到 B̂λ ∈ Dλ，即该吸引子是唯一的。故上述结论得证。
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