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广义Petersen图的哈密尔顿指数

赵丽颖，吕盛梅*

（青海民族大学 数学与统计学院，青海 西宁 810007）

摘 要：Alspach 的研究已经证明：除了 P（n，k） （n≡5（mod6）；k=2，（n-1）/2，（n+1）/2，n-2）和 P（n， n/2） （n≡0

（mod4）；n≥8）两种情形，广义 Petersen 图都是哈密尔顿的。本文在此基础上，考虑了这两种情形下的哈密尔顿指

数，并证明了：P（n，k）（n≡5（mod6）；k=2，（n-1）/2，（n+1）/2，n-2）的哈密尔顿指数为 1；P（n，n/2）（n≡0（mod4）；n≥
8）的哈密尔顿指数为2。至此，广义Petersen图的哈密尔顿指数问题得到完全解决。
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Hamiltonian Indices of Generalized Petersen Graphs
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Abstract: Alspach's research has proved that Generalized Petersen Graphs are all Hamiltonian except for P（n，k） （n≡5（mod6）；k=

2，（n-1）/2，（n+1）/2，n-2） and P（n， n/2） （n≡0（mod4）；n≥8）. On this basis, we consider the Hamiltonian indices of these two 

cases in this paper, and show that: the Hamiltonian indices of P（n， k）（n≡5（mod6）；k=2，（n-1）/2，（n+1）/2，n-2） are all 1; the 

Hamiltonian indices of P（n， n/2）（n≡0（mod4）；n≥8） are all 2. Now, the problem of Hamiltonian indices of Generalized Petersen 

Graphs is completely solved.
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0 引言 

哈密尔顿问题起源于英国数学家 Hamilton
提出的周游世界的游戏，是图的一种遍历问

题。该问题在运筹学、通信网络、社交网络、复

杂性理论、计算机科学和编码理论等领域中都

有着重要的应用，参见文献［1-2］。关于哈密

尔顿问题的研究，主要有以下方面：偶因子指

数问题、哈密尔顿指数问题、最长圈问题、泛圈

问题、哈密尔顿连通问题、哈密尔顿连通性的

禁用子图问题等等，具体可参见 Gould 系列综

述文献［3-5］。哈密尔顿指数问题作为哈密尔

顿问题的一个重要分支，引起了大家的关注。

1965 年，Harary 和 Nash-Williams 在文献［6］中刻

画了所有图 G，使得其线图 L( G ) 是哈密尔顿

的；1968 年，Chartrand 在文献［7］中提出了哈密

尔顿指数的概念，后来他还证明了连通图（除

路之外）的哈密尔顿指数总是存在的。 1981
年，Bertossi 在文献［8］中证明了判断一个给定

的图的线图为哈密尔顿图是 NP-完全的。2014
年，熊黎明和朱倩倩给出了有关哈密尔顿指数
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的综述文献［9］。

设 G = (V ( G )，E ( G ) ) 是顶点集和边集分别

为 V ( G ) 和 E ( G ) 的简单无向图，图 G 的线图

L( G ) 指的是以 G 的边集为顶点集且 L( G ) 的两

个顶点（即 G 的两条边）邻接当且仅当它们在 G
中是关联的。本文考虑的图均为有限无向无环

允许有重边的简单图，且所有未定义的术语和

符号参见文献［10］。对于整数 m ≥ 1，m 次迭

代 线 图 Lm ( G ) 递 归 地 定 义 为 L( Lm - 1 ( G ) )，其

中，L0 ( G ) = G，L1 ( G ) = L( G )。图 G 的哈密尔

顿指数是指使得 Lm ( G ) 是哈密尔顿的最小整数

m，记为 h (G )。
广义 Petersen 图记为 P ( n，k )，其点集和边集

分别为：

V ={u0，u1，⋯un - 1，v0，v1，⋯，vn - 1}，
E ={ uiui + 1，uivi，vivi + k|0 ≤ i ≤ n - 1 }，

其中下标取模 n，n ≥ 2，1 ≤ k ≤ n - 1。Peters⁃
en 图即 P ( 5，2 )。

Watkins 在文献［11］中引入了广义 Petersen
图的概念，并提出了除了 P ( 5，2 ) ≅ P ( 5，3 ) 外，

每个立方图 P ( n，k ) 是否存在一个 1 因子分解。

与 此 同 时 ，Robertson 在 文 献［12］中 证 明 了

P ( n，2 ) 是哈密尔顿的当且仅当 n ≠ 5( mod 6)。
在文献［13］中 Bondy 也单独证明了这个结果，

后来 Bondy 也证明了当 n ≠ 5 时，P ( n，3 ) 是哈密

尔顿的。在 1972 年，Castagna 和 Prins 给出了一

个 猜 想［14］ ：如 果 不 同 构 于 P ( n，2 )，当

n ≡ 5( mod 6) 时，广义 Petersen 图 P ( n，k ) 是哈密

尔顿的。在 n 和 k 互质的情况下，Bannai 在文献

［15］中证明了 Castagna-Prins 猜想，给出了以下

定理：

定理1［15］ 如果n和k互质，则P ( n，k )是哈密尔

顿的，除非n ≡ 5( mod 6)，并且P ( n，k )≅ P ( n，2 )，即
k = 2，( n - 1) 2，( n + 1) 2，n - 2。

Alspach 在文献［16］中证明了即使当 4 ≤
k ≤ n 2 不与 n 互质时，P ( n，k ) 也是哈密尔顿的。

并且证明了以下重要定理：

定理2［16］ 广义 Petersen 图 P ( n，k ) 是哈密尔

顿的当且仅当不是以下两种情况：

（1）P ( n，2 )≅ P ( n，n-2 )≅P ( )n，( )n-1 2 ≅ 

P ( )n，( )n+1 2 ， n≡5( mod 6)；

（2）P ( n，n 2 )，n ≡ 0( mod 4 ) 并且 n ≥ 8。
由定理2我们知道，当n≡5( mod 6)时，P ( n，2 )，

P ( n，n-2 )，P ( n，( n-1) 2 )，P ( n，( n+1) 2 ) 都 不

是 哈 密 尔 顿 的 ；当 n ≡ 0( mod 4 )，n ≥ 8 时 ，

P ( n，n 2 ) 也不是哈密尔顿的。然而众所周知

对一个图做线图更容易在其中找到哈密尔顿

圈，此时我们自然地想到，这两种情形下做几

次迭代线图就可以找到哈密尔顿圈，即它们的

哈密尔顿指数是多少？本文中我们主要解决了

上述问题。

1 主要结果 

图 G 中的一个控制闭迹（简称 DCT）是指 G
中的一个闭迹（一个欧拉子图）T，使得 G 的每

条边至少有一个顶点在 T 上。 1965 年，Harary
和 Nash-Williams 证明了图 G 中 DCT 的存在性

和线图 L( G ) 中哈密尔顿圈的存在性之间的关

系［6］，其主要结果如下：

定理 3［6］ 设 G 是一个至少三条边的连通

图，线图 L( G ) 是哈密尔顿的当且仅当图 G 有一

个 DCT。

Chartrand 等和 Sarazin 在文献［17-18］中分

别给出了哈密尔顿指数与最大度 Δ( G ) 和最小

度 δ ( G ) 之间的关系：

定理4［17］ 设 G 是一个最小度至少 3 的连通

图，则 h ( G ) ≤ 2。
定理 5［18］ 设 G 是一个非路的连通图，则

h ( G ) ≤ |V ( G ) |- Δ( G )。
2009 年，Chen 和 Lai 等在文献［19］中推广

了这两个定理，给出了哈密尔顿连通指数与最

大度和最小度之间的关系。若图 G 的任意两点

u，v 之间都有一条哈密尔顿路存在，则称图 G
是哈密尔顿连通的，其哈密尔顿连通指数是指

使得 Lm ( G ) 是哈密尔顿连通的最小整数 m，记

为 hc( G )。
定理6［19］ 设 G 是一个最小度至少为 3 的连

通图，则 hc( G ) ≤ 3。
定理7［19］ 设 G 是一个非路非圈的连通图，

则 hc( G ) ≤ |V ( G ) |- Δ( G )+ 1。
设 H 是图 G 的一个子图， 顶点 u 在 H 中的

度记为 dH ( u )。H 的两个子图 H1，H2 之间的距

离 dG ( H1，H2 )， 定 义 为 min{dH ( u1，u2 )：
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u1 ∈ V ( H1 )，u2 ∈ V ( H2 )}，其中 dH ( u1，u2 ) 表示 H

中 从 u1 到 u2 的 最 短 路 长 。 记 Vi ( G ) =
{v ∈ V ( G )：dG ( v ) = i}，G 中的枝 b 指的是内部

顶点的度为 2，外部顶点的度不为 2 的路。如果

一条枝的长度为 1，那么它没有内部顶点。用

B( G ) 表示所有枝的集合，B1 ( G ) 表示 B( G ) 中
有一个末端点是 1 度点的集合。BH ( G ) 定义为

G 中所有边都在 H 里的枝的集合。

2002，熊黎明和刘展鸿给出以下定理［20］：

定理 8［20］ 设 G 是一个至少三条边的连通

图并且整数 m ≥ 2，Lm ( G ) 是哈密尔顿的当且仅

当 EUm ( G ) ≠ ⌀。其中 EUm ( G ) 表示图 G 中满

足以下条件的子图 H 的集合：

（1） dH (x) ≡ 0( mod 2 )，∀x ∈ V ( H )；

（2） V0 (H ) ⊆ ∪
i ≥ 3

Δ ( )G

Vi(G ) ⊆ V (H )；

（3）对 任 意 的 枝 b ∈ B( G )\BH ( G )，都 有

|E ( b ) |≤ m + 1；
（4） 对 任 意 的 枝 b ∈ B1 ( G )， 都 有

|E ( b ) |≤ m；

（5） 对 于 H 的 每 个 子 图 H1，都 有

dG ( H1，H - H1 ) ≤ m - 1。
关于哈密尔顿指数的结果还有很多，比如

哈密尔顿指数的上下界问题，哈密尔顿指数的

度和问题、哈密尔顿指数在一定条件下的禁用

子图集等，具体可参见文献［21-24］。

下面给出我们的结论：

定理 9 当 n ≡ 5( mod 6) 时，P ( n，k ) 的哈密

尔 顿 指 数 为 1， 即 h ( P ( n，k ) ) = 1，此 时 k =
2，( )n - 1 2，( )n + 1 2 或 n - 1。

证明 由定理 3 得知，我们需要在 P ( n，k )
里找到一个控制闭迹。根据定理 2 中（1）的等

价关系，我们只需要证明这四种情况中其中一

个的哈密尔顿指数的情形。下面我们证明当

k = 2 时的结果，即在 P ( n，2 ) 中找到一个控制

闭迹。

当 n ≡ 5( mod 6) 时 ，设 n = 6t + 5，为 了 方

便 ，我 们 把 广 义 Petersen 图 外 圈 的 点 记 为

u0，u1，⋯，u6t + 4，内 圈 的 点 记 为 v0，v1，⋯，v6t + 4。

内圈与外圈的点用 uivi 相连，0 ≤ i ≤ 6t + 4。
下面给出当 n 取不同情形时，在 P ( n，2 ) 中

都能找到控制闭迹：

（1）当 t = 0 时，n = 5，即为 Petersen 图（如

图 1），u0u1u2u3v3v1v4v2v0u0 是一个控制闭迹。

（2）当 t ≠ 0 且 n = 6t + 5 时 ，P ( n，2 ) 里也

有一个 DCT，即

u0u1u2⋯u6t + 3v6t + 3v6t + 1⋯v1v6t + 4v6t + 2⋯v0u0。

（3）当 t ≠ 0 且 n = 6( t + 1)+ 5 时，P ( n，2 )
里仍然有一个 DCT。此时，P ( n，2 ) 外圈的点为

u0，u1，⋯，u6t + 4，⋯，u6t + 10， 内 圈 的 点 为

v0，v1，⋯，v6t + 4，⋯，v6t + 10。 由 P ( n，2 ) 的 结 构 可

知，我们可以在其中找到一个 DCT：

u0u1u2⋯u6t + 3⋯u6t + 9v6t + 9v6t + 7⋯
v6t + 1⋯v1v6t + 10v6t + 8⋯v6t + 2⋯v0u0。

综合以上三种情况，L( P ( n，2 ) ) 是哈密尔顿

的 ，即 h ( P ( n，2 ) ) = 1。 因 此 ，h ( P ( n，k ) ) = 1 
（此时 k = 2，( )n - 1 2，( )n + 1 2 或 n - 2）。

定 理 10 当 n ≥ 8，n ≡ 0( mod 4 ) 时 ，

P ( n，n 2 ) 的 哈 密 尔 顿 指 数 为 2， 即

h ( P ( n，n 2 ) ) = 2。
证明 为了方便，我们把广义 Petersen 图外

圈 的 点 记 为 u0，u1，⋯，un - 1，内 圈 的 点 记 为

v0，v1，⋯，vn - 1。

（1）首先证明 h ( P ( n，n 2 ) ) ≤ 2。
由 定 理 8， 我 们 只 需 要 证 明

EU2 ( P ( n，n 2 ) ) ≠ ⌀。因此，我们选择子图 H
为 P ( n，n 2 )( n ≥ 8，n ≡ 0( mod 4 ) ) 的 所 有 ui 构

成的集合，且 E (H ) = ⌀，则 H 显然满足定理 8
中条件（1）：dH ( x ) ≡ 0( mod 2 )，∀x ∈ V ( H ) 和定

理 8 条件（2）：V0 (H ) ⊆ ∪
i ≥ 3

Δ ( )P

Vi( )P ⊆ V ( )H 。

对任意的枝b∈B( P ( n，n 2 ) )\BH ( P ( n，n 2 ) )，

图1　Petersen图

Fig.  1　Petersen Graph
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此时其长度不超过 3，即 |E ( b ) |≤ 3 = m + 1，
其中 m = 2，于是定理 8 中（3）成立。

由于图 P ( n，n 2 )( n ≥ 8，n ≡ 0( mod 4 ) ) 中，

没有 B1 ( P ( n，n 2 ) )，显然定理 8 中（4）成立。

对于 H 中的每个子图 H1，H1 与 H - H1 之

间 的 距 离 显 然 为 1，即 dP ( n，n 2 ) ( H1，H - H1 ) =
1 ≤ m - 1，其 中 m = 2，于 是 定 理 8 中（5）
成立。

因此，EU2 ( P ( n，n 2 ) ) ≠ ⌀，L2 ( G ) 是哈密

尔顿的，即 h ( P ( n，n 2 ) ) ≤ 2 成立。

（2）由定理 2 知，当 n ≥ 8，n ≡ 0( mod 4 ) 时，

P ( n，n 2 ) 不是哈密尔顿图，即 h ( P ( n，n 2 ) )≠ 0。
下面只需证明h ( P ( n，n 2 ) )≠ 1。

我们用反证法，假设 h ( P ( n，n 2 ) ) = 1，即

L (P (n，n 2 ) ) 是哈密尔顿图。由定理 3 可知，

P ( n，n 2 ) 有 一 个 DCT，记 为 T。 由 2 =
δ (P (n，n 2 ) ) < Δ (P (n，n 2 ) ) = 3 可知，T 为一

个圈。因为 T 要控制 P (n，n 2 )的所有边，所以

P (n，n 2 ) 中的枝 uivivi + n
2
ui + n

2
均包含在 T 中，我

们 不 妨 假 设 u0u1 ∈ E (T )， 那 么 由

{uivivi + n
2
ui + n

2
| 0 ≤ i ≤ n - 1}⊂ E (T ) 可知，只能

有 边 u2u3，u4u5，⋯，un
2
un

2 + 1，⋯，un - 2un - 1 ∈ E (T )
（ 在 P ( 8，4 ) 中 ，un

2
un

2 + 1 = u4u5） 。 此 时 ，

u0v0vn
2
un

2
un

2 + 1vn
2 + 1v1u1u0 就是 T 中一个长为 8 的圈

且为这种情况下的最长圈，即为 T。但 T 中不

包 含 枝 u2v2vn
2 + 2un

2 + 2， 矛 盾 。 因 此

h ( P ( n，n 2 ) ) ≠ 1。
综 上 所 述 ，当 n ≥ 8，n ≡ 0( mod 4 ) 时 ，

P ( n，n 2 ) 的 哈 密 尔 顿 指 数 为 2， 即

h ( P ( n，n 2 ) ) = 2。

2 结论 

本文在前人研究的基础上，进一步考虑了

广 义 Petersen 图 的 哈 密 尔 顿 指 数 ，并 对 文 献

［15］遗留的两种情形展开进一步研究，得到了

当 n ≡ 5( mod 6) 时 ， h ( P ( n，k ) ) = 1 （k =
2，( )n - 1 2，( )n + 1 2 或 n - 2）；当 n ≥ 8 且

n ≡ 0( mod 4 ) 时 ，h ( P ( n，n 2 ) ) = 2。 该 结 论 意

味着广义 Petersen 图的哈密尔顿指数问题完全

被解决。然而关于广义 Petersen 图的哈密尔顿

连通指数研究结果较少，因此我们将进一步考

虑如下问题：

问题（1）：广义 Petersen 图 P ( n，k ) 的哈密尔

顿连通指数是多少？

问题（2）：广义 Petersen 图 P ( n，k ) 的哈密尔

顿指数和哈密尔顿连通指数之间有什么关系？
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