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距离型概率区间犹豫模糊熵及其决策应用

朱勇，李得超*，郭倩男
（浙江海洋大学 信息工程学院，浙江 舟山 316022）

摘 要：针对概率区间犹豫模糊集的不确定性难以准确度量的问题，文章首先提出了概率区间犹豫模糊熵公理化

定义的基本准则。基于概率区间犹豫模糊元的距离测度和伪距离测度，提出了一种距离型概率区间犹豫模糊元熵

测度，验证其满足公理化定义的要求，并将其推广到概率区间犹豫模糊集上。新的熵测度能够综合表征概率区间

犹豫模糊元的个体不确定性和总体不确定性，具有结构简单、便于理解等优点。在此基础上，利用熵权法求得属性

权重，结合逼近理想解排序法（Technique for Order Preference by Similarity to an Ideal Solution，TOPSIS）方法构建了

一种未知属性权重的概率区间犹豫模糊多属性决策模型。实例分析和不同算子下对比结果验证了所提方法的有

效性和实用性，并对相关参数进行敏感性分析，说明了其稳定性，为解决多属性决策问题提供了一种新的思路。
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Abstract: Aiming at the situation that the uncertainty of probabilistic interval-valued hesitant fuzzy sets (PIVHFSs) is difficult to 

evaluate accurately, this paper firstly proposes the basic criterion of axiomatic definition of probabilistic interval-valued hesitation 

fuzzy entropy. Based on the distance measure and the pseudo distance measure of probabilistic interval-valued hesitant fuzzy ele‐

ments (PIVHFEs), a new entropy measure of PIVHFEs is proposed, which meets the requirements of axiomatic definition and then 

is extended to PIVHFSs. The new entropy measure can comprehensively characterize the individual and collective uncertainties of 

PIVHFEs, and possesses some advantages of simple structure and easy understanding. On this basis, the entropy weight method is 

used to obtain the attribute weight, and a probabilistic interval-valued hesitation fuzzy multi-attribute decision-making model with 

unknown attribute weights is constructed using TOPSIS (Techniquefor Order Preference by Similarity to an Ideal Solution) method. 

The effectiveness and practicability of the proposed method are verified by example analysis and results comparison  among differ‐

ent operators, and the sensitivity analysis of relevant parameters is carried out to illustrate its stability. In conclusion, the new entropy 

measure provides  a new way to solve the multi-attribute decision making problem.
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0 引言 

多属性决策是指决策者在有限可行的备选方案中根据方案属性值进行决策，以便选出最优方

案的过程。然而随着现代科学和技术的发展，实际决策过程中出现越来越多的未知因素和不确定

信息，导致传统的决策方法处理效果很差，决策结果的可信度存在争议。Zadeh［1］于 1965 年提出了

模糊集（Fuzzy set， FS）的概念，将特征函数取值 0 或 1 的“非此即彼”的概念扩展到在闭区间［0，1］
中取值的隶属度函数，核心思想是用隶属度函数来描绘现实中的模糊性。模糊集理论作为处理不

确定信息的有效工具，被广泛应用于模糊控制、模糊决策、聚类分析、模式识别等领域。而模糊决

策作为决策领域中重要的发展方向，亟待深入研究。

Torra［2］于 2010 年定义了犹豫模糊集（Hesitant fuzzy set， HFS），在模糊集利用单个实数值表达

某一对象隶属度的基础上扩大到几个可能值，反映了决策者在决策过程中的犹豫不决，更加贴合

不确定群体决策的实际应用场景。然而，HFS 中认为集合中的元素属于集合的隶属度虽然有若干

个不同值，但是这些值发生的概率是相等的，这在处理某些复杂情况时会失效。于是，Xu 等［3］和

Gao 等［4］系统研究了概率犹豫模糊集（Probabilistic hesitant fuzzy set， PHFS），其基本描述工具为概

率 犹 豫 模 糊 元（Probabilistic hesitant fuzzy element， PHFE），PHFE 在 HFE（Hesitant fuzzy element， 
HFE）的基础上赋予每个隶属度相应的概率，包含了更为丰富的决策信息，是对犹豫模糊集重大的

改进和推广。然而，尽管概率犹豫模糊集的综合效用优秀，但是在实际决策过程中，由于客观世界

的复杂性和不确定性以及决策者自身认知水平的局限性，决策者很难用几个精确隶属度来表达其

偏好信息，概率犹豫模糊元中的隶属度往往在某个范围内波动。于是，Zhang 等［5］将区间值的概念

引入概率犹豫模糊集，定义了概率区间犹豫模糊集（Probabilistic interval-valued hesitant fuzzy set， 
PIVHFS），并给出了一系列运算规则和集成算子等。作为模糊决策领域最新的发展方向，概率区

间犹豫模糊集得到了广泛研究，一类是对其运算规则、集成算子、信息测度等的研究［6-9］；另一类是

将多属性决策方法扩展到概率区间犹豫模糊环境中［10-11］。例如，周小领等［6］提出了概率区间犹豫

模 糊 有 序 加 权 几 何（Probabilistic interval-valued hesitant fuzzy ordered weighted geometric， PIVH⁃
FOWG）算子，并将其应用于网络舆情预测模型选择中；王金凤等［8］提出了结合均值、方差、信息不

完全度的综合关联系数，并基于综合关联系数构建属性权重完全未知或部分已知的多属性决策模

型；Ali 等［11］研究了概率区间犹豫模糊集的距离测度和逼近理想解排序法（Technique for order pref⁃
erence by similarity to an ideal solution，TOPSIS）方法，并将其应用于医疗诊断中。

模糊决策领域中最关键的一个问题就是属性权重的确定，包括属性权重部分未知和完全未

知，针对后一种情况，学者们通过建立线性规划模型和模糊熵权法［7-8］，利用灰色关联贡献度理

论［12］进行处理。于是，针对模糊熵测度的研究显得非常有必要。Zadeh ［13］首先提出模糊熵的概

念，在模糊集理论中，模糊熵用来度量模糊集的不确定性，一个模糊集的熵值越大，说明这个模糊

集的模糊性程度越高。熵作为模糊集理论中的重要概念，具有极高的研究价值，目前关于概率区

间犹豫模糊熵的理论研究少见报道。已有相关文献［14-17］论证了熵测度和距离测度、相似度之间存

在一定的转化关系。Farhadinia［14］关于犹豫模糊集及其区间形式给出了距离测度、相似度和熵测度

的相互转化方法，并应用于聚类分析中；Hu 等［15］基于距离测度和优先关系构造了三种犹豫模糊

熵，并应用于多属性决策中；刘赢等［16］基于犹豫模糊元的模糊度和非明确度提出了一种综合犹豫

熵，能够综合表征犹豫模糊元的不确定性，并引入累积前景理论改进传统 TOPSIS 方法，应用于多

属性决策中；方冰等［17］充分考虑了概率犹豫模糊元的分布特点，结合概率犹豫模糊元的个体不确

定性和整体不确定性提出了一些混合型概率犹豫模糊熵和交叉熵测度等。受上述启发，本文主要

研究概率区间犹豫模糊集的距离型熵测度。由于概率区间犹豫模糊集包含的决策信息较为复杂，

为了方便后续概率区间犹豫模糊熵测度的研究和构造，首先需要对概率区间犹豫模糊集进行规范

化处理。参考以往文献中相关的调和犹豫信息理论［18-21］，例如，Wu 等［18］提出了将不同概率分布
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的概率语言术语集调整为相同概率分布的概率语言术语集的方法；Lin 等［20］率先给出了完整的对

一组概率分布不同的概率犹豫模糊元规范化处理的概率分裂算法；方冰等［21］对现有成果进行总

结，提出了一套基于调和犹豫信息的运算规则、集成算子、信息测度、模糊熵等。本文给出了对一

组概率分布不同的概率区间犹豫模糊元规范化处理的方法。

针对规范化处理后的概率区间犹豫模糊集，本文首先提出了概率区间犹豫模糊熵公理化定义

的基本准则，给出一个距离型概率区间犹豫模糊元熵测度公式，验证其满足公理化定义的要求，然

后将其推广到概率区间犹豫模糊集上；在距离型概率区间犹豫模糊熵测度的基础上结合熵权法确

定属性权重，基于 TOPSIS 方法构建了未知属性权重的多属性决策模型，利用一个网络舆情案例验

证本文所提方法的有效性和实用性，并对相关参数进行了敏感性分析。

1 预备知识 

本节主要介绍概率区间犹豫模糊集的基本概念和相关知识。

1.1　概率区间犹豫模糊集　

定义 1［5］ 设 X 是一个论域，X 上的一个概率区间犹豫模糊集（Probabilistic interval-valued hesi⁃
tant fuzzy set， PIVHFS）定义为：H ={ x，h ( x ) |  x ∈ X }，其中集合h ( x ) ={[ r-

i ( x )，r+
i ( x ) ] |  pi ( x )，i =

1，2，⋯，l}是描述概率区间犹豫模糊集的基本工具，称为概率区间犹豫模糊元（Probabilistic interval-
valued hesitant fuzzy element， PIVHFE）。[ r-

i ( x )，r+
i ( x ) ] ⊂ [ 0，1 ] 表示 X 中的元素 x 属于概率区间犹豫

模糊集 H 的若干个可能性，称为隶属度区间，pi ( x ) ∈ ( 0，1 ] 是与 [ ]r-
i ( x )，r+

i ( x ) ，i = 1，2，⋯，l 相关联

的概率，满足归一化条件∑i = 1
l  pi ( x ) = 1。

为了后续方便，记概率区间犹豫模糊元为 h = h ( x ) ={[ r-
i ，r+

i ] |  pi，i = 1，2，⋯，l}，h 的补集为

hC ={[ 1 - r+
i ，1 - r-

i ] |  pi，i = 1，2，⋯，l}。且 h 中的元素按照区间隶属度 [ r-
i ，r+

i ] 进行降序排列，其

降序规则如下。

定义 2［5］ 设有两个区间数 [ a1，b1 ] 和 [ a2，b2 ]。若 a1 + b1 > a2 + b2，那么 [ a1，b1 ] > [ a2，b2 ] 若
a1 + b1 = a2 + b2 且 b1 - a1 < b2 - a2，那么 [ a1，b1 ] > [ a2，b2 ]。

定义3［6］ 设 h ={[ r-
i ，r+

i ] |  pi，i = 1，2，⋯，l}是任意给定的概率区间犹豫模糊元，l 是其基数，则

PIVHFEh 的得分函数定义为：

s( h )=∑
i = 1

l r-
i + r+

i

2 pi， （1）

得分函数类似于统计学意义上的均值，为了得到满足统计学意义标准差的偏差函数，定义 PIVH⁃
FEh 的偏差函数为：

v ( h )= ∑
i = 1

l

  é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

r-
i + r+

i

2 - s( h )  
2

pi 。 （2）

定义 4［6］ 任意给定两个概率区间犹豫模糊元 h1 和 h2，s( h1 ) 和 s( h2 ) 是其得分函数，v ( h1 ) 和
v ( h2 ) 是其偏差函数，那么：

（1）若 s( h1 ) > s( h2 )，那么概率区间犹豫模糊元 h1 ≻ h2，称为 h1 优于 h2；

（2）若 s( h1 ) < s( h2 )，那么概率区间犹豫模糊元 h1 ≺ h2，称为 h1 劣于 h2；

（3）若 s( h1 ) = s( h2 )，进一步比较其偏差函数：若 v ( h1 ) < v ( h2 )，那么 h1 ≻ h2；若 v ( h1 ) > v ( h2 )，
那么 h1 ≺ h2；若 v ( h1 ) = v ( h2 )，那么 h1 ∼ h2，称为 h1 与 h2 无差别。

1.2　概率区间犹豫模糊元规范化方法　

事实上，在绝大多数实际决策问题中，对于任意一组概率区间犹豫模糊元，其基数往往是不相

等的，此时就需要对这组概率区间犹豫模糊元进行规范化处理，使其具有相同的基数，以便进行分
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析和比较。参考以往文献中相关的调和犹豫信息理论［18-21］，提出一种对概率区间犹豫模糊元规范

化处理的方法。

定义 5 对于任意一组基数不等的概率区间犹豫模糊元 hj ={[ r-
ji
，r+

ji
] |  pji，i = 1，2，⋯，lj}，j =

1，2，⋯，n，利用概率分裂算法进行规范化处理，规范化处理后的这组概率区间犹豫模糊元可以表

示为：hj ={[ r-
ji
，r+

ji
] |  pi，i = 1，2，⋯，l}，j = 1，2，⋯，n。其中 l 表示这组 PIVHFEs 共同的基数，n 表示

这组 PIVHFEs 的个数。具体步骤如下：

输入： n 个 PIVHFEs，hj ={[ r-
ji
，r+

ji
] |  pji，i = 1，2，⋯，lj}，j = 1，2，⋯，n，hj 中的 [ r-

ji
，r+

ji
] 按照定义 2

规则降序排列。变量 α 表示在 PIVHFEs 中所处位置，变量 β 用来存储前 α 个元素的概率之和。

输出： 规范化处理后的 n 个 PIVHFEs，hj ={[ r-
ji
，r+

ji
] |  pi，i = 1，2，⋯，l}，j = 1，2，⋯，n。

Step1： 令 α = 1，β = 0。
Step2： 比较 n 个概率元素 p1α，p2α，⋯，pnα 的大小，令 ma = min { p1α，p2α，⋯，pnα }。
Step3： 令 j = 1。
Step4： 如果 pjα > ma，将 [ r-

jα
，r+

jα
] |  pjα 拆分为 [ r-

jα
，r+

jα
] |  ma 和 [ r-

jα
，r+

jα
] | ( pjα - ma )，[ r-

jα
，r+

jα
] |  ma 代替

PIVHFEhj 中 [ r-
jα
，r+

jα
] |  pjα 原来所处位置，[ r-

jα
，r+

jα
] | ( pjα - ma ) 插入到 PIVHFEhj 中第 α 与第 α + 1 个

元素之间；如果 pjα = ma，PIVHFEhj 中第 α 个元素保持不变。

Step5： 如果 j < n，令 j = j + 1，执行 Step4；否则执行 Step6。
Step6： 计算 β = β + ma。

Step7： 判断 β ≥ 1 是否成立。如果是，执行 Step8；否则，令 α = α + 1 并执行 Step2。
Step8： 输出所有改进后的 hj ={[ r-

ji
，r+

ji
] |  pi，i = 1，2，⋯，l}，j = 1，2，⋯，n。

结束。

经过此种方法规范化处理后的概率区间犹豫模糊元不会影响其本身的概率分布，并且其得分

函数值和偏差函数值保持不变，因此，其包含的决策信息不会有任何损失，符合决策者的决策需

求。下面给出一个具体的例子进行说明。

例1 假设有

h1 ={ }[ 0.40，0.55 ] |0.2，[ 0.35，0.45 ] |0.8 ，

h2 ={ }[ 0.20，0.40 ] |0.3，[ 0.15，0.45 ] |0.4，[ 0.10，0.45 ] |0.3 ，

h3 ={ }[ 0.58，0.72 ] |0.3，[ 0.50，0.66 ] |0.5，[ 0.42，0.60 ]，0.2 。
对 h1，h2，h3 进行规范化处理，得到

h1 ={ }[ 0.40，0.55 ] |0.2，[ 0.35，0.45 ] |0.1，[ 0.35，0.45 ] |0.4，[ 0.35，0.45 ] |0.1，[ 0.35，0.45 ] |0.2 ，

h2 ={ }[ 0.20，0.40 ] |0.2，[ 0.20，0.40 ] |0.1，[ 0.15，0.45 ] |0.4，[ 0.10，0.45 ] |0.1，[ 0.10，0.45 ] |0.2 ，

h3 ={ }[ 0.58，0.72 ] |0.2，[ 0.58，0.72 ] |0.1，[ 0.50，0.66 ] |0.4，[ 0.50，0.66 ] |0.1，[ 0.42，0.60 ]，0.2 。
可以看到，规范化处理后的 h1，h2，h3 具有相同的基数，并且它们本身的概率分布和排序关系并

没有发生任何变化，其得分函数值和偏差函数值也保持不变。规范化处理后的概率区间犹豫模糊

元非常容易进行比较和分析，在此基础上，后续也可以重新定义一系列运算规则、集成算子、信息

测度等。本文为了方便后续熵测度的构造和计算，均假设这一系列 PIVHFEs 具有相同的基数 l。
1.3　概率区间犹豫模糊元距离测度　

文献［8］定义的概率区间犹豫模糊元的距离测度具有较好的性质。

定义 6［8］ 设 h1 和 h2 为两个 PIVHFEs，h1 ={[ r-
1i
，r+

1i
] |  p1i，i = 1，2，⋯，l}，h2 ={[ r-

2i
，r+

2i
] |  p2i，i =

1，2，⋯，l}，那么它们之间的 Hamming 距离测度定义为：
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d ( h1，h2 )= 1
2 ∑

i = 1

l

  (  | p1i r-
1i

- p2i r-
2i

| + |p1i r+
1i

- p2i r+
2i

|  )。 （3）

定义 7 设 h1 和 h2 为 两 个 PIVHFEs，h1 ={[ r-
1i
，r+

1i
] |  p1i，i = 1，2，⋯，l}，h2 ={[ r-

2i
，r+

2i
] |  p2i，i =

1，2，⋯，l}，那么它们之间的伪距离测度可定义为：

d'( h1，h2 )= |  s( h1 )- s( h2 )   |， （4）
其中 s( h1 ) 和 s( h2 ) 分别为 h1 和 h2 的得分函数。

2 距离型概率区间犹豫模糊熵 

本节给出了概率区间犹豫模糊元熵测度的公理化定义，基于距离测度和伪距离测度提出一种

距离型概率区间犹豫模糊元熵测度公式，并验证了其满足公理化定义的基本条件，然后将其推广

到概率区间犹豫模糊集上。

2.1　公理化定义　

定义 8 设 h ={[ r-
i ，r+

i ] |  pi，i = 1，2，⋯，l}是 一 个 概 率 区 间 犹 豫 模 糊 元 ，hC ={[ 1 - r+
i ，1 -

r-
i ] |  pi，i = 1，2，⋯，l}，E 是一个映射，E：h → [ 0，1 ]。若 E ( h ) 满足以下公理化条件，则称 E ( h ) 为概

率区间犹豫模糊元的熵。

（1）0 ≤ E ( h ) ≤ 1；
（2）E ( h ) = 0 当且仅当 h ={ }[ 0，0 ] |1 或 h ={ }[ 1，1 ] |1 ；

（3）E ( h ) = 1 当且仅当 h ={ }[ 0.5，0.5 ] |1 ；

（4）E ( h ) = E ( hC )；
（5）E ( h ) 与 h 和 hC 之间的距离测度负相关，也与 h 和 hC 之间的伪距离测度负相关。

对上述条件进行说明，条件（1）规定了熵取值的范围，条件（2）和（3）说明了熵取最大最小值

时的特殊情况，条件（4）满足了模糊熵理论中集合与其补集熵值相等的要求，条件（5）规定了模糊

熵取值的单调性。以上 5 个公理化条件，完整地表达了概率区间犹豫模糊元熵测度的性质。

基于概率区间犹豫模糊元的 Hamming 距离测度公式（3），尝试构建如下的距离熵测度公式：

E1 ( h )=∑
i = 1

l

 [ ]1 - ( )  || r-
i - 0.5 + || r+

i - 0.5    pi， （5）

或者

E'1 ( h )=∑
i = 1

l

  ( )1 - 2
|

|

|
||
||

|

|
||
| r-

i + r+
i

2 - 0.5   pi。 （6）

下面对这两个距离熵测度公式进行分析。

首先根据传统模糊熵理论的定义［13］，在一个模糊集中，模糊熵用来度量模糊集的不确定性，其

满足：模糊集的隶属度为 0 或 1 时，熵值最小为 0；模糊集的隶属度为 0.5 时，熵值最大为 1；模糊集

的隶属度越接近 0.5，熵值越大；模糊集与它的补集的熵值相等。

假设有三个 PIVHFEs，h1 = { [ 0.2，0.8 ] |1 }、h2 = { [ 0，1 ] |1 } 和 h3 = { [ 0.5，0.5 ] |1 }，分别用 E1 ( h ) 和
E'1 ( h ) 进行计算。用 E'1 ( h ) 计算得到 E'1 ( h1 ) = E'1 ( h2 ) = E'1 ( h3 ) = 1，即 E'1 ( h ) 无法对 h1，h2，h3 进行区

分，不符合模糊熵理论的要求。对 h3 进行分析发现 h3 中区间隶属度只在点 0.5 取值，说明其对事物

描述的不确定性最大，所以直觉上认为 h3 的熵值最大为 1，h1 和 h2 的熵值应小于 1；观察 h1 和 h2 可以

看到，h1 中区间隶属度左右边界相比 h2 更加靠近 0.5，所以 h1 的熵值应该大于 h2。用 E1 ( h ) 进行计算

可以得到，E1 ( h1 ) = 0.4，E1 ( h2 ) = 0，E1 ( h3 ) = 1，此时，E1 ( h2 ) < E1 ( h1 ) < E1 ( h3 )，所以 E1 ( h ) 相比于

E'1 ( h ) 更符合需求。通过计算可以验证 E1 ( h ) 满足公理化条件（1）、（3）、（4）的要求，然而，由于在对

h2 = { [ 0，1 ] |1 } 进行计算时，E1 ( h2 ) = 0，这是反直觉的，使得其不满足公理化条件（2）的要求。

可以给出一个更加简洁明了的算例进行分析。假设有一个决策小组评估某个对象是否属于
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某个属性，给出的决策信息可以用概率区间犹豫模糊元 h = { [ 1，1 ] |0.5，[ 0，0 ] |0.5 } 来表示，h 意味

着在这个决策组中，有一半的专家认为对象完全满足属性，另一半认为对象完全不满足属性，此

时，h 的熵值应该是大于 0 小于 1 的。然而利用 E1 ( h ) 计算得到 E1 ( h ) = 0，不符合要求。事实上，通

过对 E1 ( h ) 算式的构造发现，E1 ( h ) 描述的是概率区间犹豫模糊元中所有区间隶属度不确定性的加

权平均，是一种对个体不确定性的度量。

为了构建满足全部公理化条件的熵测度，根据伪距离测度公式（4），引入如下伪距离熵测度公式：

E2 ( h )= 1 - 2 | s( h )- 0.5 |。 （7）
然 而 E2 ( h ) 只 满 足 公 理 化 条 件（1）、（2）、（4），不 满 足 条 件（3）。 同 理 ，用 E2 ( h ) 对 h =
{ [ 1，1 ] |0.5，[ 0，0 ] |0.5 } 进行计算得到 E2 ( h ) = 1，不符合要求。事实上，通过观察算式可以看到

E2 ( h ) 是对概率区间犹豫模糊元整体不确定性的度量。因此，应综合 E1 ( h ) 和 E2 ( h ) 来得到一种能

够同时对个体不确定性和整体不确定性进行度量的概率区间犹豫模糊熵测度公式。

2.2　距离型概率区间犹豫模糊元熵测度　

定义9 设 h ={[ r-
i ，r+

i ] |  pi，i = 1，2，⋯，l}是一个概率区间犹豫模糊元，其距离型熵测度公式可

表示为：

Enew ( h )=(1 - α ) E1 ( h )+ αE2 ( h )= 1 - 2α|s( h )- 0.5| -(1 - α ) ∑
i = 1

l

   ( )  |r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|    pi，（8）

Enew ( h ) 是对概率区间犹豫模糊元所反映的个体不确定性和总体不确定性的综合权衡。其中，

参数 α ∈ ( 0，1) 为权衡系数，参数 α = 0 或 1 不符合本文所讨论问题的实际情况，对参数 α 的分析，本

文将在第 4 节进行。

定理1 定义 9 中的距离型熵测度公式满足定义 8 中的公理化定义。

证明 
（1）由于 0 ≤ s( h ) ≤ 1，故 0 ≤ 2|s( h )- 0.5| ≤ 1；因为 [ r-

i ，r+
i ] ⊂ [ 0，1 ] 并且 pi ∈ ( 0，1 ]，所以 0 ≤

|r-
i - 0.5| ≤ 0.5，0 ≤ |r+

i - 0.5| ≤ 0.5，那么 0 ≤  ∑
i = 1

l

  ( )|r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|   pi ≤ 1。

进而 0 ≤ Enew ( h ) = 1 - 2α|s( h )- 0.5| -(1 - α )∑
i = 1

l

   ( )|r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|   pi ≤ 1。

（2）若 Enew ( h ) = 0，对任意参数 α，由于 α 不等于 0 或 1，需要令下述方程组成立：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

|| s( h )- 0.5 = 0.5，

∑
i = 1

l

    ( )  |r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|  pi = 1，i = 1，2，⋯，l。 （9）

根据方程组（9）第二项可以得到 |r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|  = 1，这样对任意 l，∑
i = 1

l

  (   |r-
i - 0.5| + |r+

i -

0.5|   )  pi = 1 始终成立。由于 0 ≤ |r-
i - 0.5| ≤ 0.5，0 ≤ |r+

i - 0.5| ≤ 0.5，要使 |r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|  = 1
成立，只能令 |r-

i - 0.5| = |r+
i - 0.5| = 0.5，那么 r-

i = r+
i = 0 或 r-

i = r+
i = 1 或者 r-

i = 0，r+
i = 1。然而只

有 r-
i = r+

i = 0 或 r-
i = r+

i = 1 符合方程组第一项的要求，r-
i = 0，r+

i = 1 时得到的 |s( h )- 0.5| = 0，不符

合要求。这样得到的概率区间犹豫模糊元 h ={ [ 0，0 ] |1 }或 h ={ [ 1，1 ] |1 }。充分性同样可证。

（3）若 Enew ( h ) = 1，对任意参数 α，由于 α 不等于 0 或 1，需要令下述方程组成立：

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

|s( h )- 0.5| = 0，

∑
i = 1

l

    ( )  |r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|    pi = 0，i = 1，2，⋯，l。 （10）

根据方程组（10）第二项可以得到 |r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|  = 0，那么 r-
i = r+

i = 0.5，此时方程组第

一项也成立。这样得到的概率区间犹豫模糊元 h = { [ 0.5，0.5 ] |1 }。充分性易证。
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（4）对任意h={[ r-
i ，r+

i ] |  pi，i=1，2，⋯，l}，因为hC ={[ 1- r+
i ，1- r-

i ] |  pi，i=1，2，⋯，l}，故Enew ( hC )=

(1-α )E1 ( hC )+αE2 ( hC )=1-2α|0.5- s( h )|-(1-α ) ∑
i=1

l

  (   |0.5- r-
i |+ |0.5- r+

i |   )  pi =Enew ( h )。

（5） 对 于 Enew ( h ) = 1 - 2α|s( h )- 0.5| -(1 - α ) ∑
i = 1

l

  (   |r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|   )  pi = 1 - α|s( h )-

s( hC )| -(1 - α ) 1
2  ∑

i = 1

l

  (   |2r-
i - 1| + |2r+

i - 1|   )  pi = 1 - αd'( h，hC )-(1 - α ) d ( h，hC )，可以得到 Enew ( h )

与 h 和 hC 之间的距离测度负相关，也与 h 和 hC 之间的伪距离测度负相关。

综上，Enew ( h ) 满足定义 8 中所有的公理化条件。

2.3　距离型概率区间犹豫模糊集熵测度　

定义 10 设 X 是一个论域，X = { x1，x2，⋯，xn }，H ={ x，h ( x ) |  x ∈ X }为定义在 X 上的概率区

间犹豫模糊集，其中的一系列概率区间犹豫模糊元可表示为 hj ={[ r-
ji
，r+

ji
] |  pji，i = 1，2，⋯，lj}，j =

1，2，⋯，n。若存在映射 E：H → [ 0，1 ]，使其满足：

（1）0 ≤ E ( H ) ≤ 1；
（2）E ( H ) = 0 当且仅当对任意 xj ( j = 1，2，⋯，n )，hj = { [ 0，0 ] |1 } 或 hj = { [ 1，1 ] |1 }；
（3）E ( H ) = 1 当且仅当对任意 xj ( j = 1，2，⋯，n )，hj = { [ 0.5，0.5 ] |1 }；
（4）E ( H ) = E ( H C )。
那么称 E ( H ) 为概率区间犹豫模糊集的熵。

将概率区间犹豫模糊元的熵 Enew ( h ) 推广到概率区间犹豫模糊集中，可以得到：

Enew ( H )= 1
n ∑

i = 1

n

   é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú1 - 2α|s( h )- 0.5| -(1 - α ) ∑

i = 1

l

  (   |r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|   )  pi   。 （11）

考虑到绝大多数决策过程中属性权重存在差异，假设 X = { x1，x2，⋯，xn } 的属性权重记为 W =
{ w1，w2，⋯，wn }T，那么概率区间犹豫模糊集熵测度的加权形式为：

Enew ( H )=∑
i = 1

n

 wi   é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú1 - 2α|s( h )- 0.5| -(1 - α ) ∑

i = 1

l

  (   |r-
i - 0.5| + |r+

i - 0.5|   )  pi  。 （12）

3 基于新型熵的多属性决策方法 

TOPSIS 方法的基本思想是在有限可行的备选方案中根据方案属性值选取距离正理想方案最

近、同时距离负理想方案最远的可行解作为最优解，利用相对贴近度评价指标来对备选方案进行

择优排序［22］。本文重点在于熵测度的研究，并非对多属性决策方法进行创新，因此利用上述概率

区间犹豫模糊熵结合熵权法构建了一种简单的基于 TOPSIS 方法的多属性决策模型。

3.1　问题描述　

针对属性权重完全未知的概率区间犹豫模糊多属性决策环境，假设 A = { A1，A2，⋯，Am } 表示

m 个方案集，C = { C1，C2，⋯，Cn } 表示 n 个属性集，属性的权重向量 W= { w1，w2，⋯，wn }T，其中

 wj ∈ [ 0，1 ]，∑
j = 1

n

 wj = 1。决策者对所有决策信息进行处理，考虑到决策环境较为复杂以及决策者自

身认知水平的影响，评估值用 PIVHFEhij 的形式来表示，以充分描述所有不确定信息。hij 表示备选

方案 Ai ( i = 1，2，⋯，m ) 在属性 Cj ( j = 1，2，⋯，n ) 下的评价值，均为概率区间犹豫模糊元，将决策者

给出的概率区间犹豫模糊决策信息整理为如下形式矩阵：

H=

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
h11 h12 ⋯ h1n

h21 h22 ⋯ h2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
hm1 hm2 ⋯ hmn

，
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即

H=( hij )m × n =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
{ }[ r-

1 ( x1 )，r+
1 ( x1 ) ] |  p1 ( x1 )

l11
{ }[ r-

1 ( x2 )，r+
1 ( x2 ) ] |  p1 ( x2 )

l12

⋯ { }[ r-
1 ( xn )，r+

1 ( xn ) ] |  p1 ( xn )
l1n

{ }[ r-
2 ( x1 )，r+

2 ( x1 ) ] |  p2 ( x1 )
l21

{ }[ r-
2 ( x2 )，r+

2 ( x2 ) ] |  p2 ( x2 )
l22

⋯ { }[ r-
2 ( xn )，r+

2 ( xn ) ] |  p2 ( xn )
l2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
{ }[ r-

m ( x1 )，r+
m ( x1 ) ] |  pm ( x1 )

lm1
{ }[ r-

m ( x2 )，r+
m ( x2 ) ] |  pm ( x2 )

lm2

⋯ { }[ r-
m ( xn )，r+

m ( xn ) ] |  pm ( xn )
lmn

，（13）

其中 lij 表示概率区间犹豫模糊元 hij ( i = 1，2，⋯，m；j = 1，2，⋯，n ) 的基数。

3.2　决策步骤　

Step1：信息矩阵标准化。第一步，由于效益型属性和成本型属性对评价的作用是相反的，若

Cj ( j = 1，2，⋯，n ) 是成本型属性，令 hij = hC
ij ( i = 1，2，⋯，m )；第二步，对 hij 中区间隶属度按照降序的

顺序进行排列；第三步，若属性 Cj ( j = 1，2，⋯，n ) 下的概率区间犹豫模糊元中区间隶属度个数不

同，则按照定义 5 中的规范化算法进行处理，使得每个属性下的 PIVHFEs 具有相同的基数。最后

得到标准评价信息矩阵 H͂。

Step2：确定属性权重值。根据熵测度公式（8）计算 H͂中所有 hij 的熵值，属性 Cj ( j = 1，2，⋯，n )
信息下的熵值越大，信息越模糊，对方案总体的可用信息越少，此时赋予它较小的权重。于是可利

用熵测度公式（8）结合熵权法确定属性权重。

E ( Cj )=
1
m ∑

i = 1

m

E ( hij )，wj =
1 - E ( Cj )

n - ∑
k = 1

n

E ( Ck )
，j = 1，2，⋯，n。 （14）

Step3：确 定 正 负 理 想 方 案 。 这 里 令 正 理 想 方 案 A+ = { h+
1，h+

2，⋯，h+
n } 和 负 理 想 方 案 A- =

{ h-
1，h-

2，⋯，h-
n }，其中，h+

j =
ì
í
îïï

ü
ý
þïï

[ 1，1 ]
|

|

|
||
| 1
lj

 lj
，h-

j =
ì
í
îïï

ü
ý
þïï

[ 0，0 ]
|

|

|
||
| 1
lj

 
lj

，j = 1，2，⋯，n，lj 表示规范化处理后属性

Cj 下 hij ( i = 1，2，⋯，m ) 共同的基数。

Step4：计算 Ai ( i = 1，2，⋯，m ) 与正负理想方案 A+ 和 A- 之间的加权距离。在已知属性权重

W= { w1，w2，⋯，wn }T 的基础上，根据 Hamming 距离测度公式（3）计算每个方案 Ai 与 A+ 和 A- 之间

的加权距离。

D+
i =∑

j = 1

n

 wjd ( hij，h+
j )，D-

i =∑
j = 1

n

 wjd ( hij，h-
j )。 （15）

Step5：计算备选方案 Ai ( i = 1，2，⋯，m ) 的相对贴近度。在已知距离 D+
i 和 D-

i ，i = 1，2，⋯，m 中

根据 TOPSIS 法相对贴近度的定义，计算 Ai ( i = 1，2，⋯，m ) 的相对贴近度。

R( Ai )=
D-

i

D-
i + D+

i
，i = 1，2，⋯，m。 （16）

Step6：按照相对贴近度 R( Ai ) 值的大小对所有方案进行择优排序，R( Ai ) 值越大，效果越好。

4 实例分析 

采用文献［6］的网络舆情案例结合本文所提出的多属性决策方法进行处理，以便于比较和

分析。

4.1　算例　

某市的新闻传播管理部门为了预测该市网络舆情走势和分析该市网络舆情的演化规律，现欲

购买一套网络舆情预测系统。现有五套不同类型的网络舆情预测系统 Ai ( i = 1，2，⋯，5 ) 可供选
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择，为了从这五种网络舆情预测系统中选出一种综合性能最高的系统，该部门聘请专家小组从如

下四个属性：技术水平 ( C1 )、性能 ( C2 )、信誉 ( C3 ) 和服务水平 ( C4 )，对这五种网络舆情预测系统进行

评估。专家对系统 Ai 在属性 Cj 下的评估值用 PIVHFEhij 的形式来表示，整理得到的专家评估信息

如表 1、表 2 所示。

Step1：由于这四个属性指标 Cj ( j = 1，2，⋯，4 ) 均为效益型，hij 中区间隶属度均按照降序的顺序

进行排列，并且 Cj ( j = 1，2，⋯，4 ) 下的 PIVHFEs 具有相同的基数，故无需进行标准化。根据表 1 得

到评价信息矩阵 H = ( hij )5 × 4，其中 hij 为表 1 中相应的概率区间犹豫模糊元。

Step2：利用熵测度公式（8）对 H = ( hij )5 × 4 中的所有 hij 进行处理，这里令权衡系数 α = 0.5，得到

概率区间犹豫模糊熵信息表 2。

根 据 公 式（14）计 算 各 属 性 的 平 均 熵 ：E ( C1 ) = 1
5 ∑

i = 1

5
E ( hi1 ) = 1

5 ( 0.78 + 0.87 + 0.64 + 0.82 +

0.66 ) = 0.754 0，E ( C2 ) = 0.698 0，E ( C3 ) = 0.720 0，E ( C4 ) = 0.732 0。

结 合 熵 权 法 求 得 属 性 权 重 ：w1 = 1 - E ( C1 )

4 - ∑
k = 1

4
E ( Ck )

= 0.224 5，w2 = 0.275 5，w3 = 0.255 5，

w4 = 0.244 5。
Step3：令 正 理 想 方 案 A+ = { h+

1，h+
2，⋯，h+

4 }，负 理 想 方 案 A- = { h-
1，h-

2，⋯，h-
4 }，其 中 ，h+

j =
ì
í
î

ü
ý
þ

[ 1，1 ]
|

|
|
||
| 1
3  3，h-

j = ì
í
î

ü
ý
þ

[ 0，0 ]
|

|
|
||
| 1
3  

3

，j = 1，2，⋯，4。

Step4：分别计算 hij 与正理想解 h+
j = ì

í
î

ü
ý
þ

[ 1，1 ]
|

|
|
||
| 1
3  

3

和负理想解 h-
j = ì

í
î

ü
ý
þ

[ 0，0 ]
|

|
|
||
| 1
3  3 之间距离，结果

用矩阵形式表示：

表1　概率区间犹豫模糊评估信息表

Table 1　Information of probabilistic interval-valued hesitation fuzzy evaluation

系统

A1

A2

A3

A4

A5

A1

A2

A3

A4

A5

C1

{ [ 0.6,0.8 ] |0.5,[ 0.4,0.6 ] |0.2,[ 0,0.5 ] |0.3 }
{ [ 0.5,0.7 ] |0.6,[ 0.4,0.6 ] |0.1,[ 0.2,0.4 ] |0.3 }
{ [ 0.7,0.9 ] |0.2,[ 0.4,0.6 ] |0.4,[ 0,0.2 ] |0.4 }

{ [ 0.4,0.6 ] |0.6,[ 0.3,0.5 ] |0.2,[ 0.2,0.4 ] |0.2 }
{ [ 0.6,0.8 ] |0.3,[ 0.2,0.4 ] |0.4,[ 0.1,0.3 ] |0.3 }

C3

{ [ 0.2,0.4 ] |0.5,[ 0.1,0.3 ] |0.4,[ 0,0.2 ] |0.1 }
{ [ 0.5,0.7 ] |0.3,[ 0.4,0.6 ] |0.5,[ 0,0.2 ] |0.2 }
{ [ 0.4,0.6 ] |0.7,[ 0.1,0.3 ] |0.2,[ 0,0.2 ] |0.1 }

{ [ 0.6,0.8 ] |0.5,[ 0.5,0.7 ] |0.2,[ 0.3,0.5 ] |0.3 }
{ [ 0.5,0.7 ] |0.4,[ 0.4,0.6 ] |0.4,[ 0.1,0.3 ] |0.2 }

C2

{ [ 0.6,0.8 ] |0.4,[ 0.5,0.7 ] |0.3,[ 0.2,0.4 ] |0.3 }
{ [ 0.4,0.6 ] |0.5,[ 0.3,0.5 ] |0.1,[ 0.1,0.3 ] |0.4 }
{ [ 0.6,0.8 ] |0.3,[ 0.3,0.5 ] |0.5,[ 0.2,0.4 ] |0.2 }
{ [ 0.4,0.6 ] |0.4,[ 0.2,0.4 ] |0.4,[ 0,0.2 ] |0.2 }

{ [ 0.7,0.9 ] |0.6,[ 0.6,0.8 ] |0.2,[ 0.3,0.5 ] |0.2 }
C4

{ [ 0.7,0.9 ] |0.3,[ 0.4,0.6 ] |0.3,[ 0.2,0.4 ] |0.4 }
{ [ 0.7,0.9 ] |0.6,[ 0.5,0.7 ] |0.3,[ 0,0.2 ] |0.1 }

{ [ 0.7,0.9 ] |0.4,[ 0.2,0.4 ] |0.5,[ 0.1,0.3 ] |0.1 }
{ [ 0.5,0.7 ] |0.5,[ 0.3,0.5 ] |0.3,[ 0.2,0.4 ] |0.2 }
{ [ 0.7,0.9 ] |0.5,[ 0.4,0.6 ] |0.1,[ 0.2,0.4 ] |0.4 }

表2　概率区间犹豫模糊熵信息表

Table 2　Information of probabilistic interval-valued hesitation fuzzy entropy

系统

A1

A2

A3

A4

A5

C1

0.78
0.87
0.64
0.82
0.66

C2

0.78
0.69
0.82
0.64
0.56

C3

0.48
0.79
0.73
0.76
0.84

C4

0.79
0.58
0.74
0.86
0.69
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[d ( hij，h+
j )]

5 × 4
=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
0.541 7 0.450 0 0.758 0 0.490 0
0.586 7 0.630 0 0.550 0 0.623 3
0.600 0 0.530 0 0.686 7 0.536 7
0.586 7 0.660 0 0.476 7 0.536 7
0.610 0 0.593 3 0.520 0 0.563 3

，

[d ( hij，h-
j )]

5 × 4
=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
0.525 0 0.550 0 0.240 0 0.510 0
0.500 0 0.370 0 0.450 0 0.670 0
0.400 0 0.470 0 0.400 0 0.490 0
0.440 0 0.340 0 0.590 0 0.480 0
0.390 0 0.700 0 0.480 0 0.570 0

。

在已知属性权重W= { 0.224 5，0.275 5，0.255 5，0.244 5 }T 的基础上，根据公式（15）计算 Ai 与正负理

想方案 A+ 和 A- 之间的加权距离，按照公式（16）计算备选方案 Ai 的相对贴近度，结果如表 3 所示。

Step5：按照相对贴近度对方案进行择优排序，由于 R( A5 ) > R( A2 ) > R( A1 ) > R( A4 ) > R( A3 )，
于是 A5 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4 ≻ A3。A5 的综合效果最好，为最优选择。

为进一步比较，选取文献［5］中 PIVHFOWA 算子，文献［6］中 PIVHFOWG 算子，文献［23］中的

PIVIHFMSM(   r = 1，g ( t ) =-ln ( 2 - t t )    ) 算子对上述数据进行处理，利用得分函数值大小对方案

进行排序，结果如表 4 所示。

可以看到，不同算子集成下的排序结果与本文决策方法相比，虽然在部分方案的优劣次序上

存在差异，但是综合效用最高的始终为方案 A5，验证了本文所提决策方法的有效性。

4.2　参数敏感性分析　

本文所提出的距离型熵测度公式中存在不确定参数 α，因此有必要分析其参数变化对决策结

果的影响。令 α = 0.1 以步长 0.1 增加到 0.9，重新计算对应的属性权重和相对贴近度，将得到的结

果在图 1—图 2 中表示。

由图 1 可以看到，随着权衡系数 α 的不断增大，属性 C1 和 C4 的权重值呈相似的减小趋势，并且

C4 的减小幅度更为明显，属性 C2 和 C3 呈几乎相同的增大趋势；并且属性权重值在 0.2 到 0.5 之间经

历了三次变化，即 w4 > w2 > w3 > w1，w2 > w4 > w3 > w1，w2 > w3 > w4 > w1，说明属性权重对权

衡系数 α 的敏感性较高。观察图 1 可以看到权衡系数 α 越大，属性权重之间的差异越大。虽然权重

表3　方案Ai 与正负理想方案距离

Table 3　Distance of scheme Ai between positive and negative ideal schemes

方案

A1

A2

A3

A4

A5

D+
i

0.559 1
0.598 2
0.587 4
0.566 6
0.571 0

D-
i

0.455 4
0.493 0
0.441 3
0.460 6
0.542 4

相对贴近度R( Ai )
0.448 9
0.451 8
0.429 0
0.448 4
0.487 2

注：相对贴近度表示方案综合效果，数值越大，效果越好。

Note: The relative closeness degree represents the comprehensive effect of the scheme, the larger the value, the better the effect.

表4　不同算子下方案的得分函数值及排序结果

Table 4　Score function values and sorting results of schemes with different operators

算子

PIVHFOWA
PIVHFOWG
PIVIHFMSM

A1

0.491 4
0.418 4
0.107 1

A2

0.493 8
0.466 4
0.117 4

A3

0.495 1
0.456 6
0.115 2

A4

0.475 3
0.436 6
0.109 8

A5

0.558 0
0.531 7
0.133 9

排序

A5 ≻ A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

A5 ≻ A2 ≻ A3 ≻ A4 ≻ A1

A5 ≻ A2 ≻ A3 ≻ A4 ≻ A1
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变化并未影响最优方案的选择，但是在实际情况中仍然需要根据决策需求选择合适的权衡系数。

由图 2 可以看到，随着权衡系数 α 的不断增大，A5 的相对贴近度呈增大趋势，A1，A2，A3，A4 的相

对 贴 近 度 呈 减 小 趋 势 ；并 且 方 案 的 相 对 贴 近 度 在 0.5 和 0.8 之 间 经 历 了 三 次 变 化 ，

A5 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4 ≻ A3，A5 ≻ A2 ≻ A4 ≻ A1 ≻ A3，A5 ≻ A4 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A3。并且由图 2 可以看

到对于较大的权衡系数 α，方案的区分程度较好，因此在实际决策过程中可以选择较大的参数 α 以

便对方案进行对比。很明显参数 α 的变化并未影响最优方案的选择，本文决策方法对权衡系数 α
的变化并不敏感。

5 结论 

属性权重的确定是模糊决策领域一直以来的难题，模糊熵的研究亟待扩充。本文提出的概率

区间犹豫模糊熵测度能够充分描绘概率区间犹豫模糊集的不确定性，具有物理意义清晰、易于理

解和计算等优点。结合熵权法构建了一种基于 TOPSIS 方法的概率区间犹豫模糊多属性决策模

型，将其应用于网络舆情预测模型选择中，与不同算子下的对比分析验证了所提方法的有效性与

实用性。然而，本文所提概率区间犹豫模糊熵测度缺乏与其他同类型熵测度的对比分析，其实际

效用值得商榷；另外，本文熵测度的构造方式同样可应用于区间犹豫模糊集中。
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