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|x|在加密的Chebyshev结点的有理插值
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摘 要：本文在 Chebyshev 结点基础上构造一类新的结点，研究|x|在这类新结点的有理插值，利用放缩法得到确切

逼近阶为O ( 1
n2logn )。通过对|x|在几种结点组的误差进行数值计算、分析，揭示|x|的有理插值本质。
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Rational Interpolation to |x| at the Dense Chebyshev Nodes
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Abstract: This article constructs a new nodes based on the Chebyshev nodes, studies the rational interpolation of|x| at the new nodes, 

and uses the scaling method to obtain an exact approximation order that is O ( 1
n2logn ). By numerically calculating and analyzing the 

errors of |x| in several node groups, the essence of rational interpolation of |x| is revealed.
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0 引言 

1913 年，Bernstein［1］最先研究 | x |的逼近问题。他用 n 次多项式逼近 | x |，得到确切的逼近阶为

En ( |x| ) = O ( 1
n )，且不能改善。

1964 年，Newman［2］构造函数 rn (x) = x
p ( )x - p ( )-x
p ( )x + p ( )-x

，其中 p( x ) = ∏
k = 1

n - 1 ( )e
- k

n + x 。得到结论：

当 n ≥ 5 时，有 Rn (| x | ) = max
|| x ≤ 1

{| | x |- rn (x) | }≤ 3e- n 。这个结果远远优于其多项式的最佳逼近

En ( |x| )。
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1997 年，Brutman 等［3］将以上有理函数进行推广：设 X ={xi| 0 < x1 < x2 < x3 < ⋯ < xn ≤ 1}n

i = 1
，

pn ( x ) = ∏
k = 1

n

( )xk + x ，则基于 { - xn，⋯，-x3，-x2，-x1，0，x1，x2，x3，⋯，xn}的 Newman 型有理算子定

义为 rn (X；x) = x
pn ( )x - pn ( )-x
pn ( )x + pn ( )-x

。

在 Newman 的经典结果之后的半个多世纪里，引起不少学者的关注，这方面研究成果不断涌

现。也有研究与 Newman 结点组相关的有理插值问题［4-6］。田漪等［7］和詹倩等［8］在基于 Newman

结点组构造一些结点组，对 | x |的精确上界达到 e
- 4 n

3 + ε 。

1982 年，Werner［9］研究 | x |在等距结点 E ={ k
n }

n

k = 1

的有理插值；1997 年，Brutman 等［10］把结点组

取作 Chebyshev 结点 T = ì
í
î

xk = sin ( 2k - 1) π
4n

ü
ý
þ

n

k = 1

；2010 年，张慧明等［11］把结点组取作第二类 Cheby⁃

shev 结点 U ={xk = sin kπ
2n }

n - 1

k = 1

，得到逼近阶均为 O ( 1
n log n )。随后，张慧明等［12］把结点组取作正切

结点 V ={xk = tan kπ
4n }

n

k = 1

，得到逼近阶也为 O ( 1
n log n )。

1998 年，Brutman［13］把结点组取作调整 Chebyshev 结点
-T = ì

í
î

xk = sin2 ( 2k - 1) π
4n

ü
ý
þ

n

k = 1

；2014 年，张

慧明等［14］把结点组取作调整第二类 Chebyshev 结点
-U ={xk = sin2 kπ

2n }
n - 1

k = 1

；2022 年，张慧明等［15］把

结点组取作调整第三、四类 Chebyshev 结点，得到逼近阶均为 O ( 1
n2 )。

赵易等［16］构造一类结点组，对 | x |的逼近阶可以达到 O ( 1
nk log n )，并得到结论：当结点向零点

集中时，| x |的有理插值逼近阶也随之更佳。

由于 | x |在 Chebyshev 结点有理插值在零点附近
é
ë
êêêê0，sin π

4n
ù
û
úúúú逼近效果较差，所以本文在

é
ë
êêêê0，sin π

4n
ù
û
úúúú

增 加 n-1 个 结 点 {sin kπ
4n2 }

n - 1

k = 1

，得 到 加 密 的 Chebyshev 结 点 T * ={sin kπ
4n2 }

n - 1

k = 1

∪ì
í
î
sin ( 2k - 1) π

4n
ü
ý
þ

n

k = 1

=

{sin kπ
4n2 }

n

k = 1

∪ì
í
î
sin ( 2k - 1) π

4n
ü
ý
þ

n

k = 2

研究 | x |在这类新结点的有理插值，得到逼近阶为 O ( 1
n2 log n )。

1 基本结果 

首先介绍几个引理：

引理1［3］ 令 An = ∑
k = 1

n 1
xk

，则 | en ( X；x ) |= || || x - rn ( X；x ) ≤ 1
An

(x ∈ [ - x1，x1 ] )。

引理2［17］ 当 0 ≤ y < x ≤ π
2 时，有

sin x - sin y
sin x + sin y

≤ x - y
x + y

。
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引理3［18］ 当 0 < t < 1
2 时，有

1 - t
1 + t

> 3-2t。

本文主要结论：

定理1 结点组取 T *，有 | e2n - 1 (T *；x ) |= | | x |- r2n - 1 (T *；x ) |≤ π
4n2 log n

。

证明 由于 r2n - 1 (T *；x) = x
p2n - 1 ( )x - p2n - 1 ( )-x
p2n - 1 ( )x + p2n - 1 ( )-x

和 | x |都是偶函数，只考虑区间 [0，1]即可。

1） 当 0 ≤ x ≤ sin π
4n2 时，（当 t ∈ é

ë
êêêê0，

π
2
ù
û
úúúú时，

2t
π ≤ sin t ≤ t）

A2n - 1 = ∑
k = 1

n 1

sin kπ
4n2

+ ∑
k = 2

n 1

sin ( 2k - 1) π
4n

≥ ∑
k = 1

n 1
kπ
4n2

+ ∑
k = 2

n 1
( 2k - 1) π

4n

≥

∑
k = 1

n 1
kπ
4n2

+ ∑
k = 2

n 1
kπ
2n

= ∑
k = 1

n 4n2

kπ + ∑
k = 2

n 2n
kπ = 2n

π ( )2n ∑
k = 1

n 1
k

+ ∑
k = 2

n 1
k

=

2n
π
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú( 2n + 1) ∑

k = 1

n 1
k

- 1 ≥ 4n2

π ∑
k = 1

n 1
k

> 4n2

π log n。

由引理 1 得：| e2n - 1 (T *；x ) |≤ 1
A2n - 1

< π
4n2 log n

。

2） 当 sin π
4n2 ≤ x ≤ sin nπ

4n2 = sin π
4n

时，取 sin ( j - 1) π
4n2 ≤ x ≤ sin jπ

4n2 ( j = 2，3，⋯，n ) 有

|| h2n - 1 (T *；x ) =
|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| p2n - 1 (-x )

p2n - 1 ( x ) =∏
k = 1

n

|

|
|
||
||

|
|
||
| sin kπ

4n2 - x

sin kπ
4n2 + x

∏
k = 2

n

|

|

|
||
||

|

|
||
| sin ( 2k - 1) π

4n
- x

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x
=

∏
k = 1

j - 1 x - sin kπ
4n2

sin kπ
4n2 + x

∏
k = j

n sin kπ
4n2 - x

sin kπ
4n2 + x

∏
k = 2

n sin ( 2k - 1) π
4n

- x

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x
≤∏

k = 1

j - 1 sin jπ
4n2 - sin kπ

4n2

sin jπ
4n2 + sin kπ

4n2

∏
k = j

n sin kπ
4n2 - sin π

4n2

sin kπ
4n2 + sin π

4n2

。

由引理 2 得：

|| h2n - 1 (T *；x ) ≤∏
k = 1

j - 1 j - k
j + k ∏

k = j + 1

n k - 1
k + 1 =

j - 1
j + 1

j - 2
j + 2

j - 3
j + 3 ⋯ 2

2j - 2
1

2j - 1
j

j + 2
j + 1
j + 3 ⋯ n - 3

n - 1
n - 2

n
n - 1
n + 1 ≤

j - 1
3

j - 2
4

j - 3
5 ⋯ 2

j
1

j + 1
j

j + 2
j + 1
j + 3 ⋯ n - 3

n - 1
n - 2

n
n - 1
n + 1 = 2

n( n + 1) 。
3） 当 sin π

4n
≤ x ≤ sin 3π

4n
时，有

|| h2n - 1 (T *；x ) =∏
k = 1

n

|

|
|
||
||

|
|
||
| sin kπ

4n2 - x

sin kπ
4n2 + x

∏
k = 2

n

|

|

|
||
||

|

|
||
| sin ( 2k - 1) π

4n
- x

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x
=

∏
k = 1

n x - sin kπ
4n2

x + sin kπ
4n2

∏
k = 2

n sin ( 2k - 1) π
4n

- x

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x
≤∏

k = 1

n sin 3π
4n

- sin kπ
4n2

sin 3π
4n

+ sin kπ
4n2

∏
k = 2

n sin ( 2k - 1) π
4n

- sin π
4n

sin ( 2k - 1) π
4n

+ sin π
4n

。
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由引理 2 得：

|| h2n - 1 (T *；x ) ≤∏
k = 1

n 3n - k
3n + k ∏

k = 2

n 2k - 2
2k

=∏
k = 1

n 3n - k
3n + k ∏

k = 2

n k - 1
k

=

1
2

2
3

3
4 ⋯ n - 2

n - 1
n - 1

n ∏
k = 1

n 1 - k
3n

1 + k
3n

≤ 1
n

e
-2 ∑

k = 1

n k
3n < 1

n
e-2

3 log n = 1
n ⋅ n23

。

由情形 2）、3）得：| e2n - 1 (T *；x ) |≤ 2x || h2n - 1 (T *；x )
1 - || h2n - 1 (T *；x )

≤ 3x | h2n - 1 (T *；x ) |≤ 9π
4n2 ⋅ n23

。

4） 当 sin 3π
4n

≤ x ≤ sin 5π
4n

时，有

|| h2n - 1 (T *；x ) =∏
k = 1

n

|

|
|
||
||

|
|
||
| sin kπ

4n2 - x

sin kπ
4n2 + x

∏
k = 2

n

|

|

|
||
||

|

|
||
| sin ( 2k - 1) π

4n
- x

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x
≤

∏
k = 2

n

|

|

|
||
||

|

|
||
| sin ( 2k - 1) π

4n
- x

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x
≤∏

k = 3

n sin ( 2k - 1) π
4n

- sin 3π
4n

sin ( 2k - 1) π
4n

+ sin 3π
4n

。

由引理 2 得：

|| h2n - 1 (T *；x ) ≤∏
k = 3

n 2k - 4
2k + 2 =∏

k = 3

n k - 2
k + 1 =

1
4

2
5

3
6

4
7 ⋯ n - 5

n - 2
n - 4
n - 1

n - 3
n

n - 2
n + 1 = 6

( n - 1) n( n + 1) 。

5） 当 sin 5π
4n

≤ x ≤ sin ( 2n - 1) π
4n

时，取 sin ( 2j - 1) π
4n

≤ x ≤ sin ( 2j + 1) π
4n

( j = 3，4，⋯，n - 1) 有

|| h2n - 1 (T *；x ) =∏
k = 1

n

|

|
|
||
||

|
|
||
| sin kπ

4n2 - x

sin kπ
4n2 + x

∏
k = 2

n

|

|

|
||
||

|

|
||
| sin ( 2k - 1) π

4n
- x

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x
≤

∏
k = 1

n

|

|

|
||
||

|

|
||
| sin ( 2k - 1) π

4n
- x

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x
≤∏

k = 1

j sin ( 2j + 1) π
4n

- sin ( 2k - 1) π
4n

sin ( 2j + 1) π
4n

+ sin ( 2k - 1) π
4n

∏
k = 2

n sin ( 2k - 1) π
4n

- sin 5π
4n

sin ( 2k - 1) π
4n

+ sin 5π
4n

。

由引理 2 得：

|| h2n - 1 (T *；x ) ≤∏
k = 1

j j - k + 1
j + k ∏

k = j + 1

n k - 3
k + 2 =

j
j + 1

j - 1
j + 2

j - 2
j + 3 ⋯ 2

2j - 1
1
2j

j - 2
j + 3

j - 1
j + 4

j
j + 5 ⋯ n - 5

n
n - 4
n + 1

n - 3
n + 2 ≤

j
4

j - 1
5

j - 2
6 ⋯ 2

j + 2
1

j + 3
j - 2
j + 3

j - 1
j + 4

j
j + 5 ⋯ n - 5

n
n - 4
n + 1

n - 3
n + 2 ≤

1
4

2
5

3
6 ⋯ j - 1

j + 2
j

j + 3
j - 1
j + 4

j
j + 5 ⋯ n - 5

n
n - 4
n + 1

n - 3
n + 2 =

6( j - 1) j
( n - 2 )( n - 1) n( n + 1)( n + 2 ) ≤ 6

n( n + 1)( n + 2 ) 。
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6） 当 sin ( 2n - 1) π
4n

≤ x ≤ 1 时，

| h2n - 1 (T *；x ) |≤ ∏
k = 1

n

|

|

|
||
||

|

|
||
| sin ( 2k - 1) π

4n
- x

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x
≤ ∏

k = 1

n sin 2nπ
4n

- sin ( 2k - 1) π
4n

sin 2nπ
4n

+ sin ( 2k - 1) π
4n

。

由引理 2 得：

|| h2n - 1 (T *；x ) ≤∏
k = 1

n 2n - 2k + 1
2n + 2k - 1 ≤∏

k = 1

n 2n - 2k + 2
2n + 2k

=

∏
k = 1

n n - k + 1
n + k

= n
n + 1

n - 1
n + 2

n - 2
n + 3 ⋯ 3

2n - 2
2

2n - 1
1

2n
=

1
n + 1

2
n + 2

3
n + 3 ⋯ n - 2

2n - 2
n - 1

2n - 1
n

2n
≤ 1

2n 。
由情形 4）、5）和 6）得：

| e2n - 1 (T *；x ) |≤ 3 | h2n - 1 (T *；x ) |≤ 18
( n - 1) n( n + 1) 。

综合以上六种情形定理得证。

这个逼近阶是不能改善的，有以下定理：

定理2 当 n ≥ 22 时，取 x* = 1
2n2 log n

，有 | e2n - 1 (T *；x* ) |> 1
21n2 log n

。

证明 当 n ≥ 22 时，有 0 ≤ h2n - 1 (T *；x* ) = p2n - 1 (-x* )
p2n - 1 ( x* ) ≤ 1，

h2n - 1 (T *；x* )=∏
k = 1

n sin kπ
4n2 - x*

sin kπ
4n2 + x*

∏
k = 2

n sin ( 2k - 1) π
4n

- x*

sin ( 2k - 1) π
4n

+ x*

=∏
k = 1

n

1 - x*

sin kπ
4n2

1 + x*

sin kπ
4n2

∏
k = 2

n

1 - x*

sin ( 2k - 1) π
4n

1 + x*

sin ( 2k - 1) π
4n

。

由引理 3 得：h2n - 1 (T *；x* ) > 3
-2x*

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷∑
k = 1

n 1

sin kπ
4n2

+ ∑
k = 2

n 1

sin ( 2k - 1) π
4n ，其中

∑
k = 1

n 1

sin kπ
4n2

+ ∑
k = 2

n 1

sin ( 2k - 1) π
4n

≤ ∑
k = 1

n 1
k

2n2

+ ∑
k = 2

n 1
2k - 1

2n

=

∑
k = 1

n 2n2

k
+ ∑

k = 2

n 2n
2k - 1 = 2n2∑

k = 1

n 1
k

+ 2n ∑
k = 2

n 1
2k - 1 < 2n2∑

k = 1

n 1
k

+ n ∑
k = 1

n - 1 1
k

<

( )2n2 + n ∑
k = 1

n 1
k

≤ n( 2n + 1)( log n + 0.6)。
进一步得：

h2n - 1 (T *；x* )> 3
-n( 2n + 1)( log n + 0.6)

n2 log n > 1
15。 （1）

另一方面：h2n - 1 (T *；x* ) < e
-2x*

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷∑
k = 1

n 1

sin kπ
4n2

+ ∑
k = 2

n 1

sin ( 2k - 1) π
4n 。
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由定理 1 中情形 1 可得 ∑
k = 1

n 1

sin kπ
4n2

+ ∑
k = 2

n 1

sin ( 2k - 1) π
4n

> 4n2

π log n > n2 log n。

由上式可得：

h2n - 1 (T *；x* )< e-1。 （2）

由（1）（2）两式得：n2 log n | e2n - 1 (T *；x* ) |= h2n - 1 (T *；x* )
1 + h2n - 1 (T *；x* ) > 1

15(1 + e-1 ) > 1
21 。

定理得证。

由定理 1 和定理 2 可得到确切逼近阶为 O ( 1
n2 log n )。

2 分析总结 

定理 1 证明中 A2n - 1 有两部分，∑
k = 1

n 1

sin kπ
4n2

≥ 4n2 log n
π 、∑

k = 2

n 1

sin ( 2k - 1) π
4n

≥ 2n( log n - 1)
π 。当 n 较

大时，
4n2 log n

π 近似为
2n( log n - 1)

π 的 2n 倍，两者可以近似合并为
2n( 2n + 1) log n

π 。A2n - 1 取倒数

后 得
1

A2n - 1
< π

4n2 log n
。 由 于 | x | 在 é

ë
êêêê0，sin π

4n2
ù
û
úúúú 逼 近 阶 最 差 ，| x | 在 é

ë
êêêêsin 3π

4n2，1ù
û
úúúú 逼 近 阶 可 以 达 到

O ( 1
n3 )。所以 | x |在整个区间 [0，1]逼近阶为 O ( 1

n2 log n )。综上所述，| x |在 [0，1]有理插值逼近阶取

决于 0 点到最小正结点的区间的逼近阶，进而取决于 A2n - 1，进而取决于 ∑
k = 1

n 1

sin kπ
4n2

。所以要提高现

有逼近阶还可以在
é
ë
êêêê0，sin π

4n2
ù
û
úúúú再增加结点。

T * ={sin kπ
4n2 }

n - 1

k = 1

∪ì
í
î
sin ( 2k - 1) π

4n
ü
ý
þ

n

k = 1

、U * ={sin kπ
2n2 }

n - 1

k = 1

∪{sin kπ
2n }

n - 1

k = 1

［17］、E* ={ k
n2 }

n - 1

k = 1

∪{ k
n }

n

k = 1

［19］分

别 是 Chebyshev 结 点 T = ì
í
î

xk = sin ( 2k - 1) π
4n

ü
ý
þ

n

k = 1

［10］ 、 第 二 类 Chebyshev 结 点

U ={xk = sin kπ
2n }

n - 1

k = 1

［11］、等距结点 E ={ k
n }

n

k = 1

［9］的零点附近区间 [0，x1 ]增加 n-1 个结点得到的结

点组；| x |在 Chebyshev 结点、第二类 Chebyshev 结点、等距结点的有理插值逼近阶都是 O ( 1
n log n )，

增加结点后逼近阶可以达到 O ( 1
n2 log n )。

以上研究 | x |在加密的 Chebyshev 结点的有理插值，得到逼近阶为 O ( 1
n2 log n )。这个结果和

文［17 ，19］一致，优于结点组取等距结点［9］、正切结点［12］、两类 Chebyshev 结点［10-11］、四类调整的 Che⁃
byshev 结点［13-15］和扩展的 Chebyshev 结点［20］的有理插值。

最后，计算 |x| 在结点组 T * ={sin kπ
4n2 }

n - 1

k = 1

∪ ì
í
î
sin ( 2k - 1) π

4n
ü
ý
þ

n

k = 1

、U * ={sin kπ
2n2 }

n - 1

k = 1

∪{sin kπ
2n }

n - 1

k = 1
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和 E* ={ k
n2 }

n - 1

k = 1

∪{ k
n }

n

k = 1

的有理插值误差（n 分别取 5、10、15、20、25 和 30），见表 1。

|x| 在结点组 T = ì
í
î
sin ( 2k - 1) π

4n
ü
ý
þ

n

k = 1

、U ={sin kπ
2n }

n - 1

k = 1

和 E ={ k
n }

n

k = 1

的有理插值误差（n 分别取

25、100、225、400、625 和 900），见表 2。

表 1 数据表明：|x| 在结点组 T * 的有理插值误差最小，在结点组 U * 的有理插值误差最大，是由

于误差主要取决于 {sin kπ
4n2 }

n - 1

k = 1

、{sin kπ
2n2 }

n - 1

k = 1

和 { k
n2 }

n - 1

k = 1

，而 sin kπ
4n2 < k

n2 < sin kπ
2n2 ，三个结点组相比，

T * 中前 n-1 个结点比另外两个结点组更接近零点；当 n 较大时，|x| 在 T * 的误差几乎是在 U * 的误

差一半。

对照表 1 和表 2：当 n=5、10、15、20、25、30 时，|x| 在结点组 T * 的有理插值误差和当 n=25、100、
225、400、625、900 时，|x| 在结点组 T 的有理插值误差接近；当 n=30 时 |x| 在 U *、E* 的误差几乎是当

n=900 时在 U、E 的误差两倍。
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