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一类潜伏期具有传染性的随机SEI1I2RQ传染病模型

曹欢，张太雷*，刘宗萱，蒋为平
（长安大学 理学院，陕西 西安 710064）

摘 要：为了研究环境中的随机因素对传染病的影响，考虑了一类潜伏期传染的随机传染病模型。通过构造 Ly‐

apunov 函数并结合伊藤公式等方法，首先证明了随机模型全局正解的存在唯一性。其次，分析了确定性模型和随

机模型的解在无病平衡点和地方病平衡点附近的波动行为，得到了当基本再生数小于1时，确定性模型和随机模型

的解均在无病平衡点附近波动，当基本再生数大于 1 时，确定模型和随机模型的解均在地方病平衡点附近波动，且

随机模型解的波动幅度与干扰强度成正相关。再次，给出随机模型解的平均持续和灭绝性的充分条件。最后，对

该模型做了相应的数值模拟，结果表明，当干扰强度足够大时，疾病将灭绝。
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A Stochastic SEI1I2RQ Epidemic Model with Infectious Latent Period

CAO Huan, ZHANG Tailei*, LIU Zongxuan, JIANG Weiping

(School of Science, Chang'an University, Xi'an 710064, China)

Abstract: In order to study the influence of random factors in the environment on infectious diseases, a random infectious disease 

model with infectious latent period is considered. By constructing Lyapunov function and combining with the Ito formula, the exis‐

tence and uniqueness of the global positive solutions of the stochastic model is proved; Then, the fluctuation behavior of the solu‐

tions of the deterministic model and the stochastic model near the disease-free equilibrium point and the endemic equilibrium point 

are analyzed, and we obtained the solutions of the deterministic model and the stochastic model fluctuate near the disease-free equi‐

librium point when the basic reproduction number is less than 1, and the solution of the deterministic model and the stochastic model 

fluctuate near the endemic equilibrium point when the basic regeneration number is greater than 1. The fluctuation amplitude of the 

stochastic model solution is positively correlated with the interference intensity. The sufficient conditions for the average persistence 

and extinction of the stochastic model solution are also given. Finally, the corresponding numerical simulation of the model shows 

that the disease will become extinct when the disturbance is strong enough.
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0 引言 

传染病是由各种病原体引起的且能在人与人、人与动物、动物与动物之间相互传播的疾病，历

史上传染病的暴发给人类带来了巨大的伤害与损失，如 14 世纪的黑死病造成全世界死亡人数高达
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展和社会运行带来了极大冲击，使全国经济和人民生活处于急刹车状态。因此，建立相关数学模

型来研究传染病的传播规律是非常有必要的，它可以为传染病的预防及控制提供很大帮助。

自从 2010 年以来，邢伟、Azman、Jacobs 等学者通过分析确定性模型的动力学性质对传染病的

传播规律进行深入研究，并取得重大进展［1-6］。Abid 等［7］考虑到传染病潜伏期和染病期具有传染

性，并对此类传染病进行了动力学分析，最后，进行了数值模拟，结果反映了疾病未来发展趋势。

王晓静等［8］建立了一类 SSqEEqAIHR 传染病动力学模型，并对此模型进行动力学分析。王冲等［9］

建立了一类潜伏期和染病期均传染且考虑隔离因素的传染病模型，确定出疾病消除与流行的阈值

条件，为传染病的预防与控制提供理论依据。李文智等［10］建立具有疫苗接种的埃博拉病毒，得出

提高疫苗接种率可有效控制疾病传播。张丽娟等［11］建立了一类潜伏期具备传染性的 SEI1I2RQ 传

染病模型并进行了动力学分析。Gao 等［12］研究了一类潜伏期具有传染性的新型冠状病毒感染，通

过流行病学调查问卷、实验室收集相关数据等方式，描述了一个聚集性病例，为研究潜伏期感染提

供了重要信息。邱理杨等［13］分析丽水市新型冠状病毒感染聚集性疫情的病例潜伏期传染性，得到

新型冠状病毒感染患者在发病前 2 天具有传染性且潜伏期传染性与发病后无明显区别，这为提高

防控能力提供依据。

但是，在传染病的传播过程中，传播系数会受到随机因素（如：温度、湿度、媒体报道等）的干

扰，这使得模型中的参数在平均值附近上下波动，确定性模型没有考虑环境中随机因素的干扰，而

这种随机因素带来的影响不可忽略，通过分析确定性模型的动力学性质很难对实际问题进行准确

的描述，因此，考虑随机模型更加贴合实际，基于此，刘世杰、Yuan、Bardina 等研究了具有随机干扰

的传染病模型［14-18］。胡瑞等［19］建立了一类随机 SEIRQ 模型且对其进行动力学分析；杜金姬等［20］

考虑具有病毒变异 Logitic 死亡率的 SEIR 传染病模型，并研究非线性随机系统的动力学行为；

Zhang 等［21］中建立具有不同总人口规模的随机 SIQS 传染病模型，最后数值模拟显示了理论结果的

正确性；Hou 等［22］提出了一类新型冠状病毒的随机 SIHR 模型，分析噪声强度、传播率、确认率等关

键参数对疾病传播的影响，得到降低传播率且增加确认率有助于控制 COVID-19 传播的结论；Mo⁃
hamed 等［23］考虑一类具有复发和非线性发生率的随机流行病模型，分析模型全局正解的存在唯一

性及平稳分布的存在性，最后，通过数值模拟显示理论结果的正确性；李录苹等［24］研究了一类具

有疫苗接种和感染者死亡后病毒仍继续传播的随机埃博拉传染病模型，对该病毒进行动力学分

析，最终给出疾病持续与灭绝的阈值；秦闯亮等［25］考虑了随机扰动对流行病的影响，建立了一类

具有隔离措施的随机 SEIR 模型，讨论随机模型的解在相应的无病平衡点附近的渐近行为，得到了

该模型存在遍历平稳分布的充分条件。

以上模型虽然考虑到了随机因素，但是未考虑疾病在潜伏期具有传染性。因此，本文在张丽

娟等［11］研究的确定性模型基础上引入随机扰动因素，建立潜伏期具有传染性的随机 SEI1I2RQ 传

染病模型。

1 模型的建立 

考虑如下 SEI1I2RQ 传染病传播模型（见文献［11］）
ì
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dS
dt

= A - β1SE - β2SI1 - dS，

dE
dt

= β1SE + β2SI1 - dE - μ1 E - μ2 E，

dI1

dt
= μ1 E - dI1 - η1 I1 - mI1，
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dI2

dt
= μ2 E - dI2 - bI2 + mI1 - r2 I2，

dR
dt

= r2 I2 - dR + μ3Q，

dQ
dt

=-dQ - μ3Q + η1 I1，

（1）

其中 S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t )，R( t )，Q ( t ) 分别表示 t 时刻易感者、潜伏者、疑似患者、确诊患者、移除

者（假设治愈者不再被感染）、隔离者的数量。A 表示人群的输入率，β1，β2 分别表示潜伏者和疑似

患者的有效接触率，μ1，μ2 分别表示潜伏者转为疑似者和确诊患者的比率，d 表示自然死亡率，b 表

示因病死亡率，m 表示疑似转为确诊患者的比率，η1 表示疑似者被隔离的比率，r2 表示患病者被治

愈的比率，μ3 表示隔离者被治愈的比率。

由于模型的其他方程不含 R( t )，Q ( t )，所以只讨论前 4 个方程组成的子模型。由文献［11］可

知，模型（1）的基本再生数为 R0 = β1 A( d + η1 + m )+ β2 μ1 A
d ( d + η1 + m )( d + μ1 + μ2 )，其无病平衡点与地方病平衡点分

别为 P0 = ( A
d
，0，0，0 ) 和 P* =( S*，E*，I *

1，I *
2 )。当 R0 < 1 时，无病平衡点 P0 是全局渐近稳定的，当

R0 > 1 时，地方病平衡点 P* 是全局渐近稳定的。

本文在上述确定性模型的基础上引入干扰因素，建立如下潜伏期具有传染性的随机传染病模型

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

dS ( t )=( A - β1SE - β2SI1 - dS ) dt + σ1SdB1 ( t )，
dE ( t )=( β1SE + β2SI1 - dE - μ1 E - μ2 E ) dt + σ2 EdB2 ( t )，
dI1 ( t )=( μ1 E - dI1 - η1 I1 - mI1 ) dt + σ3 I1 dB3 ( t )，
dI2 ( t )=( μ2 E - dI2 - bI2 + mI1 - r2 I2 ) dt + σ4 I2 dB4 ( t )，

（2）

其中 Bi ( t )( i = 1，2，3，4 ) 是相互独立的布朗运动，σi ( i = 1，2，3，4 ) 为干扰强度系数。

2 全局正解的存在唯一性 

为了研究模型（2）的动力学行为，首先证明该模型存在全局正解。

定理 1 对于任意给定的初值 S ( 0 )，E ( 0 )，I1 ( 0 )，I2 ( 0 ) ∈ R4
+，随机模型（2）在 [ 0，∞ ) 上存在唯一

解 ( S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) )( t ≥ 0 )，且该解位于 R4
+ 中的概率为 1。

证 明 模 型（2）的 解 满 足 局 部 Lipschitz 连 续 性 条 件 ，因 此 ，对 任 意 给 定 的 初 值

( S ( 0 )，E ( 0 )，I1 ( 0 )，I2 ( 0 ) ) ∈ R4
+，当 t ∈ [ 0，τe ) 时 （τe 爆 破 时 间 ） ，模 型 （2） 存 在 唯 一 解

( S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) ) ∈ R4
+。要证明解是全局的，只需证 τe =∞ 成立。令 k0 ≥ 1 充分大，使得

( S ( 0 )，E ( 0 )，I1 ( 0 )，I2 ( 0 ) ) 落在区间 [ 1
k0
，k0 ] 上。而对于 k ≥ k0，定义停时

τk = inf { t ∈[ 0，τe ]：min { S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) }≤ 1
k

 或 max { S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) }≥ k }。

规定 inf ∅ = ∞（∅ 表示空集）。显然，当 k → ∞ 时，τk 单调递增。不妨设 τ∞ = lim
k → ∞

τk，因此证明

解的全局存在性，只需证明 τ∞ = ∞。

假设 τ∞ < ∞，则存在两个常数 T > 0 和 ε ∈ ( 0，1) 满足 P { τ∞ ≤ T } > ε。因此，存在 k1 ≥ k0，使得

对所有的 k ≥ k1，有 P { τk ≤ T } ≥ ε。
定义如下函数

V ( S，E，I1，I2 )= ( )S - a - a ln S
a

+( E - 1 - ln E )+( I1 - 1 - ln I1 )+( I2 - 1 - ln I2 )。
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其中 a = minìí
î

ü
ý
þ

d
β1

，
d + η1

β2
。由于 x - 1 - ln x ≥ 0，∀x > 0，因此 V 为非负函数。由 Itô 公式

dV ( S，E，I1，I2 )= LVdt + σ1 ( S - a ) dB1 + σ2 ( E - 1) dB2 + σ3 ( I1 - 1) dB3 + σ4 ( I2 - 1) dB4，

其中

LV = ( )1 - a
S

( A - β1SE - β2SI1 - dS )+ ( )1 - 1
E

( β1SE + β2SI1 - dE - μ1 E - μ2 E )+

( )1 - 1
I1

( μ1 E - dI1 - η1 I1 - mI1 )+ ( )1 - 1
I2

( μ2 E - dI2 - bI2 + mI1 - r2 I2 )+

1
2 ( aσ 2

1 + σ 2
2 + σ 2

3 + σ 2
4 )≤ A +( a + 3) d + b + m + μ1 + μ2 + η1 + r2 +( β1a - d ) E +

( β2a -( d + η1 ) ) I1 + 1
2 ( aσ 2

1 + σ 2
2 + σ 2

3 + σ 2
4 )≤

A +( a + 3) d + b + m + μ1 + μ2 + η1 + r2 + 1
2 ( aσ 2

1 + σ 2
2 + σ 2

3 + σ 2
4 )≔ K，

这里 K 为正常数，则

dV ≤ Kdt + σ1 ( S - a ) dB1 + σ2 ( E - 1) dB2 + σ3 ( I1 - 1) dB3 + σ4 ( I2 - 1) dB4，

对上式两边从 0 到 τk ∧ T 积分并取期望得

EV ( S ( τk ∧ T )，E ( τk ∧ T )，I1 ( τk ∧ T )，I2 ( τk ∧ T ) )≤ V ( S ( 0 )，E ( 0 )，I1 ( 0 )，I2 ( 0 ) )+ KT。

令 Ωk = { τk ≤ T }， 对 ∀k ≥ k1， 有 P ( Ωk ) ≥ ε。 对 ∀ω ∈ Ωk， 由 停 时 定 义 知

S ( τk，ω )，E ( τk，ω )，I1 ( τk，ω )，I2 ( τk，ω ) 中至少有一个等于 k 或
1
k
，则

V ( S ( τk，ω )，E ( τk，ω )，I1 ( τk，ω )，I2 ( τk，ω ) )≥ min{ }k - 1 - ln k，
1
k

- 1 - ln 1
k

，

所以

V ( S ( 0 )，E ( 0 )，I1 ( 0 )，I2 ( 0 ) )+ KT ≥ E ( IΩK ( ω )S ( τk，ω )，E ( τk，ω )，I1 ( τk，ω )，I2 ( τk，ω ) )≥

εmin{ }k - 1 - ln k，
1
k

- 1 - ln 1
k

，

其 中 IΩK ( ω ) 表 示 Ωk = { τk ≤ T } 的 示 性 函 数 。 令 k → ∞，则 与 假 设 矛 盾 。 所 以 τ∞ = ∞ 成 立 ，即

( S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) ) 是模型（2）的全局正解。证毕。

3 无病平衡点附近的渐近行为 

当确定性模型（1）的 R0 < 1 时，无病平衡点 P0 稳定，接下来讨论模型（2）的解在 P0 附近的渐近行为。

定理 2 若 R0 < 1 且满足 σ 2
2 < 2d + μ1 + μ2 - β1 A

d
，σ 2

3 < 2d + 2η1 + m - μ1 - β2 A
d

，σ 2
4 < 2( d +

b + r2 )- μ2 - m，则对任意初值 ( S ( 0 )，E ( 0 )，I1 ( 0 )，I2 ( 0 ) ) ∈ R4
+，模型（2）的解有如下性质

lim
t → ∞

sup 1
t

E ∫
0

t ( )S ( ξ )- A
d

2

+ E2 ( ξ )+ I 2
1 ( ξ )+ I 2

2 ( ξ ) dξ ≤ 2A2d ( σ 2
1 + 2d + μ1 + μ2 ) )+ A3 ( β1 + β2 )

2m1d3 ，

其中

m1 = minìí
î
2d，d + μ1

2 + μ2

2 - σ 2
2

2 - β1 A
2d

，d + η1 + m
2 - μ1 + σ 2

3

2 - β2 A
2d

，d + b + r2 - μ2 + m + σ 2
4

2
ü
ý
þ
。

证明 定 义 函 数 V11 = 1
2 ( )S - A

d

2

，V12 = 1
2 I 2

1 ，V13 = 1
2 I 2

2 ，V14 = 1
2 ( )S - A

d
+ E

2

。 由 Itô 公

式得
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LV11 = ( )S - A
d

( A - β1SE - β2SI1 - dS )+ 1
2 σ 2

1 S2 ≤

Aβ1

2d
E2 + Aβ2

2d
I 2

1 + A( β1 + β2 )
2d

S2 - d ( )S - A
d

2

+ 1
2 σ 2

1 S2 ≤

Aβ1

2d
E2 + Aβ2

2d
I 2

1 + A3 ( β1 + β2 )
2d3 - d ( )S - A

d

2

+ σ 2
1 A2

2d2 ，

LV12 = I1 ( μ1 E - dI1 - η1 I1 - mI1 )+ 1
2 σ 2

3 I 2
1  ≤ μ1

2 E2 - ( )d + η1 + m - μ1 + σ 2
3

2 I 2
1，

LV13 = I2 ( μ2 E - dI2 - bI2 + mI1 - r2 I2 )+ 1
2 σ 2

4 I 2
2  ≤ μ2

2 E2 - ( )b + d + r2 - μ2 + m + σ 2
4

2 I 2
2 + m

2 I 2
1，

LV14 = ( )S - A
d

+ E ( A - dS -( d + μ1 + μ2 ) E )+ 1
2 σ 2

1 S2 + 1
2 σ 2

2 E2 ≤

A2σ 2
1

2d2 + A2 ( d + μ1 + μ2 )
d2 + A2

d
- d ( )S - A

d

2

- ( )d + μ1 + μ2 - σ 2
2

2 E2。

令 V1 = V11 + V12 + V13 + V14，则

dV1 = dV11 + dV12 + dV13 + dV14 ≤
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê-2d ( )S - A

d

2

-( )d + μ1

2 + μ2

2 - σ 2
2

2 - β1 A
2d

E2 - ( )d + η1 + m
2 - μ1 + σ 2

3

2 - β2 A
2d

I 2
1 -

( )b + d + r2 - μ2 + m + σ 2
4

2 I 2
2 + σ 2

1 A2

d2 + A2 ( d + μ1 + μ2 )
d2

ù

û
úúúú+ A3 ( β1 + β2 )

2d3 + A2

d
dt +

σ1S ( )S - A
d

dB1 + σ1S ( )S - A
d

+ E dB1 + σ2 E ( )S - A
d

+ E dB2 + σ3 I 2
1 dB3 + σ4 I 2

2 dB4。

对上式两边从 0 到 t 积分并取期望得

EV1 ( t )- EV1 ( 0 )≤ E ∫
0

t é

ë

ê
êê
ê
ê
ê-2d ( )S ( ξ )- A

d

2

-( )d + μ1

2 + μ2

2 - σ 2
2

2 - β1 A
2d

E2 ( ξ )-

( )d + η1 + m
2 - μ1 + σ 2

3

2 - β2 A
2d

I 2
1 ( ξ ) ù

û

ú
úú
ú-( )b + d + r2 - μ2 + m + σ 2

4

2 I 2
2 ( ξ ) dξ +

σ1 ES ( ξ ) ( )S ( ξ )- A
d

dB1 + σ3 E ∫
0

t

I 2
1 ( ξ ) dB3 + σ4 E ∫

0

t

I 2
2 ( ξ ) dB4 + σ1 E ∫

0

t

S ( ξ ) ( )S ( ξ )- A
d

+ E ( ξ ) dB1 +

σ2 E ∫
0

t

E ( ξ ) S ( )( ξ )- A
d

+ E ( ξ ) dB2 + E
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

2A2d ( σ 2
1 + 2d + μ1 + μ2 )+ A3 ( β1 + β2 )

2d3 t 。

由 于 两 边 从 0 到 lim
t → ∞

∫
0

t

dBi ( t )，∫
0

t

dBi ( t )
t

t
≤ 1 < ∞，因 此 lim

t → ∞

∫
0

t

dBi ( t )
t

= 0( i = 1，2，3，4 ) 在

[ 0，∞ ) 上几乎处处成立，由此可得

lim
t → ∞

sup 1
t

E ∫
0

t ( )S ( ξ )- A
d

2

+ E2 ( ξ )+ I 2
1 ( ξ )+ I 2

2 ( ξ ) dξ ≤ 2A2d ( σ 2
1 + 2d + μ1 + μ2 )+ A3 ( β1 + β2 )

2m1d3 。

注1 由定理2可知，当R0 < 1且 σi ( i = 1，2，3，4 )满足一定条件的情况下，随机模型（2）的解在无病平衡点P0附近波动，

且波动幅度与干扰强度σi ( i = 1，2，3，4 )成正相关。

4 地方病平衡点附近的渐近行为 

地方病平衡点对应着疾病持续存在的状态，其渐近行为有助于我们了解疾病的发展趋势，接
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下来讨论模型（2）在 P∗ 附近的渐近性质。

定理3 若 R0 > 1，则对任意初值 ( S ( 0 )，E ( 0 )，I1 ( 0 )，I2 ( 0 ) ) ∈ R4
+，模型（2）的解有如下性质

lim
t → ∞

sup 1
t

E ∫
0

t

( )S ( ξ )- S* 2 + ( )E ( ξ )- E* 2 + ( )I1 ( ξ )- I *
1

2 + ( )I2 ( ξ )- I *
2

2 dξ ≤ δ
m2

，

其中

m2 = min{ }C4
d
2，C5

d + μ1 + μ2

4 ，C6
d + η1 + m

4 ，C7
b + d + r2

2 ，

δ = ( )C1

2 S* + ( C4 + C5 ) A2

2d2 σ 2
1 + ( )C2

2 E* + C5 A2

2d2 σ 2
2 + ( )C3

2( d + η1 + m ) + A2C6

2d2 σ 2
3 + C7 A2

2d2 σ 2
4，

Ci ( i = 1，2，⋯，7 ) 将在证明中给出。

证明 定义如下函数

V2 ( S，E，I1，I2 )= C1V21 + C2V22 + C3V23 + C4V24 + C5V25 + C6V26 + C7V27，

其中

V21 = S - S* - S* ln S
S*，V22 = E - E* - E* ln E

E*，V23 = 1
μ1 E* ( )I1 - I *

1 - I *
1 ln I1

I *
1

，

V24 = 1
2 ( S - S* )2，V25 = 1

2 ( S - S* + E - E* )2，V26 = 1
2 ( I1 - I *

1 )2，V27 = 1
2 ( I2 - I *

2 )2。

由 Itô 公式得

LV21 = 1
2 σ 2

1 S* + ( )1 - S*

S
( A - β1SE - β2SI1 - dS )=

1
2 σ 2

1 S* -( β1 E* + β2 I *
1 + d ) ( S - S* )2

S
- β1 ( S - S* )( E - E* )- β2 ( S - S* )( I1 - I *

1 )，

LV22 = ( )1 - E*

E
( β1SE + β2SI1 - dE - μ1 E - μ2 E )+ 1

2 σ 2
2 E* =

β1 ( S - S* )( E - E* )+ β2 ( S - S* )( I1 - I *
1 )+ β2S* I *

1 ( )S
S* + I1

I *
1

- E
E* - E*SI1

ES* I *
1

+ 1
2 σ 2

2 E*，

由于 x - 1 ≥ ln x （当且仅当 x = 1 取等号）对于 x > 0 成立，有- E*SI1

ES* I *
1

≤ ln E
E* - ln S

S* - ln I1

I *
1

- 1，

所以有

β2S* I *
1 ( )S

S* + I1

I *
1

- E
E* - E*SI1

ES* I *
1

≤ β2S* I *
1 ( )ln E

E* - E
E* - ln I1

I *
1

+ I1

I *
1

+ β2 I *
1 ( )S - S* + S* ln S*

S
。

又因为 S - S* + S* ln S*

S
≤ S - S* + S*( )S*

S
- 1 = ( S - S* )2

S
，因此

LV22 ≤ β1 ( S - S* )( E - E* )+ β2 ( S - S* )( I1 - I *
1 )+ β2 I *

1
( S - S* )2

S
+

β2S* I *
1 ( )ln E

E* - E
E* - ln I1

I *
1

+ I1

I *
1

+ 1
2 σ 2

2 E*，

LV23 = 1
μ1 E* ( )1 - I *

1

I1
( μ1 E - dI1 - η1 I1 - mI1 )+ σ 2

3 I *
1

2μ1 E* ≤ E
E* - I1

I *
1

+ ln I1

I *
1

- ln E
E* + σ 2

3 I *
1

2μ1 E*，

LV24 = 1
2 σ 2

1 S2 +( S - S* )( A - β1SE - β2SI1 - dS )≤

σ 2
1 A2

2d2 - d ( S - S* )2 - β1S* ( S - S* )( E - E* )- β2S* ( S - S* )( I1 - I *
1 )，

LV25 = 1
2 σ 2

1 S2 + 1
2 σ 2

2 E2 ( S - S* + E - E* )( A - dS -( d + μ1 + μ2 ) E )≤
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σ 2
1 A2

2d2 + σ 2
2 A2

2d2 - ( )d - ( 2d + μ1 + μ2 )2

2( d + μ1 + μ2 ) ( S - S* )2 - d + μ1 + μ2

2 ( E - E* )2，

LV26 =( I1 - I *
1 )( μ1 E -( d + η1 + m ) I1 )+ 1

2 σ 2
3 I 2

1 =

( I1 - I *
1 )( μ1 ( E - E* )-( d + η1 + m )( I1 - I *

1 ) )+ 1
2 σ 2

3 I 2
3 ≤ 

μ2
1

2( d + η1 + m ) ( E - E* )2 - d + η1 + m
2 ( I1 - I *

1 )2 + σ 2
3 A2

2d2 ，

LV27 =( I2 - I *
2 )( μ2 E -( b + d + r2 ) I2 + mI1 )+ 1

2 σ 2
4 I 2

2 ≤

μ2
2

b + d + r2
( E - E* )2 + m2

b + d + r2
( I1 - I *

1 )2 - b + d + r2

2 ( I2 - I *
2 )2 + σ 2

4 A2

2d2 ，

LV2 ≤ C1
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-( β1 E* + β2 I *

1 + d ) ( S - S* )2

S
- β1 ( S - S* )( E - E* )- β2 ( S - S* )( I1 - I *

1 )+ 1
2 σ 2

1 S* +

C2
é

ë
ê
êê
êβ1 ( S - S* )( E - E* )+ β2 ( S - S* )( I1 - I *

1 )+ β2 I *
1

( S - S* )2

S
+

ù

û

ú
úú
úβ2S* I *

1 ( )ln E
E* - E

E* - ln I1

I *
1

+ I1

I *
1

+ 1
2 σ 2

2 E* + C3
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úE

E* - I1

I *
1

+ ln I1

I *
1

- ln E
E* + I *

1

2μ1 E* σ 2
3 +

C4
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-d ( S - S* )2 - β1S* ( S - S* )( E - E* )- β2S* ( S - S* )( I1 - I *

1 )+ σ 2
1 A2

2d2 +

C5
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú-( )d - ( 2d + μ1 + μ2 )2

2( d + μ1 + μ2 ) ( S - S* )2 - d + μ1 + μ2

2 ( E - E* )2 + σ 2
1 A2

2d2 + σ 2
2 A2

2d2 +

C6
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úμ2

1

2( d + η1 + m ) ( E - E* )2 - d + η1 + m
2 ( I1 - I *

1 )2 + σ 2
3 A2

2d2 +

C7
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

μ2
2

b + d + r2
( E - E* )2 + m2

b + d + r2
( I1 - I *

1 )2 - b + d + r2

2 ( I2 - I *
2 )2 + σ 2

4 A2

2d2 。
选取

C1 = β2 I *
1

β1 E* + β2 I *
1 + d

，C2 = 1，C3 = β2S* I *
1，C4 = β1 E* + d

A
，C5 = ( d + μ1 + μ2 ) d

( d + μ1 + μ2 )2 + d2 C4，

C6 = m2 ( d + η1 + m )( d + μ1 + μ2 )
2m2 μ2

1 +( d + η1 + m )2 μ2
2

C5，C7 = ( b + d + r2 )( d + η1 + m )
4m2 C6，

于是

LV2 ≤- d
2 C4 ( S - S* )2 - d + μ1 + μ2

4 C5 ( E - E* )2 - d + η1 + m
4 C6 ( I1 - I *

1 )2 -

b + d + r2

2 C7 ( I2 - I *
2 )2 + δ，

dV2 ≤ é
ë
êêêê-

d
2 C4 ( S - S* )2 - d + μ1 + μ2

4 C5 ( E - E* )2 - d + η1 + m
4 C6 ( I1 - I *

1 )2 -

ù
û
úúúú

b + d + r2

2 C7 ( I2 - I *
2 )2 + δ dt + C1 ( S - S* )σ1 dB1 + C2 ( E - E* )σ2 dB2 +

C3
σ3

μ1 E* ( I1 - I *
1 ) dB3 + C4S ( S - S* )σ1 dB1 + C5S ( S - S* + E - E* )σ1 dB1 +

C5 E ( S - S* + E - E* )σ2 dB2 + C6 I1 ( I1 - I *
1 )σ3 dB3 + C7 I2 ( I2 - I *

2 )σ4 dB4。
 

对上式两边从 0 到 t 积分，并取期望得
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EV2 ( t )≤ EV2 ( 0 )- E ∫
0

t d
2 C4 ( S - S* )2 + d + μ1 + μ2

4 C5 ( E - E* )2 + d + η1 + m
4 C6 ( I1 - I *

1 )2 +

b + d + r2

2 C7 ( I2 - I *
2 )2 dξ + E ( δt )+ E ( q1 M1 + q2 M2 + q3 M3 + q4 M4 )，

其中

Mi =∫
0

t

dBi，

q1 = ( )C1 + C4
A
d

+ C5
2A
d

σ1
A
d

+ ( )C1 + C4
A
d

+ C5
A
d

σ1S∗ + C5
A
d

σ1 E∗，

q2 = ( )C2 + C5
2A
d

σ2
A
d

+ ( )C2 + C5
A
d

σ2 E∗ + C5σ2
A
d

S∗，

q3 = ( )C3

μ1 E* + C6
A
d

σ3
A
d

+ ( )C3

μ1 E* + C6
A
d

σ3 I *
1， q4 = C7σ4

A2

d2 + C7σ4
A
d

I *
2。

取 m2 = min{ }C4
d
2，C5

d + μ1 + μ2

4 ，C6
d + η1 + m

4 ，C7
b + d + r2

2 。由 m2 > 0，对上述不等式两边同

时除以 m2t 并令 t → ∞，注意到 lim
t → ∞

Mi，Mi t

t
≤ 1 < ∞，因此 lim

t → ∞

Mi

t
= 0( i = 1，2，3，4 ) 在 [ 0，∞ ) 上几

乎处处成立，所以

lim
t → ∞

sup 1
t

E ∫
0

t

( S ( ξ )- S* )2 +( E ( ξ )- E* )2 +( I1 ( ξ )- I *
1 )2 +( I2 ( ξ )- I *

2 )2 dξ ≤ δ
m2

。

注2 由定理 3 知，若 R0 > 1，则随机模型（2）的解在 P∗ 附近波动，且波动幅度与干扰强度 σi ( i = 1，2，3，4 ) 成正相关。

5 疾病的平均持续性与灭绝性 

在传染病的研究中，持续性与灭绝性是两个最值得关注的问题，一旦疾病持续，将会给人类造

成极大灾难，这种情况下，我们将通过调控疾病的控制措施从而使疾病灭绝。因此，下面的结果给

出疾病持续与灭绝性的充分条件。首先分析疾病的持续性。

定理4 R0>1，且当( )C4
d
2 ∧C5

d+μ1+μ2

4 ∧C6
d+η1+m

4 ∧C7
b+d+r2

2 ( S* 2∧E* 2∧I *
1

2∧I *
2

2 )>δ，则随机

模型（2）的解平均持续，即随机模型的解满足

lim
t → ∞

inf 1
t ∫

0

t

S ( ξ ) dξ > 0，lim
t → ∞

inf 1
t ∫

0

t

E ( ξ ) dξ > 0，

lim
t → ∞

inf 1
t ∫

0

t

I1 ( ξ ) dξ > 0，lim
t → ∞

inf 1
t ∫

0

t

I2 ( ξ ) dξ > 0。

证明 因为 R0 > 1，由定理 3 得

lim
t → ∞

sup 1
t ∫

0

t

( S ( ξ )- S* )2 dξ ≤ δ
m2

，lim
t → ∞

sup 1
t ∫

0

t

( E ( ξ )- E* )2 dξ ≤ δ
m2

，

lim
t → ∞

sup 1
t ∫

0

t

( I1 ( ξ )- I *
1 )2 dξ ≤ δ

m2
，lim

t → ∞
sup 1

t ∫
0

t

( I2 ( ξ )- I *
2 )2 dξ ≤ δ

m2
。

注意到 2S* 2 - 2SS* = 2S* ( S* - S ) ≤ S* 2 +( S - S* )2，即 S ≥ S*

2 - ( S - S* )2

2S* ，因此有

lim
t → ∞

inf 1
t ∫

0

t

S ( ξ ) dξ = S*

2 - lim
t → ∞

sup 1
t ∫

0

t ( S - S* )2

2S* dξ ≥ S*

2 - δ
2S*m2

= S* 2m2 - δ
2S*m2

> 0，

lim
t → ∞

inf 1
t ∫

0

t

E ( ξ ) dξ > 0，lim
t → ∞

inf 1
t ∫

0

t

I1 ( ξ ) dξ > 0，lim
t → ∞

inf 1
t ∫

0

t

I2 ( ξ ) dξ > 0。

所以，随机模型（2）的解平均持续。

由定理 4 可知，在一定条件下，疾病会持续，一旦持续，将给人类带来极大灾难，下面将通过调

711



47（4） 2024山西大学学报（自然科学版）

控疾病的控制措施使疾病灭绝。首先，参考文献［26］中引理 2.1 和 2.2 的证明方法，得到如下引理：

引理1 设随机模型（2）的解满足初始条件 ( S ( 0 )，E ( 0 )，I1 ( 0 )，I2 ( 0 ) ) ∈ R4
+，则有以下结论

lim
t → ∞

S ( t )
t

= 0，lim
t → ∞

E ( t )
t

= 0，lim
t → ∞

I1 ( t )
t

= 0，lim
t → ∞

I2 ( t )
t

= 0，

lim
t → ∞

∫
0

t

S ( ξ ) dB1 ( ξ )
t

= 0，lim
t → ∞

∫
0

t

E ( ξ ) dB2 ( ξ )
t

= 0，

lim
t → ∞

∫
0

t

I1 ( ξ ) dB3 ( ξ )
t

= 0，lim
t → ∞

∫
0

t

I2 ( ξ ) dB3 ( ξ )
t

= 0。

定义 

Rs
0 = 3βA

d
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )d + σ 2

2

2 ∧ ( )d + η1 + σ 2
3

2 ∧ ( )d + b + r2 + σ 2
4

2

。

定理5 若 Rs
0 < 1，则疾病灭绝，即 lim

t → ∞
E ( t ) = 0，lim

t → ∞
I1 ( t ) = 0，lim

t → ∞
I2 ( t ) = 0，且随机模型（2）的解满足

lim
t → ∞

S t =
A
d
，

lim
t → ∞

sup 1
t

ln [ E ( t )+ I1 ( t )+ I2 ( t ) ]≤ βA
d

- 1
3
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )d + σ 2

2

2 ∧ ( )d + η1 + σ 2
3

2 ∧ ( )d + b + r2 + σ 2
4

2 < 0。

证明 令 W ( t ) = E ( t )+ I1 ( t )+ I2 ( t )，β = max { β1，β2 }，
由 Itô 公式得

d ln W ( t )= L ln W ( t )+ 1
E + I1 + I2

( σ2 EdB2 + σ3 I1 dB3 + σ4 I2 dB4 )，

其中

L ln W ( t )= β1SE + β2SI1 - dE -( d + η1 ) I1 -( d + b + r2 ) I2

E + I1 + I2
- σ 2

2 E2 + σ 2
3 I 2

1 + σ 2
4 I 2

2

2( E + I1 + I2 )2 ≤

βS - 1
( E + I1 + I2 )2

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )d + σ 2

2

2 E2 + ( )d + η1 + σ 2
3

2 I 2
1 + ( )d + b + r2 + σ 2

4

2 I 2
2 ≤

β
A
d

- 1
3
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )d + σ 2

2

2 ∧ ( )d + η1 + σ 2
3

2 ∧ ( )d + b + r2 + σ 2
4

2 。

对上式两边从 0 到 t 积分，得到

ln W ( t )- ln W ( 0 )=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
β

A
d

- 1
3
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )d + σ 2

2

2 ∧ ( )d + η1 + σ 2
3

2 ∧ ( )d + b + r2 + σ 2
4

2
ù

û

ú
úú
ú t +

∫
0

t σ2 EdB2 + σ3 I1 dB3 + σ4 I2 dB4

E + I1 + I2
。

再结合 Rs
0 < 1 得到

lim
t → ∞

sup ln W ( t )
t

< β
A
d

- 1
3 ( )d + σ 2

2

2 ∧ ( )d + η1 + σ 2
3

2 ∧ ( )d + b + r2 + σ 2
4

2 < 0。
进一步得到

lim
t → ∞

E ( t ) = 0，lim
t → ∞

I1 ( t ) = 0，lim
t → ∞

I2 ( t ) = 0。

另一方面，由随机模型（2）可以得到

d( S + E + I1 + I2 )= (A - dS - dE -( d + η1 ) I1 -( b + d + r ) I2) dt +
σ1SdB1 + σ2 EdB2 + σ3 I1 dB3 + σ4 I2 dB4，

则
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S ( t )- S ( 0 )
t

+ E ( t )- E ( 0 )
t

+ I1 ( t )- I1 ( 0 )
t

+ I2 ( t )- I2 ( 0 )
t

=

A - d S t - d E t -( d + η1 ) I1 t
-( b + d + r ) I2 t

+ σ1

t ∫
0

t

S ( ξ ) dB1 ( ξ )+

σ2

t ∫
0

t

E ( ξ ) dB2 ( ξ )+ σ3

t ∫
0

t

I1 ( ξ ) dB3 ( ξ )+ σ4

t ∫
0

t

I2 ( ξ ) dB4 ( ξ )，

相当于 S t = A
d

- E t - d + η1

d
I1 t

- b + d + r
d

I2 t
+ ψ ( t )，其中

ψ ( t )= 1
d
é
ë
êêêê

σ1

t ∫
0

t

S ( ξ ) dB1 ( ξ )+ σ2

t ∫
0

t

E ( ξ ) dB2 ( ξ )+ σ3

t ∫
0

t

I1 ( ξ ) dB3 ( ξ )+ σ4

t ∫
0

t

I2 ( ξ ) dB4 ( ξ )-

ù

û
úúúú

S ( t )- S ( 0 )
t

- E ( t )- E ( 0 )
t

- I1 ( t )- I1 ( 0 )
t

- I2 ( t )- I2 ( 0 )
t

 。

由引理 1 知 lim
t → ∞

ψ ( t ) = 0，从而进一步得到 lim
t → ∞

S t = A
d
。

注3 确定性系统的基本再生数决定着疾病的持续存在与灭绝，由定理 5 知，Rs
0 < 1 是疾病灭绝的一个充分条件。

6 数值模拟 

本节受文献［14］的启发，利用 Matlab 模拟确定模型（1）和随机模型（2）的解曲线，通过比较两

者解的渐近行为之间的差异，说明随机扰动因素对潜伏期有传染性的传染病传播的影响。取初值

( S ( 0 )，E ( 0 )，I1 ( 0 )，I2 ( 0 ) ) = (1.5，0.9，0.5，0.5 )。
（1）取参数 A = 2，β1 = 0.059，β2 = 0.03，b = 0.3，d = 0.6，m = 0.9，η1 = 0.8，μ1 = 0.4，μ2 = 0.6，r2 =

0.8，σ1 = 0.001，σ2 = 0.001，σ3 = 0.001，σ4 = 0.001 计算得到 R0 < 1，且这些参数满足定理 2 的限制条

件，利用 Matlab 得到模拟结果，如图 1 前四幅子图所示；取 σ1 = 0.01，σ2 = 0.01，σ3 = 0.01，σ4 = 0.01，
其他参数值不变时，得到的模拟结果如图 1 后四幅图所示。

通过比较发现：当基本再生数 R0 < 1 时，确定模型（1）和随机模型（2）的解均收敛于无病平衡点

P0，且随机干扰使模型的解在 P0 附近波动，波动强度与干扰强度成正相关，这与定理 2 的结论一致。

（2） 取 参 数 A = 4，β1 = 0.1，β2 = 0.09，b = 0.3，d = 0.1，m = 0.9，η1 = 0.8，μ1 = 0.4，μ2 = 0.6，r2 =

图1　R0 < 1时确定性模型与随机模型解的渐近行为对比

（a）—（d）表示在较小的干扰强度下，确定性模型和随机模型解( S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) )的轨线图；（e）—（h）表示在较大的干

扰强度下，确定性模型和随机模型解( S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) )的轨线图

Fig.  1　Comparison of the asymptotic behavior of the solutions between the deterministic model and the stochastic model 

when R0 < 1
(a)—(d) represent trajectory plots of deterministic and stochastic model solutions ( S ( t ) , E ( t ) , I1 ( t ) , I2 ( t ) ) at small interference 

intensity; (e)—(h) represent trajectory plots of deterministic and stochastic model solutions at large interference intensity
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0.8，σ1 = 0.008，σ2 =0.007，σ3 = 0.008，σ4 = 0.006，计算得到 R0 > 1，模拟结果如图 2 前四幅子图所示；

取 σ1 = 0.02，σ2 = 0.03，σ3 =0.02，σ4 = 0.03，其他参数值不变时，模拟结果如图 2 后四幅子图所示。

通过比较发现：当基本再生数 R0 > 1 时，确定模型（1）和随机模型（2）的解均收敛于地方病平衡

点 P∗，且随机干扰使模型的解在 P∗ 附近波动，波动强度与干扰强度成正相关，这与定理 3 的结论一致。

（3） 取参数 A = 8，β1 = 0.03，β2 = 0.02，b = 0.3，d = 0.1，m = 0.9，η1 = 0.8，μ1 = 0.4，μ2 = 0.6，r2 =
0.8，σ1 = 0.005，σ2 = 2，σ3 = 2，σ4 = 2，计算得到 R0 > 1 且 Rs

0 < 1，模拟结果如图 3 所示。从图 3 可看

出，虽然确定性模型（1）的解仍在地方病平衡点处稳定，但随机模型（2）的传染病已经灭绝，由此

得出当干扰强度足够大时，疾病将灭绝。

从图中可以看出，虽然确定性模型的解仍在地方病平衡点处稳定，但随机模型的传染病已经

灭绝，由此得出当干扰强度足够大时，疾病将灭绝，这与定理 5 的结论一致。

7 结论与展望 

为了更加准确地研究传染病的传播机制，本文讨论了一类具有随机扰动的且潜伏期具备传染

性的传染病传播模型，得到如下结论：

（1）为了解决模型解的适定性，我们通过构造 Lyapunov 函数并结合 Itô 公式等方法，得到了随

图2　R0 > 1时确定性模型与随机模型的解的渐近行为对比

（a）—（d）表示在较小的干扰强度下，确定性模型和随机模型解( S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) )的轨线图；（e）—（h）表示在较大的干

扰强度下，确定性模型和随机模型解( S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) )的轨线图

Fig.  2　Comparison of the asymptotic behavior between the solutions of the deterministic model and the stochastic model 

when R0 > 1
 (a)—(d) represent trajectory plots of deterministic and stochastic model solutions ( S ( t ) , E ( t ) , I1 ( t ) , I2 ( t ) ) at small interference 

intensity;(e)—(h) represent trajectory plots of deterministic and stochastic model solutions at large interference intensity

图3　R0 > 1且Rs
0 < 1时确定性模型与随机模型的解的渐近行为对比

（a）—（d）表示在强干扰强度下，确定性模型和随机模型解( S ( t )，E ( t )，I1 ( t )，I2 ( t ) )的轨线图

Fig.  3　Comparison of the asymptotic behavior between the solutions of the deterministic model and the stochastic model 

when R0 > 1 and Rs
0 < 1

(a)—(d) represent that trajectory plotsof deterministic model and stochastic model solution at strong interference intensity
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机模型全局正解的存在唯一性，这表明了建立模型的正确性；

（2）当基本再生数 R0 < 1 时，确定性模型趋向于无病平衡点 P0，而随机模型的解在 P0 附近波

动，这表明，不管是否有随机干扰，疾病均会灭绝；

（3）当R0>1且参数满足( )C4
d
2 ∧C5

d+μ1+μ2

4 ∧C6
d+η1+m

4 ∧C7
b+d+r2

2 ( S* 2∧E* 2∧I *
1

2∧I *
2

2 )>δ时，

确定性模型趋向于地方病平衡点 P∗，而随机模型的解在 P∗ 附近波动，这意味着传染病持续存在，

一旦持续，会给人类社会带来极大灾难，因此本文给出了疾病灭绝的阈值 Rs
0，当 Rs

0 < 1 时，传染病

灭绝，这意味着在疾病持续存在时，足够大的干扰强度能使传染病灭绝，此结果为人类控制疾病提

供一种方法：为了减少疾病传播，可以通过增强人类防护意识、政府积极出台相应的政策等方法来

增加随机干扰强度，从而使阈值 Rs
0 < 1，以此来达到有效控制疾病传播的目的；

（4）为更好地显示模型的动力学行为，我们进行了数值模拟，数值模拟显示当随机干扰强度足

够大时，传染病会灭绝，这与理论结果是一致的。

本文相比于确定性模型，考虑环境中随机因素的影响，所得的理论结果具有一定的现实意义，

但是，研究内容有待进一步深入与完善。一方面，模型中假设治愈者不再被感染，而在现实中，治

愈者也存在复发情况，因而建立一类复发和潜伏期传染的传染病模型也是非常有必要的；另一方

面，现实中，各种状态之间的转化不是立刻完成的，存在时间差，由此可见，在现实生活中，时滞现

象普遍存在，且在传染病的动力学分析中考虑时滞因素能够更真实地反映传染病的传播规律，因

而建立具有时滞的传染病动力学模型具有其合理性。下一步的工作可以构建更贴切实际的传染

病模型，并分析其动力学性质。
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