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图的混合边邻域粘连度

闫伟*，魏宗田
（西安建筑科技大学 理学院，陕西 西安 710055）

摘 要：为了定量刻画边失效情形下的网络抗毁性，提出图的混合边邻域粘连度概念。给出了几类图的参数计算

公式和最好可能的上、下界，用组合优化方法研究了该参数的极值问题。通过比较几类边邻域抗毁性参数的区分

度，指出混合边邻域粘连度刻画某些网络的抗毁性更为精确。
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Mixed Edge Neighbor Tenacity of Graphs

YAN Wei*, WEI Zongtian

(School of Science, Xi'an University of Architecture and Technology, Xi'an 710055, China)

Abstract: In order to quantitatively characterize the network invulnerability in the case of edge failure, the concept of mixed edge 

neighbor tenacity was proposed. The parameter calculation formulas of several types of graphs and the best possible upper and lower 

bounds were given, and the extreme value problem of this parameter was studied by combinatorial optimization method. By compar‐

ing the discrimination degrees of several types of edge neighbor invulnerability parameters, it is shown that the mixed edge neighbor 

tenacity is more accurate to characterize the invulnerability of some networks.
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0 引言 

间谍网络的概念是由 Gunther 和 Hartnell 提出的［1］，他们通过一个图来模拟间谍网络，其中图的

顶点代表间谍或站点，边代表通讯方式。间谍网络最重要的特性是：如果间谍被捕，与他们直接接

触的间谍是不可靠的。当交通、输电等网络中的某一条线路被破坏或失效后，会影响其周围站点

和线路；当新冠感染等高危病毒传播网络中的某一条传播途径得到控制时，其周边感染的风险也

会降低。基于上述背景的抗毁性参数，称为邻域抗毁性参数。

在网络邻域抗毁性分析中，主要考虑三个因素［2］：（1）破坏网络的难易程度；（2）网络被破坏的

严重程度；（3）有多少顶点仍然保持连通。因此，邻域连通度［3］、边邻域连通度［4-5］、邻域完整

度［6］、边邻域完整度［7］、邻域离散数［8］、边邻域离散数［9-10］、邻域坚韧度［11］、边邻域坚韧度［12-13］、邻

域毁裂度［14］、边邻域毁裂度［15-16］等参数被引入，以衡量网络在“邻域”情形下的抗毁性。

设 G = (V，E ) 是一个简单图，分别称 N ( e )={ f | f ∈ E ( G )，且e和 f 相邻 } 和 N [ e ] = N ( e )∪ { e } 为
e 的开邻域和闭邻域。
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若 X ⊆ E ( G )，则 分 别 称 N ( X ) = { f  |X ∈ E ( G )，f ∈ E/X且存在e ∈ X，使得e和f 相邻 } 和 N [ X ] =
N ( X )∪ X 为 X 的开邻域和闭邻域。若将 N [ X ] 中的边和与 X 中的边关联的点均从 G 中删除，则称

X 为 G 的一个边颠覆策略，记剩余子图为 G/X。对连通图 G，设 X ⊆ E ( G )，若 G/X 不连通，或孤立

点或空集 ∅，则称 X 为 G 的一个邻域边割集。

定义 1［4］ 设 G 是连通图，其边邻域连通度的定义为：Λ( G ) = min{|X|：X ⊆ E ( G )}，其中 X 为 G

的邻域边割集。

边邻域连通度是基于因素（1）考虑的。

定义2［7］ 设G是连通图，其边邻域完整度的定义为：ENI ( G ) = min{|X| + m ( G/X )：X ⊆ E ( G )}，
其中 m ( G/X ) 为 G/X 的最大连通分支的阶。

边邻域完整度是基于因素（1）和因素（3）考虑的。

定义3［9］ 设G是连通图，其边邻域离散数的定义为：ENS ( G ) = min{ω( G/X )- |X|：X ⊆ E ( G )}，
其中 X 为 G 的邻域边割集，ω( G/X ) 为 G/X 的连通分支数。

定义4［12］ 设 G 是连通图，其边邻域坚韧度的定义为：

tEN ( G )= minìí
î

|X|
ω( G/X )：X ⊆ E ( G )üý

þ
，

其中 X 为 G 的邻域边割集，ω( G/X ) 为 G/X 的连通分支数。

边邻域离散数和边邻域坚韧度是基于因素（1）和因素（2）考虑的。边邻域坚韧度是边邻域离

散数的除法形式，尽管这两个参数在定义上有一些相似之处，但在衡量网络的抗毁性方面作用

不同。

定义5［15］ 设 G 是连通图，其边邻域毁裂度的定义为：

ENR( G )= min{ω( G/X )- |X| - m ( G/X )：X ⊆ E ( G )}，
其中 X 为 G 的邻域边割集，m ( G/X ) 和 ω( G/X ) 分别为 G/X 的最大连通分支的阶和连通分支数。

边邻域毁裂度是基于因素（1）、（2）和（3）考虑的。是视角较为全面的抗毁性参数。

为了更好地刻画边失效情形下的网络抗毁性，本文提出图的混合边邻域粘连度概念。

定义6 设 G 是连通图，其混合边邻域粘连度定义为

MENT ( G )= minìí
î

|X| + m ( G/X )
ω( G/X ) ：X ⊆ E ( G )üý

þ
，

其中 X 为 G 的邻域边割集，m ( G/X ) 和 ω( G/X ) 分别为 G/X 的最大连通分支的阶和连通分支数。若

有 X ∗，使得 MENT ( G ) = |X ∗| + m ( G/X ∗ )
ω( G/X ∗ ) ，则称 X ∗ 为 G 的一个混合边邻域粘连集，简记为 MENT-

集。显然，混合边邻域粘连度越大，网络抗毁性越好。

混合边邻域粘连度和边邻域毁裂度在衡量网络的抗毁性方面作用不同。

例 1 设 K8，7，P15 表 示 同 阶 的 完 全 二 部 分 图 和 路 ，则 它 们 的 边 邻 域 毁 裂 度 均 为 1，而

MENT ( K8，7 ) = 8
7 ，MENT ( P15 ) = 6

5 ，混合边邻域粘连度不相等。

下文主要研究几类图的混合边邻域粘连度计算公式、一般图的参数上、下界和该参数的极值

问题。

本文所讨论的图，均是简单无向图，未定义的概念和术语参见文献［17-18］。

1 几类基本图的混合边邻域粘连度 

本节讨论并给出几类基本图的混合边邻域粘连度计算公式。
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闫伟等：图的混合边邻域粘连度

定理1 设 Pn 是 n( ≥ 3) 阶路，则

MENT ( Pn )=

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

1 + 3
n
， 若 n ≡ 0( mod 3 ) ；

1， 若 n ≡ 1( mod 3 ) ；

1 + 3
n + 1， 若 n ≡ 2( mod 3 )。

证明 当 n = 3 时，结论显然成立。当 n ≥ 4 时，设 X 是 Pn 的一个邻域边割集且 |X| = x ( ≥ 1)，

则 Pn/X 至少有 n - 2x 个顶点且 ω( Pn/X ) ≤ x + 1，所以 m ( Pn/X ) ≥ é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2x

x + 1 。因
é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2x

x + 1 ≥ 1，故

有 1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3 。由混合边邻域粘连度的定义，MENT ( Pn ) = min

1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3

x ∈ Z+

x + é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2x

x + 1
x + 1 。

设 f ( x ) =
x + n - 2x

x + 1
x + 1 ， 1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3 ， 则 f '( x ) = 3x - 2n - 1

( x + 1)3 。 令 f '( x ) = 0， 得

x = 2n + 1
3 ，当 x < 2n + 1

3 时 ，f '( x ) < 0。 由 于 1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3 < 2n + 1

3 ，则 f '( x ) < 0，f ( x ) 在

1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3 上单调递减且在 x∗ = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3 处取得最小值。根据 n 被 3 除的余数，分以下三种情

形讨论：

（1）n ≡ 0( mod 3 ) 时，x∗ = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3 = n

3 - 1，则 MENT ( Pn ) = f ( n
3 - 1) = 1 + 3

n
；

（2）n ≡ 1( mod 3 ) 时，x∗ = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3 = n - 1

3 ，则 MENT ( Pn ) = f ( n - 1
3 ) = 1；

（3）n ≡ 2( mod 3 ) 时，x∗ = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3 = n - 2

3 ，则 MENT ( Pn ) = f ( n - 2
3 ) = 1 + 3

n + 1 。

综上所述，定理得证。

定理2 设 Cn 是 n( ≥ 3) 阶圈，则

MENT ( Cn )=

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

1 + 3
n
， 若 n ≡ 0( mod 3 ) ；

1 + 6
n - 1， 若 n ≡ 1( mod 3 ) ；

1 + 6
n - 2， 若 n ≡ 2( mod 3 )。

证明 当 n = 3，4，5 时，分别有 MENT ( C3 ) = 2，MENT ( C4 ) = 3，MENT ( C5 ) = 3，结论成立。

下设 n ≥ 6，圈 Cn 的 MENT-集为 X ∗。当删去 Cn 中任一条边 e 以及与 e 关联的边和点时，Cn/{e}
为 n - 2( ≥ 4 ) 阶路。设路 Pn - 2 的 MENT-集为 X 且 | X |= x ( ≥ 1)，易知 ω( Cn/X ∗ ) = ω( Pn - 2/X ) ≤

x + 1，则 m ( Cn/X ∗ ) ≥ é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2 - 2x

x + 1 。 又 因
é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2 - 2x

x + 1 ≥ 1，则 1 ≤x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
3 - 1。 显 然 ，X ∗ =

X ∪{e}，那么 MENT ( Cn ) = min
1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
3 - 1

x ∈ Z+

x + 1 + é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2 - 2x

x + 1
x + 1 。
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设 f ( x ) =
x + 1 + n - 2 - 2x

x + 1
x + 1 ，1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
3 - 1，则 f '( x ) = 2x - 2n + 2

( x + 1)3 。令 f '( x ) = 0，得 x =

n - 1，当 x < n - 1 时 ，f '( x ) < 0。 由 于 1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
3 - 1 < n - 1，则 f '( x ) < 0，f ( x ) 在 1 ≤ x ≤

ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
3 - 1 上单调递减且在 x∗ = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
3 - 1 处取得最小值，根据 n 被 3 除的余数，分以下三种情形讨论：

（1）n ≡ 0( mod 3 ) 时，x∗ = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
3 - 1 = n

3 - 1，则 MENT ( Cn ) = f ( n
3 - 1) = 1 + 3

n
；

（2）n ≡ 1( mod 3 ) 时，x∗ = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
3 - 1 = n - 4

3 ，则 MENT ( Cn ) = f ( n - 4
3 ) = 1 + 6

n - 1 ；

（3）n ≡ 2( mod 3 ) 时，x∗ = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
3 - 1 = n - 5

3 ，则 MENT ( Cn ) = f ( n - 5
3 ) = 1 + 6

n - 2 。

综上所述，定理得证。

定义7［18］ 将 n - k 阶路 Pn - k 的一个端点和星图 S1，k 的中心点重合而成的 n( ≥ 4 ) 阶图称为彗星

图，记作 Tn，k( 2 ≤ k ≤ n - 3)，如图 1 所示。

定理3 设 Tn，k( 2 ≤ k ≤ n - 3) 是 n( ≥ 4 ) 阶彗星图，则

MENT (Tn，k )=

ì

í

î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

n - k + 3
n + 2k

， 若 n - k ≡ 0( mod 3 ) ；

n - k + 5
n + 2k - 1， 若 n - k ≡ 1( mod 3 ) ；

n - k + 4
n + 2k - 2， 若 n - k ≡ 2( mod 3 )。

证明 当 n - k = 2，3，4，5 时，分别有 MENT (Tn，n - k ) = 2
n - 2，

2
n - 2，

3
n - 3，

3
n - 4 ，结论成立。

下 设 n - k ≥ 6( n ≥ 8 )。 设 E ( S1，k ) ={e1，e2，⋯，ek - 1，ek}，E ( Pn - k ) ={ek + 1，ek + 2，⋯，en - 1}，X ∗ 为

Tn，k 的一个 MENT-集。由彗星图的结构可知，必有 ek + 1 ∈ X ∗ 或 X ∗ 中含有 {e1，e2，⋯，ek}中的某一条

边（见图 1），故分以下两种情形讨论：

情形1 当 ek + 1 ∈ X ∗ 时，Tn，k/{ek + 1}为 k 个孤立点和路 Pn - k - 2，其中 n - k - 2 ≥ 4。设路 Pn - k - 2 的

MENT-集 为 X 且 | X |= x ( ≥ 1)，则 | X ∗ |= x + 1，m (Tn，k/X ∗ ) = m (Tn，k/X )，ω(Tn，k/X ∗ ) = x + 1 + k。

结合定理 1 的证明过程，有

（1）n - k ≡ 0( mod 3 )时，x = n - k - 2 - 1
3 ，m ( Pn - k - 2/X ) = 1，则 |X ∗| = n - k

3 ，m (Tn，k/X ∗ ) = 1，

图1　彗星图Tn，k

Fig.  1　Comet Tn,k
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ω(Tn，k/X ∗ ) = n + 2k
3 。则 MENT1 (Tn，k ) = n - k + 3

n + 2k
；

（2）n-k≡1( mod 3 )时，x = n - k - 2 - 2
3 ，m ( Pn - k - 2/X ) = 2，则 |X ∗| = n - k - 1

3 ，m (Tn，k/X ∗ ) =

2，ω(Tn，k/X ∗ ) = n + 2k - 1
3 。则 MENT1 (Tn，k ) = n - k + 5

n + 2k - 1 ；

（3）n-k≡2( mod 3 )时，x = n - k - 2
3 - 1，m ( Pn - k - 2/X ) = 2，则 |X ∗| = n - k - 2

3 ，m (Tn，k/X ∗ ) =

2，ω(Tn，k/X ∗ ) = n + 2k - 2
3 。则 MENT1 (Tn，k ) = n - k + 4

n + 2k - 2 。

情形 2 当 X ∗ 中含有 {e1，e2，⋯，ek}中的某一条边时，不失一般性，假设 e1 ∈ X ∗，此时 Tn，k/{e1}为
k - 1 个孤立点和路 Pn - k - 1，其中 n - k - 1 ≥ 5。设路 Pn - k - 1 的 MENT-集为 X 且 | X |= x ( ≥ 1)，则
| X ∗ |= x + 1，m (Tn，k/X ∗ ) = m (Tn，k/X )，ω(Tn，k/X ∗ ) = x + k。结合定理 1 的证明过程，有

（1）n - k ≡ 0( mod 3 )时，x = n - k - 1 - 2
3 ，m ( Pn - k - 1/X ) = 2，则 |X ∗| = n - k

3 ，m (Tn，k/X ∗ ) = 2，

ω(Tn，k/X ∗ ) = n + 2k - 3
3 。则 MENT2 (Tn，k ) = n - k + 6

n + 2k - 3 ；

（2）n-k≡1( mod 3 )时，x = n - k - 1
3 - 1，m ( Pn - k - 1/X ) = 2，则 |X ∗| = n - k - 1

3 ，m (Tn，k/X ∗ ) =

2，ω(Tn，k/X ∗ ) = n + 2k - 4
3 。则 MENT2 (Tn，k ) = n - k + 5

n + 2k - 4 ；

（3）n-k≡2( mod 3 )时，x = n - k - 1 - 1
3 ，m ( Pn - k - 1/X ) = 1，则 |X ∗| = n - k + 1

3 ，m (Tn，k/X ∗ ) =

1，ω(Tn，k/X ∗ ) = n + 2k - 2
3 。则 MENT2 (Tn，k ) = n - k + 4

n + 2k - 2 。

综上比较得，当 n - k ≡ 0( mod 3 )，n - k ≡ 1( mod 3 ) 时 ，MENT1 (Tn，k ) < MENT2 (Tn，k )；当 n -
k ≡ 2( mod 3 ) 时，MENT1 (Tn，k ) = MENT2 (Tn，k )，则 MENT (Tn，k ) = MENT1 (Tn，k )。

推论1 设 S1，n - 1 是 n( ≥ 4 ) 阶星图，则 MENT ( S1，n - 1 ) = 2
n - 2 。

定理4 设 DS ( m，n ) 是 m + n + 2 阶双星图，则 MENT ( DS ( m，n ) ) = 2
m + n

。

证明 当 m = n = 1 时，结论显然成立。当 m ≥ 2 或 n ≥ 2 时，设双星图 DS ( m，n ) 的两个中心顶

点 分 别 为 u 和 v，由 双 星 图 的 结 构 可 知 ，混 合 边 邻 域 粘 连 度 的 MENT- 集 为 {uv}，

ω( DS ( m，n )/{uv} ) = m + n 且 m ( DS ( m，n )/{uv} ) = 1，则 MENT ( DS ( m，n ) ) = 2
m + n

。

定理5 设 Kn 是 n( ≥ 3) 阶完全图，则 MENT ( Kn ) = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
2 + 1。

证明 显然，对于 ∀e ∈ E ( Kn ) 都有 Kn/{e}= Kn - 2。Cozzens 等［4］证明了 Λ( Kn ) = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
2 。因此，对于

Kn 的任意邻域边割集 X，都有 | X |≥ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
2 且 ω( Kn/X ) ≤ 1，m ( Kn/X ) ≥ 1，则 MENT ( Kn ) ≥ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
2 + 1。

另一方面，当 n 为偶数时，设 M ={u1v1，u2v2，⋯，un/2vn/2}是 Kn 的一个最大匹配。令 M ' ={M -

u1v1}∪ u1v2，那么 Kn/M ' = v1 是一个孤立点。则 MENT ( Kn ) ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
2 + 1。当 n 为奇数时，Kn 必存在

一个最大匹配 M，使得 | M |= n - 1
2 = ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
2 且 Kn/M 是一个孤立点。我们依然可得 MENT ( Kn ) ≤
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ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n
2 + 1。

综上所述，定理得证。

定理6 设 Km，n 是完全二部分图，其中 m，n ≥ 2 且 m ≤ n，则 MENT ( Km，n ) = m + 1
n - 1 。

证明 设 Km，n 的顶点二部划分为 ( M，N )，其中 | M |= m，| N |= n。由 Km，n 的结构易知，对于 Kn

的任意一个邻域边割集 X，都有 | X |≥ m，ω( Km，n/X ) ≤ n - 1 且 m ( Km，n/X ) ≥ 1，则 MENT ( Km，n ) ≥
m + 1
n - 1 。

另一方面，设 X = N [ e ]，e ∈ E ( Km，n )，则存在 X，满足 | X |= m，ω( Km，n/X ) = n - 1，m ( Km，n/X ) =

1。由混合边邻域粘连度的定义可知，MENT ( Km，n ) ≤ m + 1
n - 1 。

综上所述，定理得证。

定理 7 设 G = Kn1，n2，⋯，np
是 完 全 p 部 分 图 ，各 部 为 N1，N2，⋯，Np，| Ni |= ni，i = 1，2，⋯，p，n1 ≤

n2 ≤ ⋯ ≤ np，则 MENT ( G ) = 1
np

( ∑
i = 1

p - 1

ni - | M ∗ |+ 1)，其中 M ∗ 为 G 的一个最大匹配。

证明 显然，对 G 的任意一个邻域边割集 X，有 G/X 中的点仅属于 G 某一划分。设 X ∗ 是 G 的

一 个 MENT- 集 ，则 ω( G/X ∗ ) = np，X ∗ 必 定 取 自 G - Np 中 的 边 ，且 使 ( G - Np )/X ∗ = ∅，否 则

ω( G/X ∗ ) = 1。
假设 G - Np 有完美匹配 M，则 | X ∗ |= | M |。否则，设 M ∗ 为 G - Np 的一个最大匹配，则 M ∗ 同时

也是 G 的一个最大匹配，设 U 为 G - Np 在 M ∗ 下的非饱和点集，则以 U 中每个点为一个端点，以

G - Np 中的点为另一个端点，选择其中的 |U |条边且这 |U |条边中的每一条都关联了 U 中不同的

点组成的边集，连同 M ∗ 构成 X ∗，则 | X ∗ |= |U |+ | M ∗ |。又因 |U |= ∑
i = 1

p - 1

ni - 2 || M ∗ ，因此

MENT ( G )= |X ∗| + m ( G/X ∗ )
ω( G/X ∗ ) =

∑
i = 1

p - 1

ni - 2 || M ∗ + || M ∗ + 1

np
=

∑
i = 1

p - 1

ni - || M ∗ + 1

np
。

例2 设 G = K1，3，3，4 是完全 4 部分图，则 MENT ( G ) = 7 - 3 + 1
4 = 5

4 。

当 p 比较大时，完全 p 部分图的最大匹配需通过算法解决。毛华等［19］于 2013 年解决了多部图

的最大匹配算法问题，给出一个复杂度为 O [ ]n2
p ( p - 1) 的多项式时间算法。而完全 p 部分图是特

殊的多部图，所以完全 p 部分图的混合边邻域粘连度计算问题就完全解决了。

2 图的混合边邻域粘连度的界 

本节讨论并给出混合边邻域粘连度的若干上、下界，这些界同时给出混合边邻域粘连度与图

的其他重要参数之间的关系，而且都是最好可能的。

定理8 对任何 n( ≥ 3) 阶连通图 G，都有 MENT ( G ) ≥ 2
n - 2 。

证明 设 X ∗ 是 G 的一个 MENT-集，则必有 m ( G/X ∗ ) ≥ 1。由于 G 是连通的，故有 |X ∗| ≥ 1，又

因为 G 不含环，则 ω( G/X ∗ ) ≤ n - 2。由混合边邻域粘连度的定义，MENT ( G ) ≥ 2
n - 2 。

注1 该下界可由星图或双星图达到，因此是最好可能的。

定理 9 对任何 n( ≥ 3) 阶连通图 G，都有 MENT ( G ) ≥ Λ( G )+ 1
α( G ) ，其中 α( G ) 和 Λ( G ) 分别表示
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G 的独立数和边邻域连通度。

证明 设 X ∗ 是 G 的一个 MENT-集，则显然有 |X ∗| ≥ Λ( G )，ω( G/X ∗ ) ≤ α( G ) 且 m ( G/X ∗ ) ≥ 1。

由混合边邻域粘连度的定义，MENT ( G ) ≥ Λ( G )+ 1
α( G ) 。

定理10 对任何 n( ≥ 3) 阶连通图 G，都有 MENT ( G ) ≥ ENI ( G )
α( G ) ，其中 α( G ) 表示 G 的独立数。

证明 设 X ∗ 是 G 的一个 MENT-集，则 X ∗ 也是 G 的一个邻域边割集。由边邻域完整度和混合

边 邻 域 粘 连 度 的 定 义 ， 有 ω( G/X ∗ ) ≤ α( G )， |X ∗| + m ( G/X ∗ ) ≥ ENI ( G )。 所 以

MENT ( G ) ≥ ENI ( G )
α( G ) 。

注2 定理 9 和定理 10 的下界可由双星图或 n - k = 3 时的彗星图 Tn，k 达到，因此是最好可能的。

定理 11 对任何 n( ≥ 3) 阶连通图 G，都有 MENT ( G ) ≥ Λ( G )+ 1
n - Λ( G )- 1 ，其中 Λ( G ) 表示 G 的边

邻域连通度。

证明 设 X 是 G 的一个邻域边割集，则显然有 |X| ≥ Λ( G ) 且 m ( G/X ) ≥ 1。G 的边导出子图

G [ X ] 至多有 |X| + 1 个顶点，则 ω( G/X ) ≤ n - |X| - 1 ≤ n - Λ( G )- 1。由混合边邻域粘连度的

定义，MENT ( G ) ≥ Λ( G )+ 1
n - Λ( G )- 1 。

注3 该下界可由星图或双星图达到，因此是最好可能的。

定理12 对任何 n( ≥ 3) 阶连通图 G，都有 MENT ( G ) ≤ α'( G )+ 1，其中 α'( G ) 表示 G 的匹配数。

证明 设 M 是 G 的一个最大匹配，则显然 M 是 G 的一个邻域边割集且 |M| = α'( G )。下面分两

种情形讨论：

情形 1 若 M 不 是 完 美 匹 配 ，则 G/M 是 每 个 分 支 都 是 孤 立 点 的 子 图 ，且 ω( G/M ) = n -

2α'( G ) ≥ 1，m ( G/M ) = 1。 由 混 合 边 邻 域 粘 连 度 的 定 义 ，MENT ( G ) ≤ |M| + m ( G/M )
ω( G/M ) =

α'( G )+ 1
n - 2α'( G )；

情形2 若 M 是完美匹配，这时 V ( G ) 中的每个点必定和 M 中的某一条边关联。设 uv ∈ M，则除

了边 uv，u 和 v 不与 M 中其他任何边关联。因 n ≥ 3，则必定存在边 e ∈ M 使得 N ( e )∩( E ( G )-
M ) ≠ ∅。设 M ∗ = { f }∪( M -{ e } )，其中 f 是 N ( e )∩( E ( G )- M ) 中的任意一条边，则 |M ∗| = α'( G )，

G/M ∗ 为一个孤立点。由混合边邻域粘连度的定义，MENT ( G ) ≤ |M ∗| + m ( G/M ∗ )
ω( G/M ∗ ) = α'( G )+ 1。

又因
α'( G )+ 1

n - 2α'( G ) ≤ α'( G )+ 1，则 MENT ( G ) ≤ α'( G )+ 1。

注4 该上界可由完全图 Kn（n 为偶数）达到。因此是最好可能的。

定理 13 对任何 n( ≥ 3) 阶连通图 G，都有 MENT ( G ) ≥ tEN ( G )+ 1
α( G )，其中 tEN ( G ) 和 α( G ) 分

别表示 G 的边邻域坚韧度和独立数。

证明 设 X ∗ 是 G 的一个 MENT-集，则必有 m ( G/X ∗ ) ≥ 1，ω( G/X ∗ ) ≤ α( G )。若 X ∗∗ 是 G 的一个

tEN-集，即 tEN ( G ) = |X ∗∗|
ω( G/X ∗∗ )，则

MENT ( G )= |X ∗| + m ( G/X ∗ )
ω( G/X ∗ ) ≥ |X ∗|

ω( G/X ∗ ) + 1
ω( G/X ∗ ) ≥ |X ∗∗|

ω( G/X ∗∗ ) + 1
α( G ) = tEN ( G )+ 1

α( G )。
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注5 该下界可由双星图达到，因此是最好可能的。

定理 14 对任何 n( ≥ 3) 阶连通图 G，都有 MENT ( G ) ≤ ntEN ( G )
Λ( G ) - 1，其中 tEN ( G ) 和 Λ( G ) 分别

表示 G 的边邻域坚韧度和边邻域连通度。

证明 设 X 是 G 的一个邻域边割集，显然有 |X| + m ( G/X ) ≤ n - ω( G/X )。由混合边邻域粘连

度的定义，MENT ( G ) ≤ |X| + m ( G/X )
ω( G/X ) ≤ n - ω( G/X )

ω( G/X ) ，表明 1 ≤ ω( G/X ) ≤ n
MENT ( G )+ 1 。

另一方面，因 |X| ≥ Λ( G )，所以
|X|

ω( G/X ) ≥ Λ( G )
ω( G/X ) ≥ 1

n
[ MENT ( G )+ 1 ] Λ( G )。由边邻域坚

韧度的定义以及 X 的任意性，tEN ( G ) ≥ 1
n

[ MENT ( G )+ 1 ] Λ( G )，即 MENT ( G ) ≤ ntEN ( G )
Λ( G ) - 1。

注6 该上界可由 n = 3，4，5 阶路、星图或双星图达到，因此是最好可能的。

3 混合边邻域粘连度的极值问题 

本节在顶点数和边数给定的条件下，讨论并给出混合边邻域粘连度的极小值和极大值。

定理15 设 k，m，n ∈ Z+，Gn，m 表示所有 n( ≥ 3) 个顶点 m 条边的非完全连通图的集合，则

min
G ∈ Gn，m

MENT ( G )=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

k + 2
2( n - k )， k为偶数，

k + 3
2( n - k )， k为奇数，

其中 k 满足 ( )k
2 + (n - k ) (k - 1) < m ≤ ( )k

2 + (n - k ) k 且尽可能地小。

证明 设 G 是 Gn，m 中混合边邻域粘连度最小的连通图，令 X ∗ 是 G 的一个 MENT-集，则 X ∗ 是 G

的邻域边割集且 MENT ( G ) = |X ∗| + m ( G/X ∗ )
ω( G/X ∗ ) 。假设我们选择的 X ∗ 满足上述条件且使 X ∗ 尽可能

大，记 G/X ∗ 中至少含有两个顶点的分支为 G1，G2，⋯，Gp。若 p ≥ 2，从 Gi 中选取一点 ui，使得 ui 至

少与 V ( G [ X ∗ ] ) 中的一点相邻，其中 i = 1，2，⋯，p，G [ X ∗ ] 为 X ∗ 在 G 中的边导出子图。将 Gi 中的

每条边 uivij 都用新边 upvij 替换，记 X1 ={upvij：vij ∈ V ( Gi )，i = 1，2，⋯，p - 1，j ≥ 1}，所得到的图为

G '，则 G '仍然是 n 个顶点 m 条边的连通图。不失一般性，令 X ' = X ∗ ∪{upv11}，其中 upv11 ∈ X1，则 X '
是 G '的一个邻域边割集，且 m ( G '/X ') ≤ m ( G/X ∗ )- 1，ω( G '/X ') ≥ ω( G/X ∗ )+ p - 2 ≥ ω( G/X ∗ )，这
意味着

MENT ( G ')≤ |X '| + m ( G '/X ')
ω( G '/X ')

≤ |X ∗| + 1 + m ( G/X ∗ )- 1
ω( G/X ∗ ) = |X ∗| + m ( G/X ∗ )

ω( G/X ∗ ) = MENT ( G )。

当 MENT ( G ') = MENT ( G ) 时，与 X ∗ 尽可能大矛盾，当 MENT ( G ') < MENT ( G ) 时，与 G 的选

取矛盾。因此，设 p = 1 并分以下两种情形讨论：

情形1 G1 是团。令 |V ( G1 ) |= n1。当 n1 = 2 时，设 V ( G1 ) ={u1，u2}，从 V ( G1 ) 中选取一点 ui，使

得 ui 至少与 V ( G [ X ∗ ] ) 中的一点相邻，i = 1，2。不妨设 u1 与 V ( G [ X ∗ ] ) 中的 v 相邻，令 X1
∗ ∗ =

X ∗ ∪{u1v}，则 X1
∗ ∗ 是 G 的 一 个 邻 域 边 割 集 ，且 有 | X1

∗ ∗ |= | X ∗ |+ 1，m ( G/X1
∗ ∗ ) = 1，以 及

ω( G/X1
∗ ∗ ) = ω( G/X ∗ )，这意味着

|X1
∗ ∗| + m ( G/X1

∗ ∗ )
ω( G/X1

∗ ∗ ) = |X ∗| + 1 + 1
ω( G/X1

∗ ) = |X ∗| + 2
ω( G/X ∗ ) = MENT ( G )，与 X ∗

尽可能大矛盾。
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当 n1 ≥ 3 且为奇数时，G1 必存在一个最大匹配 M，使得 | M |= ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n1

2 且 G1/M 是一个孤立点。令

X2
∗ ∗ = X ∗ ∪ M，则 X2

∗ ∗ 是 G 的 一 个 邻 域 边 割 集 ，且 有 | X2
∗ ∗ |= | X ∗ |+ | M |，m ( G/X2

∗ ∗ ) = 1，以 及

ω( G/X2
∗ ∗ ) = ω( G/X ∗ )，这意味着

|X2
∗ ∗| + m ( G/X2

∗ ∗ )
ω( G/X2

∗ ∗ ) =
|X ∗| + ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n1

2 + 1

ω( G/X ∗ ) < |X ∗| + n1

ω( G/X ∗ ) = MENT ( G )，

与混合边邻域粘连度的定义矛盾。

当 n1 ≥ 3 且为偶数时，设 M ={u1v1，u2v2，⋯，un1/2vn1/2}是 G1 的一个完美匹配。令 M ' ={M -

u1v1}∪ u1v2，则 | M ' |= n1

2 且 G1/M ' = v1 是一个孤立点。令 X3
∗ ∗ = X ∗ ∪ M '，则 X3

∗ ∗ 是 G 的一个邻域

边割集，且有 | X3
∗ ∗ |= | X ∗ |+ | M ' |，m ( G/X3

∗ ∗ ) = 1，以及 ω( G/X3
∗ ∗ ) = ω( G/X ∗ )，这意味着

|X3
∗ ∗| + m ( G/X3

∗ ∗ )
ω( G/X3

∗ ∗ ) =
|X ∗| + n1

2 + 1
ω( G/X ∗ ) < |X ∗| + n1

ω( G/X ∗ ) = MENT ( G )，

与混合边邻域粘连度的定义矛盾。

情形2 G1 不是团。设 X2 是 G1 的一个邻域边割集，则 X4
∗ ∗ = X ∗ ∪ X2 是 G 的一个邻域边割集，

且 有 | X4
∗ ∗ |= | X ∗ |+ | X2 |，m ( G/X4

∗ ∗ ) ≤ m ( G/X ∗ )- | X2 |- 1，以 及 ω( G/X4
∗ ∗ ) ≥ω( G/X ∗ )+ 1，这 意

味着

|X4
∗ ∗| + m ( G/X4

∗ ∗ )
ω( G/X4

∗ ∗ ) ≤ |X ∗| + |X2| + m ( G/X ∗ )- |X2| - 1
ω( G/X ∗ )+ 1 < |X ∗| + m ( G/X ∗ )

ω( G/X ∗ ) = MENT ( G )，

与混合边邻域粘连度的定义矛盾。

由以上讨论可知，p = 0，即 m ( G/X ∗ ) = 1。由题设中 m 的取值范围可知，G [ X ∗ ] 中仅可能存在

P2 和 P3，且 G [ X ∗ ] 中的 P3 尽可能少，否则，与 X ∗ 是 G 的一个 MENT-集矛盾。

因此，设 x，r ∈ Z+，|V ( G [ X ∗ ] ) |= x，G [ X ∗ ] 中 P3 的个数为 r 且 r 尽可能小，则

ω( G/X ∗ ) = n - x，| X ∗ |= 2r + x - 3r
2 = x + r

2 =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x
2， x 为偶数；

x + 1
2 ， x 为奇数。

由混合边邻域粘连度的定义，就有

MENT ( G )= |X ∗| + m ( G/X ∗ )
ω( G/X ∗ ) =

x + r
2 + 1
n - x

= x + r + 2
2( n - x ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

x + 2
2( n - x )， x 为偶数；

x + 3
2( n - x )， x 为奇数。

可以断言 x ≥ k，否则，

m = |E ( G ) |≤ ( )x
2 + (n - x) x ≤ ( )k - 1

2 + (n - k + 1) (k - 1)= ( )k
2 + (n - k ) (k - 1)，

与题设中的 m 矛盾，于是就有

MENT ( G )= x + r + 2
2( n - x ) ≥ k + r + 2

2( n - k ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

k + 2
2( n - k )， k为偶数；

k + 3
2( n - k )， k为奇数。

另一方面，因 ( )k
2 + (n - k ) (k - 1) < m ≤ ( )k

2 + (n - k ) k，很容易构造出混合边邻域粘连度等
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于
k + 2

2( n - k ) 和
k + 3

2( n - k ) 的图。所以定理得证。

定理 15 的证明同时给出了混合边邻域粘连度最小图的构造。

推论2 设 k，m，n ∈ Z+ 且 n - 1 ≤ m ≤ ( )n
2 - 1，Fn，m 表示 n( ≥ 3) 个顶点 m 条边的非完全连通图

中混合边邻域粘连度最小的图，则 Fn，m 的构造如下：

（1）构造完全图 Kk 和空图
-K n - k；

（2）在 Kk 和
-K n - k 之间任意添加 m - ( )k

2 条边，且使 Fn，m 为非完全连通图，其中 k 满足 ( )k
2 + (n -

k ) (k - 1) < m ≤ ( )k
2 + (n - k ) k 且尽可能地小。

例 3 当 n = 8，m = 14 时 ，k = 3，则 MENT ( F8，14 ) = 3 + 1 + 2
2( 8 - 3) = 3

5 。 当 n = 8，m = 19 时 ，

k = 4，则 MENT ( F8，19 ) = 4 + 2
2( 8 - 4 ) = 3

4 。上述两个图见图 2，其中黑点和粗边表示 Kk。

图2　Fn，m的两个例子

Fig.  2　Two examples of graph Fn,m

显然，Fn，m 一般是不唯一的。

而在顶点数和边数给定的条件下，求混合边邻域粘连度的极大值很困难，下面给出了一类特

殊图-树的结果。

引理 1［18］ 设 T 是 n 阶 树 ，正 整 数 x 满 足 0 ≤ x ≤ n - 1，则 存 在 X ⊆ E (T )，| X |= x，使 得

m (T/X ) ≤ é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2x

x + 1 。

定理16 设 Tn 为所有 n( ≥ 3) 阶树的集合，则 max
T ∈ Tn

MENT (T ) = MENT ( Pn )。

证明 设 T ∈ Tn，由引理 1，对任意的正整数 x ( ≤ n - 2 )，都存在 T 的一个邻域边割集 X，满足

| X |= x，m (T/X ) ≤ é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2x

x + 1 。由混合边邻域粘连度的定义，为使 MENT (T ) 达到最大，只需考虑

满足 m (T/X ) = é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2x

x + 1 ，ω(T/X ) = x + 1 的 X。当 m (T/X ) ≥ 1，x ≥ 1 时，有 1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3 ，由

定理 1 的证明，就有

MENT (T )= min
1 ≤ x ≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n - 1
3

x ∈ Z+

x + é

ê
êêêê

ù
ú
úúúún - 2x

x + 1
x + 1 = MENT ( Pn )，

即 max
T ∈ Tn

MENT (T ) = MENT ( Pn )。
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4 结论 

从混合边邻域粘连度的计算公式可以看出，对于路、圈、星图、双星图等，其顶点数越大，参数

值越小，抗毁性越弱；对于完全图，其顶点数越大，参数值越大，抗毁性越强；对于彗星图，其 Pn - k

的顶点数越大，S1，k 的顶点数越小，参数值越大，抗毁性越强；对于完全二部分图，二部划分的顶点

数相差越大，参数值越大，抗毁性越强；对于完全 p 部分图，最大划分与其余划分的顶点数相差越

大，参数值越大，抗毁性越强。

关于图的边邻域抗毁性参数研究，目前已有边邻域连通度（Λ）、边邻域离散数（ENS）、边邻域

坚韧度（tEN）、边邻域完整度（ENI）、边邻域毁裂度（ENR）。表 1 是对 7 类 11 阶图的边邻域抗毁性

参数值的比较。

由表中的参数值可知：

Λ( S1，10 ) = Λ(T11，6 ) = Λ( P11 ) < Λ( C11 ) < ( K4，3，3，1 ) < Λ( K11 ) = Λ( K5，6 )；
ENS ( K11 ) < ENS ( C11 ) = ENS ( K5，6 ) = ENS ( K4，3，3，1 ) < ENS ( P11 ) < ENS (T11，6 ) < ENS ( S1，10 )；

tEN ( S1，10 ) < tEN (T11，6 ) < tEN ( P11 ) < tEN ( C11 ) = tEN ( K4，3，3，1 ) = tEN ( K5，6 ) < tEN ( K11 )；
ENI ( S1，10 ) < ENI (T11，6 ) < ENI ( P11 ) = ENI ( K4，3，3，1 ) = ENI ( C11 ) < ENI ( K5，6 ) = ENI ( K11 )；

ENR( K11 ) < ENR( C11 ) < ENR( P11 ) = ENR( K4，3，3，1 ) = ENR( K5，6 ) < ENR(T11，6 ) < ENR( S1，10 )；
MENT ( S1，10 )< MENT (T11，6 )< MENT ( K5，6 )< MENT ( P11 )< MENT ( C11 )< MENT ( K11 )。

因此有以下结论（对表中所举实例而言）：

（1）区分度最好的是 MENT，其余依次是 tEN，ENS，ENR，ENI，Λ；

（2）边邻域抗毁性最强的是 K11，最弱的是 S1，10。

上述研究表明，混合边邻域粘连度的区分度较好，刻画某些网络的抗毁性更为精确。

一般图的混合边邻域粘连度计算是比较复杂的，但介于特殊与一般之间的图，如树，区间图等

的混合边邻域粘连度算法是一个值得研究的问题。
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