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对称周期 Jacobi矩阵加箭型矩阵的广义逆谱问题

苏然，雷英杰*，李繁华
（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）

摘 要：研究了一类对称周期 Jacobi 矩阵加箭型矩阵的广义逆谱问题，利用几何学上圆锥曲线，对称周期 Jacobi 矩

阵及箭型矩阵的相关性质，将该矩阵所有主子阵的极端特征值作为其特征数据，来重构此类箭状矩阵。最后得出

该问题的解以及问题构造的算法与实例，验证了结果的准确性。
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Generalized Inverse Eigenvalue Problem of Symmetric Periodic Jacobi 

Matrix Plus Arrow Matrix

SU Ran, LEI Yingjie*, LI Fanhua

(School of Mathematics, North University of China, Taiyuan 030051, China)

Abstract: In this paper, we study the generalized inverse spectrum problem for a class of symmetric periodic Jacobi matrices plus ar‐

row matrices. By using the geometric properties of conic curve, symmetric periodic Jacobi matrix and arrow matrix, the extreme ei‐

genvalues of all the principal submatrixes of the matrix are taken as their characteristic data to reconstruct this kind of arrow banded 

matrix. Finally, the solution of the problem is derived as well as the algorithm and examples of the problem construction, and the ac‐

curacy of the results is verified.
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0 引言 

本文讨论了具有形式（1）的矩阵 A，其中，ai ( i = 1，⋯，n ) 为实数，bi > 0( i = 1，⋯，n )，1 ≤ m ≤
n。当 m = 1 时，矩阵 A 为对称的箭型矩阵［1-3］，当 m = n 时，矩阵 A 为周期 Jacobi 矩阵［4-8］，当 m =
n，bm = 0 时，矩阵 A 就变成了 Jacobi 矩阵［9-12］。

箭型带状的逆谱问题起源于 Peng 等关于 Jacobi 矩阵和箭型矩阵的讨论［13-14］，其主要的方法是

利用所有主子阵的极端特征值来重构所求矩阵。2011 年，Nazari 用这种方法解决了一类对称拟反

双对角矩阵的逆谱问题［15］；2017 年，徐伟孺等也用这种方法解决了两类特殊箭型带状矩阵的逆谱

问题［16］；2020 年，雷英杰等采用特征对和一个正定对角矩阵解决了对称箭头矩阵加三对角矩阵的

广义逆特征值问题［17］；同年，Heydari 等利用矩阵的特征值和一组特征向量解决了周期 Jacobi 矩阵

的逆谱问题［6］；2023 年，Babaei 和 Bardhan 分别重构了特殊对称矩阵和图为树的矩阵，这些矩阵的实
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质都与 Jacobi 矩阵和箭型矩阵有关［18-19］。
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a1 b1 bm

b1 a2 b2

b2 a3 ⋱
⋱ ⋱ bm - 1

bm bm - 1 am bm + 1 bm + 2 bm + 3 ⋯ bn

bm + 1 am + 1

bm + 2 am + 2

bm + 3 am + 3

⋮ ⋱
bn an

。 （1）

本文基于这些文献的研究，讨论了对称周期 Jacobi 矩阵加箭型矩阵的广义逆谱问题。给定所

有主子阵的极端特征值，利用顺序主子阵间的递推关系来构造此类箭状矩阵明显存在困难。为了解

决这个不足，通过考虑在求解该问题时产生的一个圆锥曲线的存在性来重构周期 Jacobi 矩阵加箭型

矩阵，得到了问题有解时的充分条件和解的表达式，并用 MatlabR2021b 验证了其结果的准确性。

此外，需要考虑形如（2）式矩阵
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b3 a4 ⋱
⋱ ⋱ bj - 1

bj - 1 aj

，j = 2，⋯，m - 1， （2）

~
J j 是通过删除 j 阶 Jacobi 矩阵第一行和第一列得到 j - 1 阶子矩阵，其对应的特征多项式为 Qj ( λ ) =
det ( λIj - 1 - ~

Jj )，j = 2，⋯，m - 1［6］。

1 预备知识 

这部分主要给出本文将用到矩阵 A 的相关结论和简化计算定义的记号。

引理1 给定形如（1）式的对称矩阵 A，其各阶顺序主子阵的特征多项式序列满足下列递推关系：

P1 ( λ )=( λ - a1 )，
Pj ( λ )=( λ - aj ) Pj - 1 ( λ )- b2

j - 1 Pj - 2 ( λ )，j = 2，3，⋯，m - 1，

Pm ( λ )=( λ - am ) Pm - 1 ( λ )- b2
m - 1 Pm - 2 ( λ )- 2∏

i = 1

m

bi - b2
mQm - 1 ( λ )，

Pm + 1 ( λ )=( λ - am + 1 ) Pm ( λ )- b2
m + 1 Pm - 1 ( λ )，

Pj ( λ )=( λ - aj ) Pj - 1 ( λ )- b2
j ∏

i = m + 1

j - 1

( λ - ai ) Pm - 1 ( λ )，j = m + 2，⋯，n，

其中 P0 ( λ ) = 1。
引理 2［2］ 给定形如（1）式的对称矩阵 A 的特征多项式 P ( λ )，若 λ1，λn 分别是 P ( λ ) 的最小、最大

特征值，则

（1）如果  μ < λ1，则 (-1)n P ( μ ) > 0。
（2）如果  μ > λn，则 P ( μ ) > 0。
引理3［16］ 给定形如（1）式的对称矩阵 A，λ(1)

j ，λ( j )
j 分别是其对应顺序主子阵的最小、最大特征值

的充要条件为

λ(1)
j < λ(1)

j - 1 < ⋯ < λ(1)
m + 1 < λ(1)

m < λ( m )
m < λ( m + 1)

m + 1 < ⋯ < λ( j - 1)
j - 1 < λ( j )

j ，

λ(1)
j < ai < λ( j )

j ，i = m + 1，⋯，j；j = m + 1，⋯，n。
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推论 1 如果形如（1）式的对称矩阵 A 的顺序主子阵 A j 的最小，最大特征值分别为 λ(1)
j ，λ( j )

j ，

ai，m + 1 ≤ i ≤ n - 1 为矩阵 A 的对角元，那么

（1） (-1)j - m - 1 ∏
i = m + 1

j - 1

( λ(1)
j - ai ) > 0，

（2） ∏
i = m + 1

j - 1

( λ( j )
j - ai ) > 0，j = m + 2，⋯，n，

Rj = Pj - 1 ( λ( j )
j ) Pj - 2 ( λ(1)

j )- Pj - 2 ( λ( j )
j ) Pj - 1 ( λ(1)

j )，
Sm = Pm - 1 ( λ( m )

m )- Qm - 1 ( λ(1)
m )，

Tj =( λ( j )
j - λ(1)

j ) Pj - 1 ( λ(1)
j ) Pj - 1 ( λ( j )

j )，
Um = Qm - 1 ( λ(1)

m ) Pm - 1 ( λ( m )
m )- Qm - 1 ( λ( m )

m ) Pm - 1 ( λ(1)
m )，

Zj = λ( j )
j Pj - 1 ( λ( j )

j ) Pj - 2 ( λ(1)
j )- λ(1)

j Pj - 2 ( λ( j )
j ) Pj - 1 ( λ(1)

j )，

Fj = Pj - 1 ( λ(1)
j ) Pm - 1 ( λ( j )

j ) ∏
i = m + 1

j - 1

( λ( j )
j - ai )- Pj - 1 ( λ( j )

j ) Pm - 1 ( λ(1)
j ) ∏

i = m + 1

j - 1

( λ(1)
j - ai )，

Gj = λ(1)
j Pj - 1 ( λ(1)

j ) Pm - 1 ( λ( j )
j ) ∏

i = m + 1

j - 1

( λ( j )
j - ai )- λ( j )

j Pj - 1 ( λ( j )
j ) Pm - 1 ( λ(1)

j ) ∏
i = m + 1

j - 1

( λ(1)
j - ai )，

βj =∏
i = 1

j

bi，c = βm - 2，j = 2，⋯，n。

（3）

2 IEP有解的充分条件 

这部分主要研究了一个箭状矩阵的逆特征值问题（简称 IEP）。

IEP： 给定实数{λ(1)
j ，λ( j )

j }n

j = 1
和实数 d > 0，讨论在什么条件下可以构造出具有形如（1）式的 n 阶

对称矩阵 A，使得 λ(1)
j ，λ( j )

j 分别是矩阵 A 的 j 阶顺序主子阵 A j 的最小，最大特征值，其中 bm = d。

定理 1 给定实数{λ(1)
j ，λ( j )

j }n

j = 1
和实数 d > 0 且 bm = d，存在一个 n 阶实矩阵 A，使得 λ(1)

j ，λ( j )
j 是矩

阵 A 的 j 阶顺序主子阵的最小，最大特征值的充分条件为

λ(1)
n < ⋯ < λ(1)

j ⋯ < λ(1)
2 < λ(1)

1 < λ( 2 )
2 < ⋯ < λ( j )

j < ⋯ < λ( n )
n （4）

和

Um Rm - c2S2
m > 0， （5）

d2 ( c2S2
m - RmUm )> RmTm，Rm (Umd2 + Tm )< 0。 （6）

证明 充分性 假设式（4），式（5）和式（6）条件成立，矩阵 A 存在等价于方程组（7）有实数解。

Pj ( λ( i )
j )= 0，j = 1，⋯，n，i = 1，j。 （7）

  当 j = 1 时，由引理 1 和式（7）得，

a1 = λ(1)
1 。

  当 j = 2，⋯，m - 1 时，由引理 1 和式（7）得，

Pj ( λ( i )
j )=( λ( i )

j - aj ) Pj - 1 ( λ( i )
j )- b2

j - 1 Pj - 2 ( λ( i )
j )= 0，j = 2，3，⋯，m - 1，i = 1，j。 （8）

由式（3），式（4）和引理 2 知，

aj =
Zj

Rj
，b2

j - 1 = -Tj

Rj
> 0，j = 2，⋯，m - 1。 （9）

  当 j = m 时，由引理 1 和式（7）得，

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Pm ( λ(1)
m )=( λ(1)

m - am ) Pm - 1 ( λ(1)
m )- b2

m - 1 Pm - 2 ( λ(1)
m )- b2

mQm - 1 ( λ(1)
m )- 2∏

i = 1

m

bi = 0，

Pm ( λ( m )
m )=( λ( m )

m - am ) Pm - 1 ( λ( m )
m )- b2

m - 1 Pm - 2 ( λ( m )
m )- b2

mQm - 1 ( λ( m )
m )- 2∏

i = 1

m

bi = 0。
（10）
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上式（10）可以写为

ì
í
îïï

Pm - 2 ( λ(1)
m )b2

m - 1 + 2βm - 2bm - 1bm + Qm - 1 ( λ(1)
m )b2

m = λ(1)
m Pm - 1 ( λ(1)

m )- am Pm - 1 ( λ(1)
m )，

Pm - 2 ( λ( m )
m )b2

m - 1 + 2βm - 2bm - 1bm + Qm - 1 ( λ( m )
m )b2

m = λ( m )
m Pm - 1 ( λ( m )

m )- am Pm - 1 ( λ( m )
m )。 （11）

为了求解式（11），由式（3）得，

Rmb2
m - 1 + 2cSmbm - 1bm + Umb2

m + Tm = 0， （12）
其中

c = βm - 2。

点 ( X，Y ) = ( bm - 1，bm ) 一定属于集合 C。

C ={( X，Y )∈ R2
+：Rm X 2 + 2cSm XY + UmY 2 + Tm = 0}。

集合 C 包含在一个圆锥曲线中。不管它是否退化，圆锥曲线始终存在。

等式（12）可以写为

LMLΤ = 0，
其中

L = [X Y 1 ]，M = é
ë
êêêê

ù
û
úúúúN 0

0Τ Tm
，N = é

ë
êêêê ù

û
úúúúRm cSm

cSm Um
。

如果 det M = 0，圆锥曲线是退化的。

如果 det N > 0 和 ( Rm + Um ) det M > 0，圆锥曲线是虚椭圆，且不存在。

由条件（4）和引理 2 得

-( Rm + Um )Tm > 0。 （13）
因定理 1 中的条件（5）知，det N > 0，( Rm + Um ) det M = ( Rm + Um )Tm det N < 0，此时，圆锥曲

线是椭圆，且圆锥曲线 C 始终存在，所以 bm，bm - 1 存在且满足式（11）。

当 bm = d，X = bm - 1，由式（12）得

Rm X 2 + 2cSmdX + Umd2 + Tm = 0。 （14）
由式（13）和条件（6）中 d2 ( c2S2

m - RmUm ) > RmTm，解得

bm - 1 = -cdSm ± d2 ( c2S2
m - RmUm )- RmTm

Rm
。 （15）

由条件（6）中 Rm (Umd2 + Tm ) < 0 知，bm - 1 有 2 个解，选 bm - 1 > 0。
由式（11）和引理 2 得

am = λ( i )
m Pm - 1 ( λ( i )

m )- Pm - 2 ( λ( i )
m )b2

m - 1 - 2βm - Qm - 1 ( λ( i )
m ) d2

Pm - 1 ( λ( i )
m )

，i = 1，m。 （16）

当 bm - 1 = d，Y = bm 时，类似上述证明，解得

bm = -cdSm ± d2 ( c2S2
m - Um Rm )- UmTm

Um
，选bm > 0。

am = λ( i )
m Pm - 1 ( λ( i )

m )- d2 Pm - 2 ( λ( i )
m )- b2

mQm - 1 ( λ( i )
m )- 2βm

Pm - 1 ( λ( i )
m )

，i = 1，m。

当 j = m + 1 时，由引理 1 和引理 2 得

Pm + 1 ( λ( i )
m + 1 )=( λ( i )

m + 1 - am + 1 ) Pm ( λ( i )
m + 1 )- b2

m + 1 Pm - 1 ( λ( i )
m + 1 )= 0，i = 1，m + 1。

解得

am + 1 = Zm + 1

Rm + 1
，b2

m + 1 = -Tm + 1

Rm + 1
> 0。 （17）

当 j = m + 2，⋯，n 时，由引理 1 知，

Pj ( λ( i )
j )=( λ( i )

j - aj ) Pj - 1 ( λ( i )
j )- b2

j ∏
i = m + 1

j - 1

( λ( i )
j - ai ) Pm - 1 ( λ( i )

j )= 0，j = m + 2，⋯，n，i = 1，j。
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由引理 2、3 和推论 1 得，

aj =
Gj

Fj
，b2

j = Tj

Fj
> 0，j = m + 2，⋯，n。 （18）

证毕。

  注1 （1） 在定理 1 重构对称矩阵 A 的顺序主子阵 Am 时，主子阵 Am 的所有项都是唯一的，除了 am。

  （2） 定理 1 保证了圆锥曲线 C 总是存在的，不管它是否退化。设 bm = d，相当于在平面上考虑直线 X = d，这

条直线可能与圆锥曲线 C 相交，也可能不相交。定理 1 中的条件（6）d2 ( c2S2
m - RmUm ) > RmTm 保证了直线 X = d

与圆锥曲线 C 至少有一个交点。

推论2 基于定理 1 的相同假设和表示下，如果

d ∈ ( ù

û

ú
úú
ú0， RmTm

c2S2
m - RmUm

，

则存在主子阵 Am，其形式如式（1），使得 λ(1)
j ，λ( j )

j ( j = 1，⋯，m ) 是矩阵 A 的 j 阶顺序主子阵的最小，最

大特征值，且{λ(1)
j ，λ( j )

j }m

j = 1
满足条件（4）和 bm = d。

推论 3 基于定理 1 的相同假设和表示下，如果 c2S2
m - RmUm ≥ 0 和 d > 0，则存在形如（1）式的

主 子 阵 Am，使 得 λ(1)
j ，λ( j )

j ( j = 1，⋯，m ) 是 矩 阵 A 的 j 阶 顺 序 主 子 矩 阵 的 最 小 ，最 大 特 征 值 ，且

{λ(1)
j ，λ( j )

j }m

j = 1
满足条件（4）和 bm = d。

  注2 几何学上，推论 2 和推论 3 的建立可能得出不同类型的圆锥曲线，以下有 2 种情况：

  （1） 如果 det N > 0，( Rm + Um ) det M < 0，意味着 C 是椭圆的一部分。由于椭圆以原点为中心，任何直线 X =
d ( d > 0 ) 在适当区间都与 C 相交。

  （2） 如果 det M = det N = 0，圆锥曲线是退化的，当 Tm ( Rm + Um ) < 0 时，圆锥曲线由两条平行线组成，在这

种情况下，任何直线 X = d 与圆锥曲线 C 相交于一点。如果 det M ≠ 0，det N < 0，意味着圆锥曲线是一个以原点

为中心的双曲线，同样，在这种情况下，任何直线 X = d 与圆锥曲线 C 相交于的一个点。

3 数值算法与实例 

3.1　数值算法　

步骤 1 输入实数{λ(1)
j ，λ( j )

j }n

j = 1
和实数 d > 0 且 bm = d；

步骤 2 若{λ(1)
j ，λ( j )

j }n

j = 1
满足定理 1 中的条件（4）—（6）则继续；否则算法结束；

步骤 3 当 j = 1 时，a1 = λ(1)
1 ；

步骤 4 当 j = 2，⋯，m - 1 时，由（9）式计算 aj，bj - 1；

步骤 5 当 j = m 时，由（15）和（16）式计算 am，bm - 1，bm；

步骤 6 当 j = m + 1 时，由（17）式计算 am + 1，bm + 1；

步骤 7 当 j = m + 2，⋯，n 时，由（18）式计算 aj，bj；

步骤 8 输出矩阵 A。

3.2　数值实例　

设定 m = 4，n = 6，给定初始特征数据如表 1 所示。

解 根据定理 1，存在一个形如（1）式的主子阵 A4，通过 3.1 的数值算法和 MatlabR2021b 计算

表1　初始特征数据

Table 1　Initial characteristic data

j

λ( j )
j

λ(1)
j

1

0.500 0
0.500 0

2

1.000 0
-0.500 0

3

2.000 0
-1.000 0

4

3.000 0
-2.000 0

5

4.000 0
-3.000 0

6

5.000 0
-4.000 0
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得到 S4 = 20，R4 = 815
7 ，U4 = 4 390

49 ，T4 = -24 420
49 ，c = 0.845 2，如果 d = 1 时，d2 ( c2S2

4 - R4U4 )-

R4T4 = 16 422 450
343 ，满足定理 1 的条件（4），（5）和（6），计算得矩阵 A 的主子阵 A4 为

A4 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0.500 0 0.707 1 0 1.000 0
0.707 1 0 1.195 2 0

0 1.195 2 1.142 8 1.734 1
1.000 0 0 1.734 1 0.016 9

。

如果 d = 3 时，d2 ( c2S2
4 - R4U4 )- R4T4 =-332 84，意味着不存在主子阵 A4。根据推论 1 得，

d ∈ ( )0， R4T4

c2S2
4 - R4U4

= ( 0，2.391 5 ) 存在主子阵 A4 且 b4 = d。

通过 3.1 的数值算法和 MatlabR2021b 计算得到形如（1）式的矩阵为

A6 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú0.500 0 0.707 1 0 1.000 0 0 0
0.707 1 0 1.195 2 0 0 0

0 1.195 2 1.142 8 1.734 1 0 0
1.000 0 0 1.734 1 0.016 9 2.684 3 2.890 8

0 0 0 2.684 3 0.983 3 0
0 0 0 2.890 8 0 0.983 1

。

再通过 MatlabR2021b 计算 A6 的顺序主子矩阵的特征值如下

Λ( A1 ) = {- -- -- ----- --0.500 0 }，
Λ( A2 ) = {- -- -- -- ----- -- ---0.500 0，- -- -- ----- --1.000 0 }，

Λ( A3 ) = {- -- -- -- ----- -- ---1.000 0，0.642 8，- -- -- ----- --2.000 0 }，
Λ( A4 ) = {- -- -- -- ----- -- ---2.000 0，0.005 3，0.654 4，- -- -- ----- --3.000 0 }，

Λ( A5 ) = {- -- -- -- ----- -- ---3.000 0，-0.702 9，0.643 7，1.702 5，- -- -- ----- --4.000 0 }，
Λ( A6 ) = {- -- -- -- ----- -- ---4.000 0，-0.843 1，0.643 3，0.983 2，1.842 8，- -- -- ----- --5.000 0 }。

演示结果如图 1 所示。

3 结论 

本文基于周期 Jacobi 矩阵和箭型矩阵的研究，讨论了对称周期 Jacobi 矩阵加箭型矩阵的广义

逆谱问题。给定各主子阵的极端特征值，通过顺序主子阵间的递推关系来构造此类箭状矩阵明

图1　定理1中低阶A j特征值的分布

Fig.  1　The distribution of the eigenvalues of A j with low order in Theorem 1
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显存在困难。本研究结合几何学上圆锥曲线的相关性质，将矩阵的逆谱问题转换为求解圆锥曲

线方程的问题，进而实现了这一类箭状矩阵的重构。这对研究其他矩阵的逆谱问题有一定的借

鉴意义。
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