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基于复合非线性算子不动点定理的分数阶多点边值问题研究

张楠，张玲玲*，刘宏伟，王慧
（太原理工大学 数学学院，山西 太原 030024）

摘 要：本文研究了一类分数阶多点边值问题解的存在唯一性。首先考虑了一类复合型非线性算子，根据算子不

同的性质，给出相应的算子不动点定理，由此获得了该方程存在唯一解的若干充分条件。作为应用，通过具体例子

做了进一步的阐述。
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Abstract: This article investigates the existence and uniqueness of solutions to a class of fractional multipoint boundary value prob‐

lems. Firstly, we consider a class of composition nonlinear operator and provide corresponding fixed point theorems based on differ‐

ent properties of the operators. Then, several sufficient conditions for existence and uniqueness of solutions to the equation are ob‐

tained. As an application, an example is presented to illustrate the main results.
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0 引言 

非线性算子理论作为非线性分析的常用工具之一，在过去几十年中取得了很大的进展，它为

解决非线性微分、积分、差分方程初边值问题解的存在性、唯一性及唯一解的迭代逼近问题等提供

了强大的理论保障和基本工具［1-8］。由于经典的算子不动点定理依赖于算子具有的某种紧性条

件，这在一般的拓扑空间中往往难以满足，人们的研究方向已由要求非线性算子具有连续性和紧

性条件转化为非紧，非连续条件，并得到了很多新的理论和结果［9-15］。

在应用算子不动点定理处理微分方程的过程中，需要将微分方程的等价积分方程转换为相应

算子方程，其中等价积分方程一般形式为：x ( t ) = ∫
0

1
G ( t，s ) f ( s，x ( s ) ) ds，这里的 G ( t，s ) 是 Green 函
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数，f ( s，x ) 是方程的非线性项。由于各个学科及交叉学科领域中涌现出越来越多的非线性问题，

抽象出的分数阶微分模型也越来越复杂，当微分方程的等价积分方程为：

x ( t )=∫
0

1
G1 ( t，s ) ∫

0

1
G2 ( s，τ ) f ( τ，x ( τ ) ) dτ ds， （1）

这时现有的算子不动点定理可以对其进行整体求解，却不能很好地展现方程中的全部特征。鉴于

上述积分方程的形式，考虑利用两个算子的复合来研究。因此，本文给出了一类非紧、非连续的复

合型算子方程

( )T ( C + D ) ( x，x )= T ( )( C + D )( x，x ) = x， 
获得了相应的不动点定理，并应用于如下分数阶多点边值问题。
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Dβ
0+( )Dβ

0+ x ( t ) = μ ( )t，x ( t )，x ( t ) + ν ( )t，x ( t )，x ( t ) ，      l - 1 < β ≤ l，    2l - 1 < 2β ≤ 2l ( l ≥ 2 )，   

x( k ) ( 0 )= 0     ( k = 0，1，…，l - 2 )，        Dγ
0+ x (1 )= ∑

k = 1

m - 2
ξk Dγ

0+ x ( ηk )，      β - γ - 1 > 0，

( )Dβ
0+ x ( t ) ( k )| t = 0 = 0，        Dγ

0+( )Dβ
0+ x ( t ) | t = 1 = ∑

k = 1

m - 2
ξk Dγ

0+( )Dβ
0+ x ( t ) | t = ηk

， 0 < ξk，ηk < 1，         

（2）

其中 Dβ
0+，Dγ

0+ 表示 Riemann-Liouville 分数阶导数，0 < ∑
k = 1

m - 2
ξk ηβ - γ - 1

k < 1。
研究了一类复合型非线性算子不动点理论，为等价积分方程为形式（1）的微分方程提供一种

新的解决方案，丰富了非线性算子理论的相关研究；根据方程中参数的设置可简化为文献［12］，文

献［13］中方程，表明方程具有较一般的形式，这是对已有工作的扩展和改进，也表明了算子不动点

定理应用的有效性和广泛性。

本文结构如下：第 1 部分列出相关引理，第 2 部分给出一类复合算子的性质及其相应结论，第 3
部分利用所得结论研究方程（2）解的存在唯一性，第 4 部分，通过实例做了进一步的阐述。

1 预备知识 

引理1 令 μ，ν ∈ C ( [ 0，1 ]× R+ × R+ )， M = 1 - ∑
i = 1

m - 2
ξi ηβ - γ - 1

i ，那么方程（2）的等价积分方程为

x ( t )=∫
0

1
K ( t，s ) ∫

0

1
K ( s，τ ) [ ]μ ( )τ，x ( τ )，x ( τ ) + ν ( )τ，x ( τ )，x ( τ ) dτds， （3）

其中

K ( t，s )= g1 ( t，s )+ g2 ( t，s )，

g1 ( t，s )=
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t β - 1 (1 - s )β - γ - 1 -( t - s )β - 1

Γ( β ) ，     0 ≤ s ≤ t ≤ 1；

t β - 1 (1 - s )β - γ - 1

Γ( β ) ，  0 ≤ t ≤ s ≤ 1，

g2 ( t，s )=

ì
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t β - 1

MΓ( β ) ∑0 ≤ s ≤ ηi
ξi[ ]ηβ - γ - 1

i (1 - s )β - γ - 1 -( ηi - s )β - γ - 1 ，       0 ≤ t ≤ 1；

t β - 1

MΓ( β ) ∑ηi ≤ s ≤ 1 ξiηβ - γ - 1
i (1 - s )β - γ - 1， 0 ≤ t ≤ 1。

证明 令  Dβ
0+ x ( t ) = u ( t )，g ( t ) =-[ ]μ ( )t，x ( t )，x ( t ) + ν ( )t，x ( t )，x ( t ) ，由方程（2）的相应部分，

可得

Dβ
0+u ( t )=-g ( t )，   u( k ) ( 0 )= 0    ( k = 0，1，⋯，l - 2 )，         Dγ

0+u (1 )= ∑
k = 1

m - 2
ξk Dγ

0+u ( ηk )。 （4）

对方程（4）第一个式子两边进行积分，可得 u ( t ) =-I β
0+ g ( t )+c1t β - 1 + c2t β - 2+…+clt β - l。 根据条件
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 u( k ) ( 0 )= 0    ( k = 0，1，⋯，l - 2 )，可推出  cl = cl - 1 = ⋯ = c2 = 0。 利用  Dγ
0+t β - 1 = Γ( β )

Γ( β - γ ) t
β - γ - 1 及方程

（4）剩余条件  Dγ
0+u (1 ) = ∑

k = 1

m - 2
ξk Dγ

0+u ( ηk )，计算可得

c1 = 1
MΓ( β ) ∫0

1
(1 - s )β - γ - 1 g ( s ) ds  - 1

MΓ( β ) ∑
k = 1

m - 2
ξk∫

0

ηk

( ηk - s )β - γ - 1 g ( s ) ds。
将 c1 代入方程，再根据 M 的定义，可推出

u ( t )=-∫
0

t ( t - s )β - 1

Γ( β ) g ( s ) ds +∫
0

1 t β - 1 (1 - s )β - γ - 1

Γ( β ) g ( s ) ds +
t β - 1 ∑

k = 1

m - 2
ξk ηβ - γ - 1

k

MΓ( β ) ×

∫
0

1
(1 - s )β - γ - 1 g ( s ) ds - t β - 1

MΓ( β ) ∫0

1

∑s < ηk
ξk ( ηk - s )β - γ - 1 g ( s ) ds =

                      ∫
0

1
( g1 ( t，s )+ g2 ( t，s ) ) g ( s ) ds =∫

0

1
K ( t，s ) g ( s ) ds，

那么，Dβ
0+ x ( t ) = ∫

0

1
K ( t，s ) g ( s ) ds。 分析问题（2）的剩余条件，可以发现其结构与方程（4）相同。因

此，利用相同的方法，可获得结论（3）。

引理2 令 0 < M < 1，则有如下性质

（i） 对于任意的 (t，s) ∈ [ 0，1 ]×[ 0，1 ]，K ( t，s ) 是连续的；

（ii） 0 ≤ t β - 1m ( s )
Γ( β ) ≤ K ( t，s ) ≤ t β - 1

MΓ( β )，   ∀t，s ∈ [ 0，1 ]，其中  m ( s ) = (1 - s )β - γ - 1 (1 -(1 - s )γ )。
证明 根据 K ( t，s ) 定义，可知（i）成立。当  0 ≤ s ≤ t < 1，有

0 ≤ t β - 1m ( s )
Γ( β ) = t β - 1 (1 - s )β - γ - 1 - t β - 1 (1 - s )β - 1

Γ( β ) ≤ g1 ( t，s ) =

t β - 1 (1 - s )β - γ - 1 -( t - s )β - 1

Γ( β ) ≤ t β - 1 (1 - s )β - γ - 1

Γ( β ) 。

当 0 ≤ t ≤ s < 1，可得 0 ≤ t β - 1m ( s )
Γ( β ) ≤g1 ( t，s ) = t β - 1 (1 - s )β - γ - 1

Γ( β ) 。

当 0 ≤ s ≤ ηi，下列式子成立：g2 ( t，s )≥ t β - 1

MΓ( β ) ∑
0 ≤ s ≤ ηi

ξi [ ηβ - γ - 1
i (1 - s )β - γ - 1 - ηβ - γ - 1

i (1 - s )β - γ - 1 ]= 0 

及 g2 ( t，s ) ≤ t β - 1

MΓ( β ) ∑
i = 1

m - 2
ξi ηβ - γ - 1

i (1 - s )β - γ - 1。

当  ηi ≤ s ≤ 1，可得0 ≤ g2 ( t，s )≤ t β - 1

MΓ( β ) ∑
i = 1

m - 2
ξi ηβ - γ - 1

i (1 - s )β - γ - 1。

由 K ( t，s ) 的定义及  M=1-∑
i=1

m-2
ξi ηβ-γ-1

i ，可推得K ( t，s )=g1 ( t，s )+g2 ( t，s )≥g1 ( t，s )≥t β-1m ( s )
Γ( β ) ≥0及

K ( t，s ) ≤ t β - 1 (1 - s )β - γ - 1

Γ( β ) + t β - 1

MΓ( β ) ∑
i = 1

m - 2
ξi ηβ - γ - 1

i (1 - s )β - γ - 1 ≤ t β - 1

MΓ( β )，即（ii）成立。

2 复合算子不动点定理 

令 E 是实 Banach 空间，P 是 E 中的非空闭凸子集，若 P 满足：x ∈ P，λ ≥ 0 ⇒ λx ∈ P；x ∈ P，-
x ∈ P ⇒ x= θ，θ 为 E 中零元，那么称 P 是 E 中的锥。由 P 引出 E 中半序关系：x，y ∈ E，x ≤ y 当且仅

当 y - x ∈ P。若 x ≤ y 且 x ≠ y，则记作 x < y 或 y > x。 锥 P 称为正规的，若存在常数 M > 0，使
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得 ∀x，y ∈ E，θ ≤ x ≤ y，都有  x ≤ M y ，其中 M 为正规常数。给定 h > θ，记

Ph = { x ∈ E|∃λ1 ( x )，λ2 ( x ) > 0，使得 λ1 ( x ) h ≤ x ≤ λ2 ( x ) h } 。
定理 1 令 P 是 E 上的正规锥，算子 T：P → P，   C，D：P × P → P。T 是增算子，C，D 是混合单调

算子。假设

( l1 ) 对于任意的 τ ∈ ( 0，1)，u，v ∈ P，存在 η( τ ) ∈ ( τ，1 ]，有

T ( τu )≥ τTu，           C ( τu，τ-1v )≥ η( τ )C ( u，v )，            D ( τu，τ-1v )≥ τD ( u，v ) ；
( l2 ) 对于任意的  u，v ∈ Ph，  存在  ω > 0，有  D ( u，v ) ≤ ωC ( u，v )；
( l3 ) 存在 h1 ∈ Ph，有  Th1，C ( h1，h1 )，D ( h1，h1 ) ∈ Ph。

则下列结论成立：

（L1） T (( C + D )( h，h ) ) ∈ Ph；

（L2） ∃x0，y0 ∈ Ph，r ∈( 0，1)， 有  ry0 ≤ x0 < y0， x0 ≤ T ( )( C + D )( x0，y0 ) ≤ T ( )( C + D )( y0，x0 ) ≤ y0；

（L3） T ( )( C + D )( z，z ) = z 有唯一解  z* ∈ Ph；

（L4） 对于任意初值  u0，v0 ∈ Ph，构造如下两个迭代序列：un = T ( )( C + D )( un - 1，vn - 1 ) ，     vn =
T ( )( C + D )( vn - 1，un - 1 ) ，其中  n = 1，2，⋯。 当  n → ∞，有  un → z*，vn → z*。

证明 第一步：证明 T ( C + D ) 是混合单调算子。取任意的  x1，x2，y1，y2 ∈ P，令  x1 ≤ x2，y1 ≥ y2，

根据 C，D 是混合单调算子，可得 ( C + D )( x1，y1 ) ≤ ( C + D )( x2，y2 )，进一步由 T 的单调性，可得

( )T ( C + D ) ( x1，y1 )= T ( )( C + D )( x1，y1 ) ≤ T ( )( C + D )( x2，y2 ) = ( )T ( C + D ) ( x2，y2 )，
因此 T ( C + D ) 是混合单调算子。

第二步：证明 ( )T ( C + D ) ( h，h ) ∈ Ph。
（i） 利用给出的条件 ( l1 )，有

T ( τ-1u )≤ τ-1Tu，           C ( τ-1u，τv )≤ η( τ )-1C ( u，v )，             D ( τ-1u，τv )≤ τ-1 D ( u，v )。 （5）
利用条件 ( l3 ) 中 Th1，C ( h1，h1 )，D ( h1，h1 ) ∈ Ph，可知：存在足够小的常数  a1，b1，c1 ∈ ( 0，1) 及 0 < b1 +
c1 < 1，有

a1h ≤ Th1 ≤ a1
-1h，             b1h ≤ C ( h1，h1 )≤ b1

-1h，              c1h ≤ D ( h1，h1 )≤ c1
-1h。 （6）

由于  h1 ∈ Ph，存在足够小的数  d1 ∈ ( 0，1)，有 d1h ≤ h1 ≤ d1
-1h。 进一步，可证明

Th ≤ T ( d1
-1h1 )≤ d1

-1Th1 ≤ d1
-1a1

-1h，               Th ≥ T ( d1h1 )≥ d1Th1 ≥ d1a1h。 （7）
同理可得

η( d1 )b1h ≤ C ( h，h )≤ η( d1 )-1b1
-1h，               d1c1h ≤ D ( h，h )≤ d1

-1c1
-1h。 （8）

由此推断，C ( h，h )，D ( h，h ) ∈ Ph。
（ii） 对于任意的 u，v ∈ Ph，存在常数  m1，m2 ∈ ( 0，1) 使得 m1h ≤ u ≤ m1

-1h，     m2h ≤ v ≤ m2
-1h。 

令 m = min{ m1，m2 }，再利用算子 C 的混合单调性，条件 ( l1 ) 及公式（5），公式（8），可得

η( m )η( d1 )b1h ≤ C ( m1h，m2
-1h )≤ C ( u，v )≤ C ( m1

-1h，m2h )≤ η( m )-1η( d1 )-1b1
-1h，

因 此 ，C：Ph × Ph → Ph。 同 理 有  D：Ph × Ph → Ph，那 么  C ( u，v ) 等 价 于  D ( u，v )。 定 义

F { u v } =inf { k ∈ R|u ≤kv }，令  Ju，v = F ( D ( u，v )
C ( u，v ) )。 根据条件 ( l2 )，有  Ju，v ≤ ω。 考虑函数 h̄ ( s ) =

η( t )+ Ju，vt
( Ju，v + 1) s

，  s ∈ [ t，η( t ) ]，可知  h̄ 关于 s 递减。根据  s < η( s )≤ 1及  h̄，有 h̄ ( ωt + η( t )
ω + 1 )> 1，h̄ ( η( t ) )< 1

及
ωt + η( t )

ω + 1 > t。 根据  h̄ 的单调性，∃ϕ1 ( t )∈( ωt + η( t )
ω + 1 ，η( t ) )⊂( t，1 ]使得 h̄ ( ϕ1 ( t ) )= η( t )+ Ju，vt

( Ju，v + 1)ϕ1 ( t ) =

1，表明  Ju，v = η( t )- ϕ1 ( t )
ϕ1 ( t )- t

。 事实上，根据 Ju，v 定义，可得
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D ( u，v )≤ η( t )- ϕ1 ( t )
ϕ1 ( t )- t

C ( u，v )，     ∀t ∈( 0，1)，u，v ∈ Ph 。 （9）

基于条件 ( l1 ) 及不等式（9），可推出：对于任意的  s ∈ ( 0，1)  ，   u，v ∈ Ph，     ∃ϕ1 ( s ) ∈ ( s，1 ]，使得

( C + D )( su，s-1v )≥ ϕ1 ( s )C ( u，v )+ ( )η( s )- ϕ1 ( s ) C ( u，v )+ sD ( u，v )≥

ϕ1 ( s )C ( u，v )+ ( )η( s )- ϕ1 ( s ) ϕ1 ( s )- s
η( s )- ϕ1 ( s ) D ( u，v )+ sD ( u，v )       = ϕ1 ( s )( C + D )( u，v )。 （10）

（iii） 利用式（10），可推出 ( C + D )( s-1u，sv ) ≤ ϕ1 ( s )-1 ( C + D )( u，v )。 进一步根据算子 T ( C +
D ) 的单调性，条件 ( l1 ) 及公式（5）—公式（7），下列不等式成立

( )T ( C + D ) ( h，h )= T ( )( C + D )( h，h ) ≤ T ( )( C + D )( d1
-1h1，d1h1 ) ≤

T ( )ϕ1 ( d1 )-1 ( C + D )( h1，h1 ) ≤ ϕ1 ( d1 )-1T ( )( C + D )( h1，h1 ) ≤

ϕ1 ( d1 )-1T ( )( )1
b1

+ 1
c1

h ≤ ϕ1 ( d1 )-1 ( )1
b1

+ 1
c1

Th ≤ ϕ1 ( d1 )-1 ( )1
b1

+ 1
c1

1
d1

1
a1

h，

及

( )T ( C + D ) ( h，h )≥ T ( )( C + D )( d1h1，d1
-1h1 )   ≥ ϕ1 ( d1 )T ( )( C + D )( h1，h1 ) ≥

ϕ1 ( d1 )T ( )( b1 + c1 )h   ≥ ϕ1 ( d1 )( b1 + c1 )Th ≥ ϕ1 ( d1 )( b1 + c1 ) d1a1h，

表明 ( )T ( C + D ) ( h，h ) ∈ Ph 。
第三步：由公式（10）可知，∃ϕ1 ( s ) ∈ ( s，1 ] 有

( )T ( C + D ) ( su，s-1v )= T ( )( C + D )( su，s-1v ) ≥ T ( )ϕ1 ( s )( C + D )( u，v ) ≥
ϕ1 ( s ) ( )( C + D )( u，v ) = ϕ1 ( s ) ( )T ( C + D ) ( u，v )。

根据文献［4］中定理条件，可得结论（L1）—（L4）成立。

注1 当算子 D 的性质由  D ( τu，τ-1v ) ≥ τD ( u，v ) 变为  ∃η1 ( τ ) ∈ ( τ，1 ]，D ( τu，τ-1v ) ≥ η1 ( τ ) D ( u，v )，为了得到公式

（10），只需取 ϕ1 ( s ) = min { η( s )，η1 ( s ) }，这时我们不再需要条件 ( l2 )，定理结论（L1）—（L4）依旧成立。

定理2 令 P 是 E 上的正规锥，假设算子  T：P → P 是增算子，C，D：P × P → P 是混合单调算子，

条件 ( l2 )—( l3 ) 成立且

( l4 ) 对 于 任 意 的  τ ∈ ( 0，1)  ，u，v ∈ P， 存 在  η( τ ) ∈ ( τ，1 ] 有 T ( τu ) ≥ τTu， C ( τu，τ-1v ) ≥
η( τ )C ( u，v )，及对于固定的  v ∈ P，D (⋅，v ) 是凹的，对于固定的  u ∈ P，   D ( u，⋅) 是凸的；

( l5 )  ∃ 1
2 ≤ a ≤ 1，有  D ( θ，bh ) ≥ aD ( bh，θ )，  b ≥ 1。 则结论（L1）—（L4）成立。

证明 利用条件 ( l4 )，有 D ( u，v ) = D ( u，ττ-1v +(1 - τ )θ ) ≤ τD ( u，τ-1v )+(1 - τ ) D ( u，θ )，表明 

τD ( u，τ-1v )≥ D ( u，v )-(1 - τ ) D ( u，θ )。 利 用 条 件 ( l5 ) 中 1
2 ≤ a ≤ 1，可 得 ( 2 - a-1 )+( a-1 - 1)τ ≥

( 2 - a-1 )τ +( a-1 - 1)τ = τ。 由于可以找到一个足够大的数 b，有  u，v，τ-1v ≤ bh。 进一步利用条

件 ( l4 )—( l5 )，可推出

D ( τu，τ-1v )= D ( τu +(1 - τ )θ，τ-1v )≥ D ( u，v )-(1 - τ ) D ( u，θ )+(1 - τ ) D ( θ，τ-1v )≥
D ( u，v )+(1 - τ )( D ( θ，bh )- D ( bh，θ ) )   ≥ D ( u，v )+(1 - τ ) [ D ( θ，bh )- a-1 D ( θ，bh ) ]   ≥

[ 1 +(1 - τ )(1 - a-1 ) ] D ( u，v )   =[( 2 - a-1 )+( a-1 - 1)τ ] D ( u，v )≥ τD ( u，v )，
表明 D ( τu，τ-1v ) ≥ τD ( u，v )，τ ∈ ( 0，1)。 这时可以发现条件 ( l4 )—( l5 ) 可推出条件 ( l1 )。因此，根据定

理 1 的证明，可得结论 （L1）—（L4） 成立。

3 分数阶多点边值问题解的存在唯一性 

令 E = C [ 0，1 ]，范数为   x = sup
0 ≤ t ≤ 1

|x ( t )|， P = { x ∈ E：x ( t ) ≥ 0，t ∈ [ 0，1 ] } 。 显然，( E， ⋅ ) 是
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Banach 空间，P 是正规锥，正规常数为 1。
定 理 3 对 于 任 意 的  t ∈ [ 0，1 ]，x，y ∈ [ 0，+∞ )，  μ( t，x，y )，ν ( t，x，y ) 是 连 续 的 且  μ( t，0，1)， 

ν ( t，0，1) ≡0。假设

( H1 )  μ( t，x，y )，ν ( t，x，y ) 关于 x 是递增的，关于 y 是递减的；

( H2 ) 对 于 任 意 的  τ ∈ ( 0，1)，∃η( τ ) ∈ ( τ，1 ]，有 μ( t，τx，τ-1 y ) ≥ η( τ ) μ( t，x，y )，       ν ( t，τx，τ-1 y ) ≥
τν ( t，x，y )；

( H3 ) ∃ω > 0，有  v ( t，x，y ) ≤ ωμ( t，x，y )。
那么问题（2）在 Ph 上有唯一解  x*，其中  h ( t ) = t β - 1。
证明 定义三个算子 T：P → E，C，D：P × P → E 为

(Tx )( t )=∫
0

1
K ( t，s ) x ( s ) ds，     C ( x，y )( t )=∫

0

1
K ( t，s ) μ( s，x ( s )，y ( s ) ) ds，

D ( x，y )( t )=∫
0

1
K ( t，s ) ν ( s，x ( s )，y ( s ) ) ds， 

有

(T ( C + D ) )( x，y )( t )=∫
0

1
K ( t，s )( ∫

0

1
K ( s，τ ) [ μ( τ，x ( τ )，y ( τ ) )+ ν ( τ，x ( τ )，y ( τ ) ) ] dτ ) ds。

因此，由引理 1 可知：x 是方程 （2） 的解当且仅当  x = (T ( C + D ) )( x，x )。接下来分三步证明。

第一步：考虑到  μ，ν 的定义，条件 ( H1 ) 及引理 2，可推出：T：P → P 是增算子，C，D：P × P → P 是

混合单调算子。由条件 ( H2 )，可得对于任意的 τ ∈ ( 0，1)， 存在 η( τ ) ∈ ( τ，1 ]，有

T ( τx )( t )=∫
0

1
K ( t，s )τx ( s ) ds ≥ τ ∫

0

1
K ( t，s ) x ( s ) ds = τTx ( t )，

C ( τx，τ-1 y )( t )=∫
0

1
K ( t，s ) μ( s，τx ( s )，τ-1 y ( s ) ) ds ≥∫

0

1
K ( t，s )η( τ ) μ( s，x ( s )，y ( s ) ) ds = η( τ )C ( x，y )( t )，

D ( τx，τ-1 y )( t )=∫
0

1
K ( t，s ) ν ( s，τx ( s )，τ-1 y ( s ) ) ds ≥∫

0

1
K ( t，s )τν ( s，x ( s )，y ( s ) ) ds = τD ( x，y )( t )。

即验证了定理 1 条件 ( l1 ) 的成立。

第二步：令  h1 ( t ) = h ( t ) = t β - 1，运用引理 2，可得

Th1 ( t )=∫
0

1
K ( t，s ) sβ - 1 ds ≤ t β - 1

MΓ( β ) ∫0

1
sβ - 1 ds = t β - 1

MΓ( β + 1) = 1
MΓ( β + 1) h ( t )，

Th1 ( t )≥ t β - 1

Γ( β ) ∫0

1
m ( s ) sβ - 1 ds =( 1

Γ( β ) ∫0

1
m ( s ) sβ - 1 ds ) h ( t )。

因此可得  Th1 ∈ Ph 成立。此外，根据非线性项 μ 的单调性及引理 2，可推出

C ( h1，h1 )( t )=∫
0

1
K ( t，s ) μ( s，sβ - 1，sβ - 1 ) ds ≤ t β - 1

MΓ( β ) ∫0

1
μ( s，sβ - 1，sβ - 1 ) ds ≤ 1

MΓ( β ) ∫0

1
μ( s，1，0 ) ds ⋅ h ( t )，

                                                           C ( h1，h1 )( t )≥ t β - 1

Γ( β ) ∫0

1
m ( s ) μ( s，sβ - 1，sβ - 1 ) ds ≥ 1

Γ( β ) ∫0

1
m ( s ) μ( s，0，1) ds ⋅ h ( t )。

由 μ( s，0，1) ≡0 及 μ( s，1，0 ) ≥ μ( s，0，1) ≥ 0，可得 C ( h1，h1 ) ∈ Ph。 同理可知 D ( h1，h1 ) ∈ Ph。
第三步： 运用给出的条件 ( H3 )，可推得

D ( x，y )( t )=∫
0

1
K ( t，s ) ν ( s，x ( s )，y ( s ) ) ds ≤∫

0

1
K ( t，s )ωμ( s，x ( s )，y ( s ) ) ds = ωC ( x，y )( t )， （11）

即定理 1 条件 ( l2 ) 成立。根据定理 1，可推出问题（2）在 Ph 上有唯一解  x*，其中  h ( t ) = t β - 1。
定 理 4 对 于 任 意 的  t ∈ [ 0，1 ]，x，y ∈ [ 0，+∞ )，  μ( t，x，y )，ν ( t，x，y ) 是 连 续 的 且  μ( t，0，1)， 

ν ( t，0，1) ≡0。假设 ( H1 )，( H3 )成立且

( H4 ) 对于任意的  τ∈( 0，1)，∃η( τ )∈( τ，1 ]，有  μ( t，τx，τ-1 y )≥η( τ ) μ( t，x，y ) ；对于任意τ∈( 0，1)， x1，x2， 
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y1，y2 ∈[ 0，+∞ )，有 ν ( t，τx1 +(1 - τ ) x2，y )≥ τν ( t，x1，y )+(1 - τ ) ν ( t，x2，y )，   ν ( t，x，τy1 +(1 - τ ) y2 )   ≤ 
τν ( t，x，y1 )+ (1-τ ) ν ( t，x，y2 ) ；

( H5 ) ∃ 1
2 ≤ a ≤ 1 有 ν ( s，θ，bh ) ≥ aν ( s，bh，θ )，b ≥ 1。

那么问题（2）在 Ph 上有唯一解  x*，其中  h ( t ) = t β - 1。
证明 定义与定理 3 相同的算子 T，C，D。

（i） 考虑到  μ，ν 的定义， 单调性及引理 2， 可得  C，D：P × P → P 是混合单调算子， T：P → P 是

增算子。令 h1 ( t ) = h ( t ) = t β - 1，根据定理 3 的第二步证明，可得 Th1，C ( h1，h1 )，D ( h1，h1 ) ∈ Ph。 此外

根据给定的条件 ( H3 )，由定理 3 的第三步证明可推出式子（11）， 即 D ( x，y ) ≤ ωC ( x，y ) 成立。

（ii） 验证定理 2 的条件 ( l4 )。根据条件 ( H4 )，可知 T ( τx ) ≥ τTx，C ( τx，τ-1 y ) ≥η( τ )C ( x，y )。 因

此只需验证算子 D 满足凹凸性。根据条件 ( H4 )，可知：对于任意的  τ ∈ ( 0，1)，x1，x2 ∈ P，可得

D ( )τx1+(1-τ ) x2，y ( t )≥∫
0

1
K ( t，s ) [ ]τν ( )s，x1 ( s )，y ( s ) +(1-τ ) ν ( )s，x2 ( s )，y ( s ) ds=

τ ∫
0

1
K ( t，s ) ν ( )s，x1 ( s )，y ( s ) ds+(1-τ ) ∫

0

1
K ( t，s ) ν ( )s，x2 ( s )，y ( s ) ds=τD ( x1，y )( t )+(1-τ ) D ( x2，y )( t )。

相似地，对于任意的  τ ∈ ( 0，1)，y1，y2 ∈ P，可知

D ( )x，τy1 +(1 - τ ) y2 ( t )≤∫
0

1
K ( t，s ) [ ]τν ( )s，x ( s )，y1 ( s ) +(1 - τ ) ν ( )s，x ( s )，y2 ( s ) ds =

τD ( x，y1 )( t )+(1 - τ ) D ( x，y2 )( t )。
由上可知：对于任意的  v ∈ P，D (⋅，v ) 是凹的；对于任意的 u ∈ P，D ( u，⋅) 是凸的。

（iii） 验证定理 2 的条件 ( l5 )。根据已知条件 ( H5 )， ∃ 1
2 ≤ a ≤ 1，有

D ( )θ，bh ( t ) =∫
0

1
K ( t，s ) ν ( )s，θ，bh ( s ) ds ≥ a∫

0

1
K ( t，s ) ν ( )s，bh ( s )，θ ds = aD ( )bh ( t )，θ 。

因此，由定理 2 可得问题（2）在 Ph 上有唯一解  x*，其中  h ( t ) = t β - 1。
4 应用举例 

例1 考虑如下分数阶边值问题

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

D
19
4

0+ ( )D
19
4

0+ x ( t ) =( x + 1)
1
2 + 5x-1

3 + 3( x + 1)
1
6 + 3 + t + 5t 2，

x( k ) ( 0 )= 0 ( k = 0，1，2，3 )，D
1
2
0+ x (1 )= 1

5 D
1
2
0+ x ( )1

3 + 1
4 D

1
2
0+ x ( )1

2 ，         

( )D
19
4

0+ x ( t )
( k )

| t = 0 = 0，        D
1
2
0+( )D

19
4

0+ x ( t ) | t = 1 = 1
5 D

1
2
0+( )D

19
4

0+ x ( t ) |
t = 1

3
+ 1

4 D
1
2
0+( )D

19
4

0+ x ( t ) |
t = 1

2
，          

（12）

其 中 μ( t，x，y ) = ( x + 1)
1
2 + y- 1

3 + 3 + t，     ν ( t，x，y ) = 3( x + 1)
1
6 + 4y- 1

3 + 5t 2， β = 19
4 ∈ ( 4，5 )，   γ =

1
2 ∈ ( 0，1)，    β - γ - 1 = 13

4 > 0，   m = 4，    ξ1 = 1
5，   ξ2 = 1

4，   η1 = 1
3，    η2 = 1

2 。
结论 问题（12）有唯一解  x* ∈ Ph，其中  h ( t ) = t

15
4 。

证 明 （i） 由 上 述 参 数 ，可 得 M = 1 - ( )1
5 × 1

3

13
4

+ 1
4 × 1

2

13
4

< 1， μ( t，0，1) = 5 + t ≡0，   

ν ( t，0，1) = 7 +5t 2≡0。此外，μ( t，x，y )，ν ( t，x，y ) 关于 x 是递增的，关于 y 是递减的，即定理 3 中条件
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( H1 ) 成立。

（ii） 验证定理 3 中条件 ( H2 ) 成立。令 η( τ ) = τ
1
2，   τ ∈ ( 0，1)，可得  η( τ ) > τ 及

μ( t，τx，τ-1 y )≥ τ
1
2 ( x + 1)

1
2 + τ

1
3 y-1

3 + 3 + t ≥ τ
1
2 é
ë
êêêê

ù
û
úúúú( x + 1)

1
2 + y-1

3 + 3 + t = η( τ ) μ( t，x，y )，

ν ( t，τx，τ-1 y )≥ 3τ
1
6 ( x + 1)

1
6 + 4τ

1
3 y-1

3 + 5t 2 ≥ τ
1
3 é
ë
êêêê

ù
û
úúúú3( x + 1)

1
6 + 4y-1

3 + 5t 2 ≥ τν ( t，x，y )。
（iii） 验证定理 3 中条件 ( H3 ) 成立。令  ω = 4，可知

ν ( t，x，y )= 3( x + 1)
1
6 + 4y-1

3 + 5t 2 ≤ 4 é
ë
êêêê

ù
û
úúúú( x + 1)

1
2 + y-1

3 + 3 + t = ωμ( t，x，y )。
由定理 3，可知问题（12）有唯一解  x* ∈ Ph，其中  h ( t ) = t

15
4 。
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