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带权罗-巴Lie-Yamaguti代数的上同调

腾文
（贵州财经大学 数学与统计学院，贵州 贵阳 550025）

摘 要：本文研究带权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数， 首先给出带权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数的表示和上同调。作为上

同调的应用， 研究带权罗-巴Lie-Yamaguti 代数的单参数形式形变。
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Cohomology of Weighted Rota-Baxter Lie-Yamaguti Algebras
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Abstract: In this paper, we consider weighted Rota-Baxter Lie-Yamaguti algebras. Firstly, we introduce a representations and co‐

homology of the weighted Rota-Baxter Lie-Yamaguti algebras. As the applications of cohomology, we study one parameter formal 

deformations of the weighted Rota-Baxter Lie-Yamaguti algebras.
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0 引言 

Lie-Yamaguti 代数的概念由 Kinyon 和 Weinstein［1］在研究 Courant 代数体时提出。这种代数结构

可追溯到 1954 年 Nomizu［2］对齐次空间上不变仿射连通的研究，以及 Yamaguti［3-4］对一般李三系和

李三代数的工作。近年来，Lin 等［5］、Zhang 等［6］、Sheng 等［7-8］、Takahashi 等［9］学者研究了 Lie-Yama⁃
guti 代数的拟导子、扩张、形变、复积结构、辛结构、quandle 模等内容。

结合代数上罗-巴算子的概念首次由 Baxter［10］在研究概率论中浮动问题时提出。在李代数

中，一个权为 0 的罗-巴算子在 20 世纪 80 年代作为经典的杨-巴克斯特方程的算子形式被独立引

入［11］。过去 20 年，罗-巴算子与洗牌积［12］、代数 operads 分裂［13］、无穷小双代数［14］、Hopf 代数［15］、

Double 代数［16］和量子场论重整化［17］等数学物理众多分支的联系受到了广泛关注。最近，带权罗-

巴结合代数［18］、带权罗-巴 Lie 代数［19］、带权罗-巴 pre-Lie 代数［20］、带权罗-巴 3-Lie 代数［21］等被广

泛研究。受上述工作启发，本文引入带权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数的概念，并给出带权罗-巴 Lie-
Yamaguti 代数的表示和上同调。随后，利用所得上同调研究带权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数的形式形

变。所得结论可认为是带权罗-巴 Lie 代数［19］相应结论的推广。特别地，当带权罗-巴 Lie-Yamagu⁃
ti 代数的 Lie 括积为平凡时，带权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数自然成为带权罗-巴李三系。
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腾文：带权罗-巴Lie-Yamaguti代数的上同调

本文中所有向量空间和线性映射均在特征为 0 的域 Κ 上。

1 罗⁃巴Lie⁃Yamaguti代数的表示 

定义 1［1］ 设 L 为向量空间，[⋅，⋅] 和 {⋅，⋅，⋅} 分别是 L 上的二元和三元线性运算，对任意的

a，b，c，u，v，w ∈ L，满足下列等式：

[ a，b ]=-[ b，a ]， （1）
{ a，b，c }=-{ b，a，c }， （2）

[ [ a，b ]，c ]+[ [ b，c ]，a ]+[ [ c，a ]，b ]+{ a，b，c }+{ b，c，a }+{ c，a，b }= 0， （3）
{ [ a，b ]，c，u }+{ [ b，c ]，a，u }+{ [ c，a ]，b，u }= 0， （4）

{ a，b，[ u，v ] }=[ { a，b，u }，v ]+[ u，{ a，b，v } ]， （5）
{ a，b，{ u，v，w } }={ { a，b，u }，v，w }+{ u，{ a，b，v }，w }+{ u，v，{ a，b，w } }， （6）

则称 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) 为 Lie-Yamaguti 代数。

Lie-Yamaguti 代 数 的 同 态 ψ：( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) → ( L′，[⋅，⋅]′，{⋅，⋅，⋅}') 是 线 性 映 射 ， 且 满 足

ψ ( [ a，b ] ) =[ ψ ( a )，ψ ( b ) ]′，ψ ( { a，b，c } ) = { ψ ( a )，ψ ( b )，ψ ( c ) }′，∀a，b，c ∈ L。

定义 2［4］ 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) 为 Lie-Yamaguti 代数，V 为线性空间，线性映射 ρ：L → End(V ) 和
双线性映射 D，θ：L × L → End(V )，对任意的 a，b，c，u，v ∈ L，满足下列等式：

D ( a，b )- θ ( b，a )+ θ ( a，b )+ ρ( [ a，b ] )- ρ( a ) ρ( b )+ ρ( b ) ρ( a )= 0， （7）
D ( [ a，b ]，c )+ D ( [ b，c ]，a )+ D ( [ c，a ]，b )= 0， （8）

θ ( [ a，b ]，c )- θ ( a，c ) ρ( b )+ θ ( b，c ) ρ( a )= 0， （9）
D ( a，b ) ρ( c )- ρ( c ) D ( a，b )- ρ( { a，b，c } )= 0， （10）
θ ( a，[ b，c ] )- ρ( b )θ ( a，c )+ ρ( c )θ ( a，b )= 0， （11）

θ ( u，v ) D ( a，b )- D ( a，b )θ ( u，v )+ θ ( { a，b，u }，v )+ θ ( u，{ a，b，v } )= 0， （12）
θ ( a，{ b，c，u } )- θ ( c，u )θ ( a，b )+ θ ( b，u )θ ( a，c )- D ( b，c )θ ( a，u )= 0， （13）

则称 (V；ρ，D，θ ) 是 L 的一个表示。此时，V 也称 L-模。

设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) 为 Lie-Yamaguti 代数，对于给定元 a1，a2 ∈ L，定义线性映射 ad：L → End( L )
和双线性映射 ℑ，ℜ：L × L → End( L ) 如下：

ad( a1 )( a3 ) ≔[ a1，a3 ]，ℑ( a1，a2 )( a3 ) ≔ { a1，a2，a3 }，ℜ( a1，a2 )( a3 ) ≔ { a3，a1，a2 }，∀a3 ∈ L，
则 ( L；ad，ℑ，ℜ ) 为 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) 的一个表示，称为伴随表示。

接下来我们引入带权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数，并给出它的表示。

定义3 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) 为 Lie-Yamaguti 代数，对任意 λ ∈ Κ：

（i）如果线性算子 T：L → L，对任意 a，b，c ∈ L 满足下列等式：

[ Ta，Tb ]= T ( [ Ta，b ]+[ a，Tb ]+ λ [ a，b ] )， （14）
{ Ta，Tb，Tc }= T ( { Ta，Tb，c }+{ Ta，b，Tc }+{ a，Tb，Tc }+

λ { Ta，b，c }+ λ { a，Tb，c }+ λ { a，b，Tc }+ λ2 { a，b，c } )。 （15）

则称 T 是 L 上 λ 权罗-巴算子。进一步地，称 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数。

（ii）如果线性算子 dL：L → L，对任意 a，b，c ∈ L 满足下列等式：

dL ( [ a，b ] )=[ a，dL ( b ) ]+[ dL ( a )，b ]+ λ [ dL ( a )，dL ( b ) ]，
dL ( { a，b，c } )={ dL ( a )，b，c }+{ a，dL ( b )，c }+{ a，b，dL ( c ) }+ λ { a，dL ( b )，dL ( c ) }+

λ { dL ( a )，b，dL ( c ) }+ λ { dL ( a )，dL ( b )，c }+ λ2 { dL ( a )，dL ( b )，dL ( c ) } 。
则称 dL 是 L 上 λ 权微分算子。进一步地，称 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，dL ) 为 λ 权微分 Lie-Yamaguti 代数。

命题1 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) 为 Lie-Yamaguti 代数， 一个可逆线性算子 T 是 L 上的 λ 权罗-巴算子

当且仅当 T-1 是 L 上的 λ 权微分算子。
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证明 设 T 是 L 上的可逆 λ 权罗-巴算子，则对任意 a，b，c ∈ L，记 x = T-1 ( a )，y = T-1 ( b )，z =
T-1 ( c )，由等式（14）和（15）有

T-1 ( [ a，b ] )= T-1 ( [ Tx，Ty ] )= T-1T ( [ Tx，y ]+[ x，Ty ]+ λ [ x，y ] )=
[ a，T-1 ( b ) ]+[ T-1 ( a )，b ]+ λ [ T-1 ( a )，T-1 ( b ) ]，

T-1 ( { a，b，c } )= T-1 ( { Tx，Ty，Tc } )=
T-1T ( { Tx，Ty，z }+{ Tx，y，Tz }+{ x，Ty，Tz }+

λ { Tx，y，z }+ λ { x，Ty，z }+ λ { x，y，Tz }+ λ2 { x，y，z } )=
{ a，b，T-1 ( c ) }+{ a，T-1 ( b )，c }+{ T-1 ( a )，b，c }+ λ { a，T-1 ( b )，T-1 ( c ) }+

λ { T-1 ( a )，b，T-1 ( c ) }+ λ { T-1 ( a )，T-1 ( b )，c }+ λ2 { T-1 ( a )，T-1 ( b )，T-1 ( c ) } 。
因此，T-1 是 L 上的 λ 权微分算子。反之，类似可得。证毕

例1 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数，则

（i）( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，IdL ) 为-1 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数。

（ii）对任意 λ′ ∈ Κ，( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，λ′T ) 为 λ′λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数。

（iii）( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，-λ - T ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数。

（iv）对 任 意 L 的 自 同 构 ψ ∈ Aut( L )，( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，ψ-1 ∘ T ∘ ψ ) 为 λ 权 罗 - 巴 Lie-Yamaguti
代数。

定义4 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 和 ( L′，[⋅，⋅]′，{ }⋅，⋅，⋅ '，T ′) 为两个 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数。 f：
L → L′为 Lie-Yamaguti 代数的同态，且满足 f ∘ T = T ′ ∘ f，则称 f 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 L 到

L′的同态。

定义5 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数，(V；ρ，D，θ ) 为 Lie-Yamaguti 代数

( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) 的一个表示，如果存在线性算子 TV：V → V，对任意 a，b ∈ L，u ∈ V 满足下列等式：

ρ(Ta )(TVu )= TV ( ρ(Ta ) u + ρ( a )(TVu )+ λρ( a ) u )，
D (Ta，Tb )(TVu )= TV ( D (Ta，Tb ) u + D (Ta，b )TVu + D ( a，Tb )TVu + λD (Ta，b ) u +

λD ( a，Tb ) u + λD ( a，b )TVu + λ2 D ( a，b ) u )，
θ (Ta，Tb )(TVu )= TV ( θ (Ta，Tb ) u + θ (Ta，b )TVu + θ ( a，Tb )TVu +

λθ (Ta，b ) u + λθ ( a，Tb ) u + λθ ( a，b )TVu + λ2θ ( a，b ) u )，
则称 (V；ρ，D，θ ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的一个表示。

显然，( L；ad，ℑ，ℜ，T ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的一个表示，称为伴

随表示。

例2 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) 为 Lie-Yamaguti 代数，(V；ρ，D，θ ) 为它的一个表示，则 (V；ρ，D，θ，IdV )
是-1 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，IdL ) 的一个表示。

例 3 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数，(V；ρ，D，θ，TV ) 为它的一个表示，

则对任意 λ′ ∈ Κ，(V；ρ，D，θ，λ′TV ) 是 λ′λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，λ′T ) 的一个表示。

例 4 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数，(Vi；ρi，Di，θi，TVi
)i ∈ I 为它的一族表

示，则 ( ⊕i ∈ IVi；( ρi )i ∈ I，( Di )i ∈ I，( θi )i ∈ I，⊕ i ∈ ITVi
) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的

一个表示。

命题2 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数，(V；ρ，D，θ，TV ) 为它的一个表示，

则 ( L⊕V，[⋅，⋅]ρ，{⋅，⋅，⋅}θ，T⊕TV ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数，其中对任意 a，b，c ∈ L，u，v，w ∈ V，算

子 [⋅，⋅]ρ，{⋅，⋅，⋅}θ，T⊕TV 定义如下

[ a + u，b + v ]ρ =[ x，y ]+ ρ( a ) v - ρ( b ) u，
{ a + u，b + v，c + w }θ ≔{ a，b，c }+ D ( a，b ) w + θ ( b，c ) u - θ ( a，c ) v，

T⊕TV ( a + u )≔ Ta + TVu。
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( L⊕V，[⋅，⋅]ρ，{⋅，⋅，⋅}θ，T⊕TV ) 称为半直积 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数。

证明 对任意 a，b，c ∈ L，u，v，w ∈ V，我们有

[ T⊕TV ( a + u )，T⊕TV ( b + v ) ]ρ =[ Ta，Tb ]+ ρ(Ta )TVv - ρ(Tb )TVu =
T [ Ta，b ]+ TV ( ρ(Ta ) v - ρ( b )TVu )+ T [ a，Tb ]+

TV ( ρ( a )TVv - ρ(Tb ) u )+ λ(T [ a，b ]+ TV ( ρ( a ) v - ρ( b ) u ) )=
T⊕TV ( [ T⊕TV ( a + u )，b + v ]ρ +[ a + u，T⊕TV ( b + v ) ]ρ + λ [ a + u，b + v ]ρ )，

{ T⊕TV ( a + u )，T⊕TV ( b + v )，T⊕TV ( c + w ) }θ =
{ Ta，Tb，Tc }+ D (Ta，Tb )TVw + θ (Tb，Tc )TVu - θ (Ta，Tc )TVv =
T { Ta，Tb，c }+ TV ( D (Ta，Tb ) w + θ (Tb，c )TVu - θ (Ta，c )TVv )+
T { Ta，b，Tc }+ TV ( D (Ta，b )TVw + θ ( b，Tc )TVu - θ (Ta，Tc ) v )+
T { a，Tb，Tc }+ TV ( D ( a，Tb )TVw + θ (Tb，Tc ) u - θ ( a，Tc )TVv )+

λT { Ta，b，c }+ λTV ( D (Ta，b ) w + θ ( b，c )TVu - θ (Ta，c ) v )+
λT { a，Tb，c }+ λTV ( D ( a，Tb ) w + θ (Tb，c ) u - θ ( a，c )TVv )+
λT { a，b，Tc }+ λTV ( D ( a，b )TVw + θ ( b，Tc ) u - θ ( a，Tc ) v )+

λ2T { a，b，c }+ λ2TV ( D ( a，b ) w + θ ( b，c ) u - θ ( a，c ) v )=
T⊕TV ( { T⊕TV ( a + u )，T⊕TV ( b + v )，c + w }θ +{ T⊕TV ( a + u )，b + v，T⊕TV ( c + w ) }θ +

{ a + u，T⊕TV ( b + v )，T⊕TV ( c + w ) }θ + λ { T⊕TV ( a + u )，b + v，c + w }θ +
λ { a + u，T⊕TV ( b + v )，c + w }θ + λ { a + u，b + v，T⊕TV ( c + w ) }θ + λ2 { a + u，b + v，c + w }θ )。

这表明 T⊕TV 是 L⊕V 上 λ 权罗-巴算子。因此，命题成立。证毕。

命题3 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数，对任意 a，b，c ∈ L，定义新的运算

如下：

[ a，b ]T =[ Ta，b ]+[ a，Tb ]+ λ [ a，b ]，
{ a，b，c }T ={ Ta，Tb，c }+{ Ta，b，Tc }+{ a，Tb，Tc }+ λ { Ta，b，c }+ λ { a，Tb，c }+ λ { a，b，Tc }+ λ2 { a，b，c } 。
则

（i） ( L，[⋅，⋅]T，{⋅，⋅，⋅}T ) 是新的 Lie-Yamaguti 代数，记为 LT。

（ii） ( L，[⋅，⋅]T，{⋅，⋅，⋅}T，T ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数。进一步地，T 是 ( L，[⋅，⋅]T，{⋅，⋅，⋅}T，T )
到 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数同态。

证明 （i）直接验证运算 [⋅，⋅]T，{⋅，⋅，⋅} 满足等式（1）—（6）即可。

（ii） 对任意 a，b，c ∈ LT，注意到

[ Ta，Tb ]T =[ T 2a，Tb ]+[ Ta，T 2b ]+ λ [ Ta，Tb ]= T ( [ T 2a，b ]+[ Ta，Tb ]+ λ [ a，b ] )+ T ( [ Ta，Tb ]+
[ a，T 2b ]+ λ [ a，Tb ]+ λT ( [ Ta，b ]+[ a，Tb ]+ λ [ a，b ]= T ( [ Ta，b ]T +[ a，Tb ]T + λ [ a，b ]T )，

{ Ta，Tb，Tc }T ={ T 2a，T 2b，Tc }+{ T 2a，Tb，T 2c }+{ Ta，T 2b，T 2c }+
λ { T 2a，Tb，Tc }+ λ { Ta，T 2b，Tc }+ λ { Ta，Tb，T 2c }+ λ2 { Ta，Tb，Tc }=

T ( { Ta，Tb，c }T +{ Ta，b，Tc }T +{ a，Tb，Tc }T +
λ { Ta，b，c }T + λ { a，Tb，c }T + λ { a，b，Tc }T + λ2 { a，b，c }T )。

从而，T 是 LT 上 λ 权罗-巴算子。进一步地，由等式（14）和（15），对任意 a，b，c ∈ LT，有

T ( [ a，b ]T )=[ Ta，Tb ]，T ( { a，b，c }T )={ Ta，Tb，Tc } 。
因此，T 是 ( L，[⋅，⋅]T，{⋅，⋅，⋅}T，T ) 到 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数同态。证毕。

定理 1 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗 -巴 Lie-Yamaguti 代数，(V；ρ，D，θ，TV ) 为它的一个表

示。对任意 a，b ∈ L，定义新的映射 ρT：L → End(V )，DT，θT：L × L → End(V ) 如下：

ρT ( a ) u ≔ ρ(Ta ) u + ρ( a )(TVu )+ λρ( a ) u，
DT ( a，b ) u = D (Ta，Tb ) u - TV ( D (Ta，b ) u + D ( a，Tb ) u + λD ( a，b ) u )，
θT ( a，b ) u = θ (Ta，Tb ) u - TV ( θ (Ta，b ) u + θ ( a，Tb ) u + λθ ( a，b ) u )，∀u ∈ V。
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则 (V；ρT，DT，θT，TV ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( LT，[⋅，⋅]T，{⋅，⋅，⋅}T，T ) 的一个表示。

证明 首先直接验证映射 ρT，DT，θT 满足等式（7）—（13），即验证 (V；ρT，DT，θT ) 是 Lie-Yamaguti
代数 LT 的一个表示。进一步地，对任意 a，b，c ∈ LT，u ∈ V 有

ρT (Ta )TVu = ρ(T 2a )TVu + ρ(Ta )T 2
Vu + λρ(Ta )TVu =

TV ( ρ(T 2a ) u + ρ(Ta )TVu + λρ(Ta ) u )+ TV ( ρ(Ta )TVu + ρ( a )T 2
Vu + λρ( a )TVu )+

λTV ( ρ(Ta ) u + ρ( a )TVu + λρ( a ) u )= TV ( ρT (Ta ) u + ρT ( a )TVu + λρT ( a ) u )，
DT (Ta，Tb )TVu =

D (T 2a，T 2b )TVu - TV ( D (T 2a，Tb )T 2
Vu + D (Ta，T 2b )TVu + λD (Ta，Tb )TVu )=

TV ( D (T 2a，T 2b ) u + D (T 2a，Tb )TVu + D (Ta，T 2b )TVu +
λD (T 2a，Tb ) u + λD (Ta，T 2b ) u + λD (Ta，Tb )TVu + λ2 D (Ta，Tb ) u )-

T 2
V ( D (T 2a，Tb ) u + D (T 2a，b )TVu + D (Ta，Tb )TVu +

λD (T 2a，b ) u + λD (Ta，Tb ) u + λD (Ta，b )TVu + λ2 D (Ta，b ) u )-
T 2

V ( D (Ta，T 2b ) u + D ( a，T 2b )TVu + D (Ta，Tb )TVu +
λD ( a，T 2b ) u + λD (Ta，Tb ) u + λD ( a，Tb )TVu + λ2 D ( a，Tb ) u )-

λT 2
V ( D (Ta，Tb ) u + D (Ta，b )TVu + D ( a，Tb )TVu +

λD (Ta，b ) u + λD ( a，Tb ) u + λD ( a，b )TVu + λ2 D ( a，b ) u )=
TV ( DT (Ta，Tb ) u + DT (Ta，b )TVu + DT ( a，Tb )TVu + λDT (Ta，b ) u +

λDT ( a，Tb ) u + λDT ( a，b )TVu + λ2 DT ( a，b ) u )，
θT (Ta，Tb )TVu =

θ (T 2a，T 2b )TVu - TV ( θ (T 2a，Tb )T 2
Vu + θ (Ta，T 2b )TVu + λθ (Ta，Tb )TVu )=

TV ( θT (Ta，Tb ) u + θT (Ta，b )TVu + θT ( a，Tb )TVu + λθT (Ta，b ) u +
λθT ( a，Tb ) u + λθT ( a，b )TVu + λ2θT ( a，b ) u )。

因此，(V；ρT，DT，θT，TV ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( LT，[⋅，⋅]T，{⋅，⋅，⋅}T，T ) 的一个表示。

2 罗⁃巴Lie⁃Yamaguti代数的上同调 

首先回顾 Lie-Yamaguti 代数的上同调理论［4］。

设 (V；ρ，D，θ ) 为 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} ) 的一个表示，( n + 1)-上链空间定义为：

当 n ≥ 1，C n + 1
LY ( L，V ) = Hom(

         
∧2 L ⊗ ⋯ ⊗ ∧2 L

n

，V )× Hom(
         
∧2 L ⊗ ⋯ ⊗ ∧2 L

n

⊗ L，V )。
当 n = 0，C 1

LY ( L，V ) = Hom( L，V )。
当 n ≥ 1 时，对任意 ( f，g ) ∈ C n + 1

LY ( L，V )，Ki = xi ∧ yi ∈ ∧2 L，i = 1，⋯，n + 1，z ∈ L，上边缘算子

δn + 1 = ( δ n + 1
I ，δ n + 1

II )：C n + 1
LY ( L，V ) → C n + 2

LY ( L，V )，( f，g ) ↦ ( δ n + 1
I ( f，g )，δ n + 1

II ( f，g ) ) 为：

δ n + 1
I ( f，g )( K1，⋯，Kn + 1 )=

(-1)n ( )ρ( xn + 1 ) g ( K1，⋯，Kn，yn + 1 )- ρ( yn + 1 ) g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 )- g ( )K1，⋯，Kn，[ xn + 1，yn + 1 ] +

∑
k = 1

n

(-1)k + 1 D ( Kk ) f ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1 )+

∑
1 ≤ k < l ≤ n + 1

(-1)k f ( K1，⋯，K̂k，⋯，{ xk，yk，xl }∧ yl + xl ∧{ xk，yk，yl }，⋯，Kn + 1 )，

δ n + 1
II ( f，g )( K1，⋯，Kn + 1，z )=(-1)n ( θ ( yn + 1，z ) g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 )- θ ( xn + 1，z ) g ( K1，⋯，Kn，yn + 1 ) )+

∑
k = 1

n + 1
(-1)k + 1 D ( Kk ) g ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1，z )+

∑
1 ≤ k < l ≤ n + 1

(-1)k g ( K1，⋯，K̂k，⋯，{ xk，yk，xl }∧ yl + xl ∧{ xk，yk，yl }，⋯，Kn + 1，z )+
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∑
k = 1

n + 1
(-1)k g ( )K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1，{ xk，yk，z } ，

其中符号 K̂k 表示下面的 Kk 被删除。

当 n = 0 时 ，对 任 意 f ∈ C 1
LY ( L，V )，上 边 缘 算 子 δ1 = ( δ 1

I，δ 1
II )：C 1

LY ( L，V ) → C 2
LY ( L，V )， 

f ↦ ( δ 1
I ( f )，δ 1

II ( f ) ) 为：

δ 1
I ( f )( x，y )= ρ( x ) f ( y )- ρ( y ) f ( x )- f ( )[ x，y ] ，

δ 1
II ( f )( x，y，z )= D ( x，y ) f ( z )+ θ ( y，z ) f ( x )- θ ( x，z ) f ( y )- f ( ){ x，y，z } 。

Yamaguti［4］已证明 δn + 2 ∘ δn + 1 = 0。 因此，( C •
LY ( L，V ) = ⊕∞

n = 0C n + 1
LY ( L，V )，δ ) 为上链复形。

Lie-Yamaguti 代数 ( )L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} 的上同调群是上链复形 C •
LY ( L，V ) 的上同调群，其系数取自

表示 V。对于 p ≥ 1，p-上闭链群记成 Z p
LY ( L，V ) ≔ { f ∈ C p

LY ( L，V )|δp f = 0 }；p ≥ 2，p-上边缘链群

记成 Bp
LY ( L，V ) ≔ { δp - 1 f | f ∈ C p - 1

LY ( L，V ) }；p-上同调群定义为：

p ≥ 2，H p
LY ( L，V ) ≔ Z p

LY ( L，V )
Bp

LY ( L，V )，H 1
LY ( L，V ) ≔ Z 1

LY ( L，V )。
其次，我们引入 λ 权罗-巴算子 T 的上同调。

设 (V；ρ，D，θ，TV ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的一个表示。由定理 1，
(V；ρT，DT，θT，TV ) 为新的 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( LT，[⋅，⋅]T，{⋅，⋅，⋅}T，T ) 的表示。下面考虑系数

在 V 中 LT 的 Lie-Yamaguti 代数上链复形

C •
LY ( LT，V )= ⊕∞

n = 0C n + 1
LY ( LT，V )。

当 n ≥ 1 时，对任意 ( f，g ) ∈ C n + 1
LY ( LT，V )，Ki = xi ∧ yi ∈ ∧2 LT，i = 1，⋯，n + 1，z ∈ LT，上边缘算子

∂n + 1 = ( ∂n + 1
I ，∂n + 1

II )：C n + 1
LY ( LT，V ) → C n + 2

LY ( LT，V )，( f，g ) ↦ ( ∂n + 1
I ( f，g )，∂n + 1

II ( f，g ) ) 为：

∂n + 1
I ( f，g )( K1，⋯，Kn + 1 )=

(-1)n ( ρ(Txn + 1 ) g ( K1，⋯，Kn，yn + 1 )- ρ( yn + 1 )TV g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 )+
λρ( xn + 1 ) g ( K1，⋯，Kn，yn + 1 )- ρ(Tyn + 1 ) g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 )-

ρ( yn + 1 ) g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 )- λρ( yn + 1 ) g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 )- g ( K1，⋯，Kn，[ xn + 1，yn + 1 ]T ) )+

∑
k = 1

n

(-1)k + 1 D (Txk，Tyk ) f ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1 )-

∑
k = 1

n

(-1)k + 1TV ( D (Txk，yk ) f ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1 )+ D ( xk，Tyk ) f ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1 ) )-

λ ∑
k = 1

n

(-1)k + 1TV ( D ( xk，yk ) f ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1 ) )+

∑
1 ≤ k < l ≤ n + 1

(-1)k f ( K1，⋯，K̂k，⋯，{ xk，yk，xl }T ∧ yl + xl ∧{ xk，yk，yl }T，⋯，Kn + 1 )，

∂n + 1
II ( f，g )( K1，⋯，Kn + 1，z )=

(-1)nθ (Tyn + 1，Tz ) g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 )-(-1)nTV ( θ (Tyn + 1，z ) g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 )+
θ ( yn + 1，Tz ) g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 )+ λθ ( yn + 1，z ) g ( K1，⋯，Kn，xn + 1 ) )-

(-1)nθ (Txn + 1，Tz ) g ( K1，⋯，Kn，yn + 1 )+(-1)nTV ( θ (Txn + 1，z ) g ( K1，⋯，Kn，yn + 1 )+
θ ( xn + 1，Tz ) g ( K1，⋯，Kn，yn + 1 )+ λθ ( xn + 1，z ) g ( K1，⋯，Kn，yn + 1 ) )+

∑
k = 1

n + 1
(-1)k + 1 D (Txk，Tyk ) g ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1，z )-∑

k = 1

n + 1
(-1)k + 1TV ( D (Txk，yk ) g ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1，z )+

D ( xk，Tyk ) g ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1，z )+ λD ( xk，yk ) g ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1，z ) )+
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∑
1 ≤ k < l ≤ n + 1

(-1)k g ( K1，⋯，K̂k，⋯，{ xk，yk，xl }T ∧ yl + xl ∧{ xk，yk，yl }T，⋯，Kn + 1，z )+

∑
k = 1

n + 1
(-1)k g ( K1，⋯，K̂k，⋯，Kn + 1，{ xk，yk，z }T )。

当 n = 0 时，上边缘算子 ∂1 = ( δ 1
I，δ 1

II )：C 1
LY ( L，V ) → C 2

LY ( L，V )，f ↦ ( ∂1
I ( f )，δ 1

II ( f ) ) 为：

∂1
I ( f )( x，y )= ρ(Tx ) f ( y )+ ρ( x )TV f ( y )+ λρ( x ) f ( y )-
ρ(Ty ) f ( x )- ρ( y )TV f ( x )- λρ( y ) f ( x )- f ( [ x，y ]T )，

∂1
II ( f )( x，y，z )= D (Tx，Ty ) f ( z )- TV ( D (Tx，y ) f ( z )+ D ( x，Ty ) f ( z )+ λD ( x，y ) f ( z ) )+

θ (Ty，Tz ) f ( x )- TV ( θ (Ty，z ) f ( x )+ θ ( y，Tz ) f ( x )+ λθ ( y，z ) f ( x ) )-
θ (Tx，Tz ) f ( y )+ TV ( θ (Tx，z ) f ( y )+ θ ( x，Tz ) f ( y )+ λθ ( x，z ) f ( y ) )- f ( { x，y，z }T )。

定义 6 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗 -巴 Lie-Yamaguti 代数，(V；ρ，D，θ，TV ) 为它的一个表

示 ，则 上 链 复 形 ( C •
LY ( LT，V )，∂• ) 称 为 系 数 在 V 中 λ 权 罗 - 巴 算 子 T 的 上 链 复 形 ，记 成

( C •
RBOλ ( L，V )，∂• )。 ( C •

RBOλ ( L，V )，∂• ) 的上同调群记成 H •
RBOλ ( L，V )，称为系数在 V 中 λ 权罗-巴算子 T

的上同调群。

最后，我们联合 Lie-Yamaguti 代数和 λ 权罗-巴算子的上同调给出 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数

的上同调。

定义 7 设 (V；ρ，D，θ，TV ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的一个表示。对

任 意 ( f，g ) ∈ C n + 1
LY ( L，V )，n ≥ 1，定 义 线 性 映 射 Φn + 1 = ( Φ n + 1

I ，Φ n + 1
II )：C n + 1

LY ( L，V ) → C n + 1
RBOλ ( L，V )， 

( f，g )↦( Φ n + 1
I ( f )，Φ n + 1

II ( g ) ) 为：

Φ n + 1
I ( f ) = f ∘ (T，T，⋯，T，T ) ∘ (( Id ∧ Id )n )-

∑
r = 0

2n - 1
λ2n - r - 1 ∑

1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ 2n

TV ∘ f ∘ ( Idi1 - 1，T，⋯，T，Id2n - ir ) ∘ (( Id ∧ Id )n )，

Φ n + 1
I ( g )= g ∘(T，T，⋯，T，T，T )∘(( Id ∧ Id )n ⊗ Id)-

∑
r = 0

2n

λ2n - r ∑
1 ≤ i1 < ⋯ < ir ≤ 2n + 1

TV ∘ g ∘( Idi1 - 1，T，⋯，T，Id2n + 1 - ir )∘(( Id ∧ Id )n ⊗ Id)。
特别地，当 n = 0 时，对任意 f ∈ C 1

LY ( L，V )，映射 Φ1：C 1
LY ( L，V ) → C 1

RBOλ ( L，V ) 为：

Φ1 ( f )= f ∘ T - TV ∘ f。
下面引理的证明与文献［18］类似。

引理 1 对于 n ≥ 0 时，映射 Φn + 1：C n + 1
LY ( L，V ) → C n + 1

RBOλ ( L，V ) 为上链映射，即满足 Φn + 2 ∘ δn + 1 =
∂n + 1 ∘ Φn + 1。 换言之，下面的图表交换

C 1
LY ( L，V ) →

δ1

C 2
LY ( L，V )

↓Φ1 ↓Φ2

C 1
RBOλ ( L，V ) →

∂1
C 2

RBOλ ( L，V )

⋯⋯ C n + 1
LY ( L，V ) →

δn + 1

↓Φn + 1

⋯⋯ C n + 1
RBOλ ( L，V ) →

∂n + 1

C n + 1
LY ( L，V ) ⋯⋯

↓Φn + 2

C n + 1
RBOλ ( L，V ) ⋯⋯

定义 8 设 (V；ρ，D，θ，TV ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的一个表示。定

义 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数的 n-上链为：

C 1
RBLYλ ( L，V )≔ C 1

LY ( L，V )，C n + 1
RBLYλ ( L，V )≔ C n + 1

LY ( L，V )⊕C n + 1
RBOλ ( L，V )，∀n ≥ 1。

线性算子 dn + 1：C n + 1
RBLYλ ( L，V ) → C n + 2

RBLYλ ( L，V ) 定义为：

（i）当 n = 0 时，对任意 f1 ∈ C 1
RBLYλ ( L，V )，d1 ( f1 ) = ( δ1 ( f1 )，-Φ1 ( f1 ) )；

（ii）当 n = 1 时，对任意 (( f1，g1 )，f2 ) ∈ C 2
RBLYλ ( L，V )，

d2 (( f1，g1 )，f2 )=( δ2 ( f1，g1 )，-∂1 ( f2 )- Φ2 ( f1，g1 ) )；
（iii）当 n ≥ 2 时，对任意 (( f1，g1 )，( f2，g2 ) ) ∈ C n + 1

RBLYλ ( L，V )，
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dn + 1 (( f1，g1 )，( f2，g2 ) )=( δn + 1 ( f1，g1 )，-∂n ( f2，g2 )- Φn + 1 ( f1，g1 ) )。
定理 2 对于 n ≥ 0，上面定义线性算子 dn + 1 为上边缘算子，即满足 dn + 2 ∘ dn + 1 = 0。 因此，

C •
RBLYλ ( L，V ) = ⊕∞

n = 0C n + 1
RBLYλ ( L，V ) 是上链复形。

证明 对任意 f1 ∈ C 1
RBLYλ ( L，V )，有

d2 ∘ d1 ( f1 ) = d2 ( δ1 ( f1 )，-Φ1 ( f1 ) ) = ( δ2 ∘ δ1 ( f1 )，-∂1 (-Φ1 ( f1 ) )- Φ2 ∘ δ1 ( f1 ) ) = 0。
对任意 (( f1，g1 )，f2 ) ∈ C 2

RBLYλ ( L，V )，有

d3 ∘ d2 (( f1，g1 )，f2 )= d3 ( δ2 ( f1，g1 )，
-∂1 ( f2 )- Φ2 ( f1，g1 ) )=( δ3 ∘ δ2 ( f1，g1 )，

-∂2 (-∂1 ( f2 )- Φ2 ( f1，g1 ) )- Φ3 ( δ2 ( f1，g1 ) ) )=( 0，∂2 ∘ Φ2 ( f1，g1 ) )- Φ3 ( δ2 ( f1，g1 ) )= 0。
对于 n ≥ 2 时，对任意 (( f1，g1 )，( f2，g2 ) ) ∈ C n + 1

RBLYλ ( L，V )，
dn + 2 ∘ dn + 1 (( f1，g1 )，( f2，g2 ) )= dn + 2 ( δn + 1 ( f1，g1 )，
-∂n ( f2，g2 )- Φn + 1 ( f1，g1 ) )=( δn + 2δn + 1 ( f1，g1 )，

-∂n + 1 (-∂n ( f2，g2 )- Φn + 1 ( f1，g1 ) )- Φn + 2 ( δn + 1 ( f1，g1 ) ) )=
( 0，∂n + 1 ∘ Φn + 1 ( f1，g1 )- Φn + 2 ( δn + 1 ( f1，g1 ) )= 0。

因此，( C •
RBLYλ ( L，V )，d • ) = ( ⊕∞

n = 0C n + 1
RBLYλ ( L，V )，d • ) 是上链复形。证毕。

上链复形 C •
RBLYλ ( L，V ) 的上同调群记成 H •

RBLYλ ( L，V )，称为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]， 
{⋅，⋅，⋅}，T ) 的上同调群，其系数取自表示 (V；ρ，D，θ，TV )。

当 表 示 (V；ρ，D，θ，TV ) = ( L；ad，ℑ，ℜ，T ) 为 伴 随 表 示 时 ，简 记 成 C •
RBLYλ ( L )：= C •

RBLYλ ( L，L ) 与

H •
RBLYλ ( L )：= H •

RBLYλ ( L，L )，分别称为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的上链复形与

上同调群，其系数取自伴随表示。

显然，有一个短正合上链复形序列

0 → C • - 1
RBOλ ( L，V )→ C •

RBLYλ ( L，V )→ C •
LY ( L，V )→ 0。

则有长的正合上同调群序列

0 → H 1
RBLYλ ( L，V )→ H 1

LY ( L，V )→ H 1
RBOλ ( L，V )→ H 2

RBLYλ ( L，V )→ H 2
LY ( L，V )→ ⋯

→ H p
LY ( L，V )→ H p

RBOλ ( L，V )→ H p + 1
RBLYλ ( L，V )→ H p + 1

LY ( L，V )→ ⋯。
3 罗-巴Lie-Yamaguti代数的形式形变 

设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权 罗 - 巴 Lie-Yamaguti 代 数 ，考 虑 系 数 在 L 中 t 的 幂 级 数 空 间

L [ [ t ] ]，则 L [ [ t ] ] 为 Κ [ [ t ] ]-模。

定义9 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数，考虑一列幂级数

μt =∑i = 0
∞ μit i，νt =∑i = 0

∞ νit i，Tt =∑i = 0
∞ Tit i，i ≥ 1，(( μi，νi )，Ti )∈ C 2

RBLYλ ( L )，
(( μ0，ν0 )，T0 ) = (( [⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅} )，T )，使 得 ( L [ [ t ] ]，μt，νt，Tt ) 是 λ 权 罗 - 巴 Lie-Yamaguti 代 数 ，则 称

( μt，νt，Tt ) 是 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的单参数形式形变。因此，( μt，νt，Tt ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代
数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的单参数形式形变当且仅当对任意 a，b，c，u，v，w ∈ L，下列等式成立：

μt ( a，b )+ μt ( b，a )= 0， （16）
νt ( a，b，c )+ νt ( b，a，c )= 0， （17）

μt ( μt ( a，b )，c )+ μt ( μt ( b，c )，a )+ μt ( μt ( c，a )，b )+ νt ( a，b，c )+ νt ( b，c，a )+ νt ( c，a，b )= 0， （18）
νt ( μt ( a，b )，c，u )+ νt ( μt ( b，c )，a，u )+ νt ( μt ( c，a )，b，u )= 0， （19）

νt ( a，b，μt ( u，v ) )= μt ( νt ( a，b，u )，v )+ μt ( u，νt ( a，b，v ) )， （20）
νt ( a，b，νt ( u，v，w ) )= νt ( νt ( a，b，u )，v，w )+ νt ( u，νt ( a，b，v )，w )+ νt ( u，v，νt ( a，b，w ) )， （21）

μt (Tta，Ttb )= Tt ( μt (Tta，b )+ μt ( a，Ttb )+ λμt ( a，b ) )， （22）
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νt (Tta，Ttb，Ttc )= Tt ( νt (Tta，Ttb，c )+ νt (Tta，b，Ttc )+ νt ( a，Ttb，Ttc )+
λνt (Tta，b，c )+ λνt ( a，Ttb，c )+ λνt (ta，b，Tc )+ λ2νt ( a，b，c ) )。 （23）

比较等式（16）—（23）两边 t n 的系数，可得：（n = 0，1，2，⋯）

μn ( a，b )+ μn ( b，a )= 0， （24）
νn ( a，b，c )+ νn ( b，a，c )= 0， （25）

∑
i + j = n

( μi ( μj ( a，b )，c )+ μi ( μj ( b，c )，a )+ μi ( μj ( c，a )，b ) )+ νn ( a，b，c )+ νn ( b，c，a )+ νn ( c，a，b )= 0，（26）

∑
i + j = n

( νi ( μj ( a，b )，c，u )+ νi ( μj ( b，c )，a，u )+ νi ( μj ( c，a )，b，u ) )= 0， （27）

∑
i + j = n

νi ( a，b，μj ( u，v ) )= ∑
i + j = n

( μi ( νj ( a，b，u )，v )+ μi ( u，νj ( a，b，v ) ) )， （28）

∑
i + j = n

νi ( a，b，νj ( u，v，w ) )= ∑
i + j = n

( νi ( νj ( a，b，u )，v，w )+ νi ( u，νj ( a，b，v )，w )+ νi ( u，v，νj ( a，b，w ) ) )，（29）

∑
i + j + k = n

μi (Tja，Tkb )= ∑
i + j + k = n

Ti ( μj (Tka，b )+ μj ( a，Tkb ) )+ λ ∑
i + j = n

Ti μj ( a，b )， （30）

∑
i + j + k + m = n

νi (Tja，Tkb，Tmc )= ∑
i + j + k + m = n

Ti ( νj (Tka，Tmb，c )+ νj (Tka，b，Tmc )+ νj ( a，Tkb，Tmc )+

λ ∑
i + j + k = n

Ti ( νj (Tka，b，c )+ νj ( a，Tkb，c )+ νj ( a，b，Tkc ) )+ λ2 ∑
i + j = n

Tiνj ( a，b，c ) )。 （31）

定理 3 设 ( μt，νt，Tt ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的单参数形式形变，则

( μ1，ν1，T1 ) 是上链复形 ( C •
RBLYλ ( L )，d • ) 的一个 2-上闭链。

进一步地，把 2-上闭链 ( μ1，ν1，T1 ) 称为单参数形式形变 ( μt，νt，Tt ) 的无穷小。

证明 设 ( μt，νt，Tt ) 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的单参数形式形变。对

于 n = 1，由等式（24）—（29）， 可得

μ1 ( a，b )+ μ1 ( b，a )= 0，
ν1 ( a，b，c )+ ν1 ( b，a，c )= 0，

[ μ1 ( a，b )，c ]+ μ1 ( [ a，b ]，c )+[ μ1 ( b，c )，a ]+ μ1 ( [ b，c ]，a )+[ μ1 ( c，a )，b ]+
μ1 ( [ c，a ]，b )+{ a，b，c }+{ b，c，a }+{ c，a，b }= 0，

{ μ1 ( a，b )，c，u }+ ν1 ( [ a，b ]，c，u )+{ μ1 ( b，c )，a，u }+ ν1 ( [ b，c ]，a，u )+
{ μ1 ( c，a )，b，u }+ ν1 ( [ c，a ]，b，u )= 0，  

{ a，b，μ1 ( u，v ) }+ ν1 ( a，b，[ u，v ] )=[ ν1 ( a，b，u )，v ]+ μ1 ( { a，b，u }，v )+[ u，ν1 ( a，b，v ) ]+ μ1 ( u，{ a，b，v } )，
{ a，b，ν1 ( u，v，w ) }+ ν1 ( a，b，{ u，v，w } )={ ν1 ( a，b，u )，v，w }+ ν1 ( { a，b，u }，v，w )+
{ u，ν1 ( a，b，v )，w }+ ν1 ( u，{ a，b，v }，w )+{ u，v，ν1 ( a，b，w ) }+ ν1 ( u，v，{ a，b，w } )。

从而，δ2 ( μ1，ν1 ) = 0。 由等式（30）—（31），可得

[ T1a，b ]+[ Ta，T1b ]+ μ1 (Ta，Tb )= T ( μ1 (Ta，b )+[ a，T1b ]+ μ1 ( a，Tb )+[ T1a，b ] )+
T1 ( [ Ta，b ]+[ a，Tb ] )+ λT1 [ a，b ]+ λTμ1 ( a，b )，

{ T1a，Tb，Tc }+{ Ta，T1b，Tc }+{ Ta，Tb，T1c }+ ν1 (Ta，Tb，Tc )=
T1 ( { Ta，Tb，c }+{ Ta，b，Tc }+{ a，Tb，Tc } )+ T ( ν1 (Ta，Tb，c )+ ν1 (Ta，b，Tc )+ ν1 ( a，Tb，Tc ) )+

T ( { T1a，Tb，c }+{ T1a，b，Tc )+{ a，T1b，Tc }+{ Ta，T1b，c }+{ Ta，b，T1c }+{ a，Tb，T1c } )+
λT1 ( { Ta，b，c }+{ a，Tb，c }+{ a，b，Tc } )+ λT ( ν1 (Ta，b，c )+ ν1 ( a，Tb，c )+ ν1 ( a，b，Tc ) )+

λT ( { T1a，b，c }+{ a，T1b，c }+{ a，b，T1c } )+ λ2T1 { a，b，c }+ λ2Tν1 ( a，b，c )。
 

从而，-∂1 (T1 )- Φ2 ( μ1，ν1 ) = 0，因此，d2 (( μ1，ν1 )，T1 ) = 0。 证毕。

定义 10 设 ( μt，νt，Tt ) 和 ( μ′t，ν′t，Tt ') 是 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的两个单

参数形式形变。如果存在同构映射 ϕt = ∑i = 0
∞ t iϕi： L [ [ t ] ] → L [ [ t ] ] ，ϕi ∈ End( L )，ϕ0 = IdL 使得

ϕt ∘ μt = μ′t ∘( ϕt ⊗ ϕt )，ϕt ∘ νt = ν′t ∘( ϕt ⊗ ϕt ⊗ ϕt )，ϕt ∘ Tt = T ′t ∘ ϕt， （32）
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则称 ( μt，νt，Tt ) 与 ( μ′t，ν′t，Tt ') 等价。

特别地，如果 ( μt，νt，Tt ) 与 ( μ′t =[⋅，⋅]，ν′t = {⋅，⋅，⋅}，T ′t = T ) 等价， 则称形变 ( μt，νt，Tt ) 为平凡的。

进一步地，如果 λ 权罗-巴 Lie-Yamaguti 代数 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 每一个单参数形式形变都是平凡

的，则称 L 为刚性的。

定理 4 设 ( μt，νt，Tt ) 和 ( μ′t，ν′t，Tt ') 为两个等价单参数形式形变，则它们的无穷小属于同一个上

同调类。

证明 设 ϕt：( L [ [ t ] ]，μ′t，ν′t，T ′t ) → ( L [ [ t ] ]，μt，νt，Tt ) 为同构映射。展开等式（32）两边 t 1 的系数，

可得：

μ′1 - μ1 = μ0 ∘ ( ϕ1 ⊗ IdL )+ μ0 ∘ ( IdL ⊗ ϕ1 )- ϕ1 ∘ μ0，

ν′1 - ν1 = ν0 ∘ ( ϕ1 ⊗ IdL ⊗ IdL )+ ν0 ∘ ( IdL ⊗ IdL ⊗ ϕ1 )+ ν0 ∘ ( IdL ⊗ ϕ1 ⊗ IdL )- ϕ1 ∘ ν0，

T ′1 - T1 = T ∘ ϕ1 - ϕ1 ∘ T。
因此，我们有 (( μ′1，ν′1 )，T ′1 )-(( μ1，ν1 )，T1 )=( δ1 ( ϕ1 )，-Φ1 ( ϕ1 ) )= d1 ( ϕ1 )∈ C •

RBLYλ ( L )。证毕。

定理5 设 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 为 λ 权罗-巴Lie-Yamaguti代数且 H 2
RBLYλ ( L ) = 0，则 L 为刚性的。

证明 设 ( μt，νt，Tt ) 为 ( L，[⋅，⋅]，{⋅，⋅，⋅}，T ) 的 单 参 数 形 式 形 变 ，则 由 定 理 3 可 知 ，无 穷 小

( μ1，ν1，T1 ) 是 2- 上 闭 链 。 由 H 2
RBLYλ ( L ) = 0，存 在 ϕ1 ∈ C 1

RBLYλ ( L )，使 得 (( μ1，ν1 )，T1 ) = d1 ( ϕ1 )。 即

( μ1，ν1 ) = δ1 ( ϕ1 ) = ( δ 1
I ( ϕ1 )，δ 1

II ( ϕ1 )，T1 =-Φ1 ( ϕ1 )。
令 ϕt = IdL - tϕ1：L [ [ t ] ]- L [ [ t ] ]，定义

μ′t = ϕ-1
t ∘ μt ∘( ϕt ⊗ ϕt )，ν′t = ϕ-1

t ∘ νt ∘( ϕt ⊗ ϕt ⊗ ϕt )，T ′t = ϕ-1
t ∘ Tt ∘ ϕt， （33）

则 ( μ′t，ν′t，Tt ') 等价于 ( μt，νt，Tt )。 此外，由等式（33）可得 μ′t = 0，ν′t = 0，T1 ' = 0，即

μ′t = μ0 + t 2 μ′2 + ⋯，ν′t = ν0 + t 2ν′2 + ⋯，T ′t = T + t 2T ′2 + ⋯。
由等式（24）—（31），( μ′2，ν′2，T ′2 ) 仍然是 2-上闭链。重复上述论证，( μt，νt，Tt ) 等价于 ( μ0，ν0，T )。

证毕。
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