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一类3正则图的Balaban指数

武军秀，高玉斌*

（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）

摘 要：本文解决了 3 正则图 Ln的 Balaban 指数计算问题。采用分类讨论的方法，给出了 Ln的 Balaban 指数计算公

式，并利用该公式，分别得到了该类正则图 Balaban 指数的易于计算的上、下界。计算结果表明，本文所得上界优于

已有文献所给出的结果，且当图的阶数大于等于42时，该上界与精确值相差不超过0.1。
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Balaban Index of a Kind of 3-regular Graph

WU Junxiu, GAO Yubin*

(School of Mathematics, North University of China, Taiyuan 030051, China)

Abstract: This paper solves the computing problems of Balaban index for 3-regular graph Ln. By using the method of classification 

discussion, a formula for the Balaban index of Ln is given and the upper and lower bounds that are easy to compute is acquired from 

this formula. The results show that the upper bound obtained in this paper is superior to the existing one, and if the order is greater 

than or equal to 42, the difference between the upper bound and the exact value is less than 0.1.
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0 引言 

设 G = (V ( G )，E ( G ) ) 是一个顶点数为 |V ( G ) |= n，边数为 |E ( G ) |= m 的简单连通图 。顶点

v ∈ V ( G ) 的 度 dG ( v ) 是 G 中 与 v 关 联 的 边 的 数 目 ，简 记 为 d ( v )。 若 任 意 顶 点 v ∈ V ( G )，有

d ( v ) = 3，则称 G 是 3 正则图。若 E′ ⊆ E ( G )，则 G - E′表示从 G 中删除 E′中的边所得到的子图，图

G 中顶点 u，v 之间的距离 dG ( u，v ) 是指 G 中从 u 到 v 最短路的长度，简记为 d ( u，v )［1］。用 w ( v ) 表示

G 中所有顶点到点 v 的距离之和 。1982 年，著名学者 Balaban 提出了 Balaban 指数（简称为 J 指

数［2-3］），定义为 J ( G ) = m
m - n + 2 ∑

uv ∈ E ( G )

1
w ( u ) w ( v )

，其中 m，n 分别为 G 的顶点数与边数，w ( v ) 是

指 G 中所有顶点到点 v 的距离之和，且该定义中的分母 m - n + 2 使得具有相同顶点数量的单圈

图与双圈图更好地进行比较［4］。

Balaban 指数作为一类重要的拓扑指数，可应用于苯磺的碳酸酐酶抑制药的 QSAR 研究［5］。通

过对含有 6~9 个碳原子的烷烃同分异构体进行排序，Balaban 等发现，由 Balaban 指数产生的排序与
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由 Wiener 指数产生的排序是相似的，而且 Balaban 指数具有更好的识别能力，因此，Balaban 指数也

称为敏锐的 Wiener 指数［6］。

目前有关 Balaban 指数的数学性质已取得了一系列研究成果。如：Das［7］刻画了链图中 Balaban
指数的极大图；方炜等［8］给出了仙人掌图 Balaban 指数的上界，并刻画了极图；Chen 等［9］给出了双

圈图 Balaban 指数紧的上界；Zhou 等［10］给出了图的 Balaban 指数紧的上、下界；Sun［11］给出了树中

Balaban 指数的上、下界；Deng［12］刻画了 Balaban 指数在树中的极大、极小以及第二大、第二小图；

Knor 等［13］给出了 k 正则图的若干上界，提出 Ln 是立方体中具有极小 Balaban 指数的猜想，并指出很

难找到 J ( Ln ) 的一个好的上界；邓波等［14］改进了 Knor 等提出的两类 3 正则图的相关结果，并获得

了 J ( Ln ) 的一个上界；Ahmad 等［15］得到了一类正则图的 Balaban 指数计算公式。关于其他的一些研

究成果，可查阅文献［16-19］。

本文解决了文献［13］中提出的 3 正则图 Ln 的 Balaban 指数计算问题。采用分类讨论的方法，给

出了 J ( Ln ) 的计算公式，并利用该公式，分别得到了 J ( Ln ) 的上、下界。计算结果表明，本文所得上

界优于文献［14］所给上界，且当图的阶数大于等于 42 时，该上界与精确值相差不超过 0.1。

1 准备工作 

定义 1［14］ 如果 4 不能整除 n，则图 Ln 是通过用两端点是 2 度点的边，把
n - 10

4 个 K4 - e 连接

到一条路上，且在路的两端连接两个具有 5 个点的悬挂块得到的（具体见文献［13］的图 2）；如果 4

能整除 n，则图 Ln 是通过用两端点是 2 度点的边，把
n - 12

4 个 K4 - e 连接到一条路上，且在路的两

端分别连接一个有 5 个点的悬挂块和一个有 7 个点的悬挂块得到的（具体见文献［13］的图 3）。显

然，Ln 是 3 正则图。

引理2［14］ 对任意偶数 n ≥ 10，有 J ( Ln ) ≤ 48
n + 4 。

2 正则图Ln的Balaban指数 

定理1 设 n ≥ 10 为偶数，则当 4 ∤ n 时，

J ( Ln )= 3n
n + 4 ( 32

( 3n2 - 26n + 96)( 3n2 - 18n + 48 )
+ 64

( 3n2 - 10n + 8 )( 3n2 - 18n + 48 )
+

16
3n2 - 10n + 8 + 16

( 3n2 - 26n + 96)( 3n2 - 34n + 176)
+ 8

3n2 - 42n + 280 +

16
( 3n2 - 34n + 176)( 3n2 - 42n + 280 )

+ 16
( 3n2 - 50n + 400 )( 3n2 - 42n + 280 )

+

∑
k = 0

n - 18
4 ( 16

(96k2 + ( )-24n + 272 k + 3n2 - 34n + 176)(96k2 + ( )-24n + 336 k + 3n2 - 42n + 280 )
+

16
(96k2 + ( )-24n + 400 k + 3n2 - 50n + 400 )(96k2 + ( )-24n + 336 k + 3n2 - 42n + 280 )

+

8
(96k2 + ( )-24n + 400 k + 3n2 - 50n + 400 )(96k2 + ( )-24n + 464 k + 3n2 - 58n + 544 )

+

))8
96k2 + ( )-24n + 336 k + 3n2 - 42n + 280

。 （1）
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当 4| n 时，

J ( Ln )= 3n
n + 4 ( 16

( 3n2 - 18n + 32 )( 3n2 - 26n + 80 )
+ 32

( 3n2 - 18n + 32 )( 3n2 - 10n - 8 )
+

16
( 3n2 - 38n + 208 )( 3n2 - 30n + 128 )

+ 16
( 3n2 - 22n + 72 )( 3n2 - 30n + 128 )

+

32
( 3n2 - 22n + 72 )( 3n2 - 14n + 24 )

+ 8
( 3n2 - 26n + 80 )( 3n2 - 34n + 160 )

+

8
( 3n2 - 46n + 320 )( 3n2 - 38n + 208 )

+ 8
3n2 - 10n - 8 + 8

3n2 - 30n + 128 +

8
3n2 - 14n + 24 + 16

( 3n2 - 62n + 608 )( 3n2 - 54n + 456)
+

16
( 3n2 - 46n + 320 )( 3n2 - 54n + 456)

+ 8
3n2 - 54n + 456 +

∑
k = 0

n - 20
4

( 16
(96k2 - 24nk + 3n2 + 272k - 34n + 160 )(96k2 - 24nk + 3n2 + 336k - 42n + 264 )

+

16
(96k2 - 24nk + 3n2 + 400k - 50n + 384 )(96k2 - 24nk + 3n2 + 336k - 42n + 264 )

+

8
(96k2 - 24nk + 3n2 + 400k - 50n + 384 )(96k2 - 24nk + 3n2 + 464k - 58n + 528 )

+

)8
96k2 - 24nk + 3n2 + 336k - 42n + 264 ) 。 （2）

证明 为方便，我们记

f =∑
i = 1

n

i，g1 =∑
i = 1

n

3i，g2 =∑
i = 1

n

( 3i - 1)，g3 =∑
i = 1

n

( 3i - 2 )，g4 =∑
i = 1

n

( 3i + 1)。

情形1 4 ∤ n。显然 K4 - e 的个数为
n - 10

4 。如图 1 所示。

情形1.1 n = 10。
易知，w ( v1 ) = 17，w ( v2 ) = 21，w ( v3 ) = 26，则

J ( L10 )= 30
14 ∑

uv ∈ E ( G )

1
w ( u ) w ( v )

= 30
14 ( 4

w ( v1 ) w ( v2 )
+ 8

w ( v2 ) w ( v3 )
+ 2

w ( v3 ) + 1
w ( v1 ) )≈ 1.48。

情形1.2 n = 14。
易知，w ( v1 ) = 40，w ( v2 ) = 48，w ( v3 ) = 57，w ( u1 ) = 36，w ( u2 ) = 35，则

J ( L14 )= 42
18 ∑

uv ∈ E ( G )

1
w ( u ) w ( v )

= 42
18 ( 4

w ( v1 ) w ( v2 )
+ 8

w ( v2 ) w ( v3 )
+ 2

w ( v3 ) +

图1　Ln ( 4 ∤ n )
Fig. 1　Ln ( 4 ∤ n )
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  )2
w ( v1 ) w ( u1 )

+ 4
w ( u1 ) w ( u2 )

+ 1
w ( u2 ) ≈ 1.10。

情形1.3 n ≥ 18。

w ( v1 )= w ( v4 )= 1 + 2 + f ( 3n - 18
4 )+ 1 + 2 + g2 ( n - 6

4 )+ 3n - 18
4 = 3

8 n2 - 13
4 n + 12。

w ( v2 )= w ( v5 )= 1 + f ( 3n - 14
4 )+ 1 + 2 + g1 ( n - 6

4 )+ 3n - 14
4 = 3

8 n2 - 9
4 n + 6。

w ( v3 )= w ( v6 )= f ( 3n - 10
4 )+ 1 + 1 + g4 ( n - 6

4 )+ 3n - 10
4 = 3

8 n2 - 5
4 n + 1。

w ( u3k + 1 )= f ( 3k + 3)+ f ( 3n - 10
4 - 3k - 3)+ g3 ( n - 6

4 - k )+ g2 ( k + 1)+ 3n - 10
4 -

3k - 3 + 3k + 3 = 3
8 n2 + ( )-24k - 34 n

8 + 12k2 + 34k + 22。
w ( u3k + 2 )= f ( 3k + 4 )+ f ( 3n - 10

4 - 3k - 4 )+ g1 ( n - 10
4 - k )+

g1 ( k + 1)+ 3n - 10
4 - 3k - 4 + 3k + 4 + 1 =

3
8 n2 + ( )-24k - 42 n

8 + 12k2 + 42k + 35。
w ( u3k + 3 )= f ( 3k + 5 )+ f ( 3n - 10

4 - 3k - 5 )+ g2 ( n - 10
4 - k )+ g3 ( k + 2 )+ 3n - 10

4 -

3k - 5 + 3k + 5 = 3
8 n2 + ( )-24k - 50 n

8 + 12k2 + 50k + 50。
w ( u3k + 4 )= 3

8 n2 + ( )-24k - 58 n
8 + 12( k + 1)2 + 34k + 56。

J ( Ln )= 3n
n + 4    ( 4

w ( v1 ) w ( v2 )
+ 8

w ( v2 ) w ( v3 )
+ 2

w ( v3 ) + 2
w ( v1 ) w ( u1 )

+

∑
k = 0

n - 18
4 1

w ( u3k + 3 ) w ( u3k + 4 )
+ )∑

k = 0

n - 14
4 ( )2

w ( u3k + 1 ) w ( u3k + 2 )
+ 2

w ( u3k + 2 ) w ( u3k + 3 )
+ 1

w ( u3k + 2 ) 。 （3）

利用 Maple 软件，将上述顶点的距离和代入（3）式，得证。当 n = 10，14 时，结果满足（1）式。

情形2 4 | n。显然 K4 - e 的个数为
n - 12

4 。如图 2 所示。

情形2.1 n = 12。
易知，w ( v1 ) = 25，w ( v2 ) = 31，w ( v3 ) = 38，w ( v4 ) = 23，w ( v5 ) = 25，w ( v6 ) = 30，w ( v7 ) = 36，则

J ( L12 )= 36
16 ∑

uv ∈ E ( G )

1
w ( u ) w ( v )

=

图2　Ln ( 4 | n )
Fig.  2　Ln ( 4 | n )

938



武军秀等：一类3正则图的Balaban指数

36
16 ( 2

w ( v1 ) w ( v2 )
+ 4

w ( v2 ) w ( v3 )
+ 1

w ( v3 ) + 2
w ( v4 ) w ( v5 )

  +

   )2
w ( v5 ) w ( v6 )

      + 4
w ( v6 ) w ( v7 )

+ 1
w ( v5 ) + 1

w ( v7 ) + 1
w ( v1 ) w ( v4 )

≈ 1.36。
情形2.2 n = 16。
易 知 ，w ( v1 ) = 54，w ( v2 ) = 64，w ( v3 ) = 75，w ( v4 ) = 46，w ( v5 ) = 52，w ( v6 ) = 61，w ( v7 ) = 71，

w ( u1 ) = 48，w ( u2 ) = 45，w ( u3 ) = 44，则

J ( L16 )= 48
20 ∑

uv ∈ E ( G )

1
w ( u ) w ( v )

= 48
20 ×

( 2
w ( v1 ) w ( v2 )

+ 4
w ( v2 ) w ( v3 )

+ 1
w ( v3 ) + 2

w ( v4 ) w ( v5 )
+ 2

w ( v5 ) w ( v6 )
+

4
w ( v6 ) w ( v7 )

+ 1
w ( v5 ) + 1

w ( v7 )        + 1
w ( v1 ) w ( u1 )

+

)2
w ( u1 ) w ( u2 )

+ 2
w ( u2 ) w ( u3 )

+ 1
w ( u3 ) w ( v4 )

+ 1
w ( u2 ) ≈ 1.03。

情形2.3 n ≥ 20。

w ( v1 )= 1 + 2 + f ( 3n - 12
4 - 2 )+ 1 + 2 + g2 ( n - 8

4 )+ 3n - 24
4 + 3n - 20

4 = 3
8 n2 - 13

4 n + 10。

w ( v2 )= 1 + f ( 3n - 12
4 - 1)+ 1 + 2 + g1 ( n - 8

4 )+ 3n - 20
4 + 3n - 16

4 = 3
8 n2 - 9

4 n + 4。

w ( v3 )= f ( 3n - 12
4 )+ 1 + 1 + g4 ( n - 8

4 )+ 3n - 16
4 + 3n - 12

4 = 3
8 n2 - 5

4 n - 1。

w ( v4 )= 1 + 2 + 3 + f ( 3n - 12
4 - 3)+ 1 + 2 + 3 + g2 ( n - 8

4 )+ 3n - 12
4 - 3 = 3

8 n2 - 19
4 n + 26。

w ( v5 )= 1 + 2 + f ( 3n - 12
4 - 2 )+ 1 + 2 + 2 + g1 ( n - 8

4 )+ 3n - 12
4 - 2 = 3

8 n2 - 15
4 n + 16。

w ( v6 )= 1 + f ( 3n - 12
4 - 1)+ 1 + 2 + 2 + g4 ( n - 8

4 )+ 3n - 12
4 - 1 = 3

8 n2 - 11
4 n + 9。

w ( v7 )= f ( 3n - 12
4 )+ 1 + 1 + g2 ( n - 4

4 )+ 3n - 12
4 = 3

8 n2 - 7
4 n + 3。

w ( u3k + 1 )= f ( 3k + 3)+ f ( 3n - 12
4 - 3k - 3)+ g3 ( n - 8

4 - k )+ ( 3n - 12
4 - 3k - 3)- 1+

( 3n - 12
4 - 3k - 3)   + g2 ( k + 1)+ 3k + 3 = 3

8 n2 + ( )-24k - 34 n
8 + 12k2 + 34k + 20。

w ( u3k + 2 )= f ( 3k + 4 )+ f ( 3n - 12
4 - 3k - 4 )+ g1 ( n - 12

4 - k )+ ( 3n - 12
4 - 3k - 4)- 1 +

( )3n - 12
4 - 3k - 4 + g1 ( k + 1)+ 3k + 4 + 1 = 3

8 n2 + ( )-24k - 42 n
8 + 12k2 + 42k + 33。

w ( u3k + 3 )= f ( 3k + 5 )+ f ( 3n - 12
4 - 3k - 5 )+ g2 ( n - 12

4 - k )+ ( 3n - 12
4 - 3k - 5)- 1 +

   ( )3n - 12
4 - 3k - 5    + g3 ( k + 2 )+ 3k + 5 = 3

8 n2 + ( )-24k - 50 n
8 + 12k2 + 50k + 48。
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w ( u
3 × n - 16

4 + 3
)= 3

8 n2 - 23
4 n + 40。

J ( Ln )= 3n
n + 4 ( 2

w ( v1 ) w ( v2 )
+ 4

w ( v2 ) w ( v3 )
+ 1

w ( v3 ) + 1
w ( v1 ) w ( u1 )

+

2
w ( v4 ) w ( v5 )

+ 2
w ( v5 ) w ( v6 )

+ 4
w ( v6 ) w ( v7 )

+ 1
w ( v5 )      + 1

w ( v7 ) + 1
w ( u

3 × n - 16
4 + 3

) w ( v4 )
+

    )∑
k = 0

n - 20
4 1

w ( u3k + 3 ) w ( u3k + 4 )
+ ∑

k = 0

n - 16
4 ( )2

w ( u3k + 1 ) w ( u3k + 2 )
+ 2

w ( u3k + 2 ) w ( u3k + 3 )
+ 1

w ( u3k + 2 ) 。 （4）

利用 Maple 软件，将上述顶点的距离和代入（4）式，得证。当 n = 12，16 时，结果满足（2）式。

证毕。

定理2 对任意偶数 n ≥ 22，有 J ( Ln ) < 12n
( n + 4 )( n - 20 )。

证明 情形1 4 ∤ n。
见式（1），取 k = 0 可得到 J ( Ln ) 的一个上界。当 n ≥ 22 时，8n + 8 > 176，则

J ( Ln )< 3n
n + 4 ( 168

3n2 - 50n + 8 + 48
3n2 - 58n + 176 ⋅ n - 14

4 )=

3n
n + 4 ( 168

3n2 - 58n + 8n + 8 + 12( n - 14 )
3n2 - 58n + 176 )<

3n
n + 4 ⋅ 12n

3n2 - 58n + 176 < 3n
n + 4 ⋅ 12n

3( n2 - 20n ) = 12n
( n + 4 )( n - 20 ) 。

情形2 4 | n。
见式（2），取 k = 0 可得到 J ( Ln ) 的一个上界。当 n ≥ 24 时，12n - 8 > 160，则

J ( Ln )< 3n
n + 4 ( 152

3n2 - 46n - 8 + 48
3n2 - 58n + 160 ⋅ n - 16

4 )=

3n
n + 4 ( 152

3n2 - 58n + 12n - 8 + 12( n - 16)
3n2 - 58n + 160 )=

3n
n + 4 ⋅ 12n - 40

3n2 - 58n + 160 < 3n
n + 4 ⋅ 12n

3( n2 - 20n ) = 12n
( n + 4 )( n - 20 ) 。

证毕。

利用上述定理 1 中 Ln 的 Balaban 指数计算公式，得到偶数 n ≥ 22 时 J ( Ln ) 的上界，改进了引理 2
中的结果。

定理3 对于偶数 n ≥ 42，J ( Ln )- 12n
( n + 4 )( n - 20 ) < 1

10 。

证明 令 f ( n ) = 12n
( n + 4 )( n - 20 )，显然 J ( Ln ) 与 f ( n ) 均随 n 单调递减，且函数 J ( Ln ) 变化快于函

数 f ( n )。若 n = 42，J ( L42 ) ≈ 0.41，f ( 42 ) ≈ 0.50，J ( L42 )- f ( 42 ) < 1
10 。证毕。

定理4 对于任意偶数 n ≥ 10，有 J ( Ln ) > 6n
( n + 4 )( n - 3)。

证明 情形1 4 ∤ n。
显然，当 n = 10 时成立。当 n ≥ 14 时，n2 - 3n > 134，见式（1），由于
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96k2 + ( - 24n + 464) k ≥ 96( n - 18
4 )2 + ( - 24n + 464) ⋅ n - 18

4 = 8n - 144，

则 J ( Ln ) > 3n
n + 4 ⋅ 12n

3n2 - 10n + 400 > 3n
n + 4 ⋅ 12n

3( n2 - 3n + 134 ) > 6n
( n + 4 )( n - 3) 。

情形2 4 | n。
显然，当 n = 12 时成立。当 n ≥ 16 时，n2 - 3n > 203，见式（2），由于

96k2 +(-24n + 464 ) k ≥ 96( n - 20
4 )2 +(-24n + 464 )⋅ n - 20

4 = 80 - 4n，

则 J ( Ln ) > 3n
n + 4 ⋅ 12n

3n2 - 10n + 608 > 3n
n + 4 ⋅ 12n

3( n2 - 3n + 203) > 6n
( n + 4 )( n - 3) 。 证毕。

3 结束语 

本文在定理 1 中给出了 Ln 的 Balaban 指数计算公式，然后利用该公式得到了其上、下界。针对

上界，将其与文献［14］中的结果相比较，可知，若偶数 n ≥ 28，则
48

( n + 4 ) - 12n
( n + 4 )( n - 20 ) = 12

( n + 4 ) ⋅ (4 - n
n - 20 )= 12

( n + 4 ) ⋅ 3n - 80
n - 20 > 0，

即本研究得到了更好的上界。同时，由上述定理 3 可知，若偶数 n ≥ 42，则该上界与 J ( Ln ) 准确值

相差不超过 0.1，所以可用该上界更好地估计 J ( Ln ) 的值。

围绕文献［13］中关于立方体图中具有极小 Balaban 指数的猜想，可进一步研究其他立方体图的

Balaban 指数，将其与本文所得结果进行比较，获得一些具有极小 Balaban 指数的立方体图的性质，

从而刻画出具有极小 Balaban 指数的立方体图。
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