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摘 要：在度量 G-空间中研究了自映射 f 和迭代映射 f k在 G-跟踪性、G-极限踪性和 G-序列跟踪性上的关系，得到

以下结果：（1） f 具有 G-跟踪性与 f k具有 G-跟踪性是等价的； （2） f 具有 G-极限跟踪性与 f k具有 G-极限跟踪性是

等价的； （3） f 具有 G-序列跟踪性与 f k具有 G-序列跟踪性是等价的。这些结果推广了度量空间中自映射 f 和迭代

映射 f k关于跟踪性、极限踪性和序列跟踪性的结论。
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Abstract: We studied the relations of G-shadowing property, G-limit shadowing property and G-sequence shadowing property be‐

tween self-map f and iterative map f k in metric G-spaces. Then, we drew the following conclusions: (1) it is an equivalent condition 

that f has the G-shadowing property and f k has the G-shadowing property; (2) it is an equivalent condition that f has the G-limit shad‐

owing property and f k has the G-limit shadowing property; (3) it is an equivalent condition that f has the G-sequence shadowing 

property and f k has the G-sequence shadowing property. The results improved the conclusions of shadowing property, limit shadow‐

ing property and sequence shadowing property between self-map f and iterative map f k in metric space.
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0 引言 

跟踪性是拓扑动力系统研究的重点和热点，近年来出现了各种新的跟踪性的概念，很多学者

对其进行了研究。吴新星［1］给出 d̄-跟踪性质的概念并得到了 d̄-跟踪性质的一些等价条件；汪火

云等［2］讨论了平均跟踪性和
-
q-平均跟踪性之间的关系；Oprocha 等［3］在正密度的集合上给出跟踪
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性的充分必要条件；曾鹏等［4］在离散动力系统中证明了：若 f 具有遍历跟踪性质，则 f 具有平均跟踪

性质；罗晓芳［5］在离散动力系统中给出：若 f 具有序列集合平均跟踪性，则 f 是链传递和拓扑传递；

孟鑫等［6］在非自治离散动力系统中证明了强跟踪性是拓扑共轭不变的；Ji［7］在度量 G-空间中给出

自映射 f 具有 G-利普希茨跟踪性和移位映射 σ 具有 G-利普希茨跟踪性是等价的；Ahmadi［8］在度量

G-空间中证明了：同胚映射 f 具有 G-跟踪性当且仅当逆映射 f -1 具有 G-跟踪性；Shan［9］在度量 G-

空间中指出：映射 f 具有 G-跟踪性当且仅当诱导映射 f̄ 具有跟踪性；Wang 等［10］在群 Z k 作用下的一

维系统中研究了利普希茨跟踪性的动力学性质；赵英翠［11］在超空间中指出：集值映射 F 具有跟踪

性当且仅当迭代映射 Fk 具有跟踪性；顾荣宝等［12］在度量空间中证明了：自映射 f 具有渐近跟踪性

当且仅当迭代映射 f k 具有渐近跟踪性。

借鉴赵英翠［11］和顾荣宝等［12］的研究方法，我们在度量 G-空间中考虑自映射 f 和迭代映射 f k

在跟踪性上的动力学关系。度量 G-空间、超空间和度量空间是完全不同的拓扑空间，在度量 G-

空间中研究自映射 f 和迭代映射 f k 在跟踪性上的动力学关系，是对文献［11-12］中相关结论的补充

和推广。本文在度量 G-空间中选择 G-跟踪性、G-极限踪性和 G-序列跟踪性作为研究的对象，探

讨它们在自映射 f 和迭代映射 f k 之间的动力学关系，得到，（1）f 具有 G-跟踪性与 f k 具有 G-跟踪性

是等价的；（2）f 具有 G-极限跟踪性与 f k 具有 G-极限跟踪性是等价的；（3）f 具有 G-序列跟踪性与

f k 具有 G-序列跟踪性是等价的。这些结果推广了度量空间自映射 f 和迭代映射 f k 关于跟踪性、极

限踪性和序列跟踪性的结论。

1 预备知识 

为了增加文章的可读性和后续研究的方便，本节给出本文用到的主要定义和引理，具体内容

如下：

定义1［13］ 设 ( X，d ) 是度量空间，G 是拓扑群。若映射 φ：G × X → X 满足

（1）对任意的 x ∈ X，有 φ( e，x ) = x，其中 e 为 G 的单位元；

（2）对任意的 x ∈ X 以及 g1，g2 ∈ G，有 φ( g1，φ( g2，x ) ) = φ( g1 g2，x )，则称 ( X，G，φ ) 是度量 G-空

间，简称 ( X，d ) 是度量 G-空间。

定义 2［13］ 设 ( X，d ) 是度量 G-空间，f ∶ X → X 连续，称 f 是等价映射，如果 ∀g ∈ G，∀x ∈ X，有

f ( gx ) = g f ( x )。
定义 3［13］ 设 ( X，d ) 是度量 G-空间，f ∶ X → X 连续，δ > 0。若对任意的 i ≥ 0，存在 ti ∈ G 使

d ( ti f ( xi )，xi + 1 ) < δ，则称 { xi }∞
i = 0 是 f 的 ( G，δ )-伪轨。

定义 4［13］ 设 ( X，d ) 是度量 G-空间，f ∶ X → X 连续，ε > 0，y ∈ X。若对任意的 i ≥ 0，存在

ti ∈ G 使 d ( f i ( y )，ti xi ) < ε，则称 y( G，ε ) 跟踪 { xi }∞
i = 0。

定义5［13］ 设 ( X，d ) 是度量 G-空间，f ∶ X → X 连续。若 ∀ε > 0，∃δ > 0，对 f 任意的 ( G，δ )-伪轨

{ xi }∞
i = 0，∃y ∈ X 使得 y( G，ε ) 跟踪 { xi }∞

i = 0，则称 f 具有 G-跟踪性。

定义 6［13］ 设 ( X，d ) 是度量 G-空间，f ∶ X → X 连续。若 ∀ε > 0，∃δ > 0，∀( G，δ )-伪轨 { xi }∞
i = 0，

∃y ∈ X，∃{ ni }∞
i = 0 ( ni ≥ 0 ) 满足 y( G，ε ) 跟踪 { xni

}∞
i = 0，则称 f 具有 G-序列跟踪性。

定义7［14］ 设 ( X，d ) 是度量 G-空间。若对任意的 x，y ∈ X 和 g ∈ G，有 d ( x，y ) = d ( gx，gy )，则称

度量 d 对拓扑群 G 不变。

定义 8［15］ 设 ( X，d ) 是 度 量 G- 空 间 ，f ∶ X → X 连 续 。 若 对 任 意 的 i ≥ 0，存 在 ti ∈ G 使

lim
i → ∞

d [ ]ti f ( xi )，xi + 1 = 0，则称 { xi }∞
i = 0 是 f 的 G-极限伪轨。

定义 9［15］ 设 ( X，d ) 是度量 G-空间，f ∶ X → X 连续，y ∈ X。若对任意的 i ≥ 0，存在 ti ∈ G 使
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lim
i → ∞

d ( f i ( y )，ti xi ) = 0，则称点 yG-极限跟踪 { xi }∞
i = 0。

定义 10［15］ 设 ( X，d ) 是度量 G-空间，f ∶ X → X 连续。如果 { xi }∞
i = 0 是 f 的极限伪轨，都存在

y ∈ X 使得 yG-极限跟踪 { xi }∞
i = 0，则称 f 具有 G-极限跟踪性。

引理 1［7］ 设 ( X，d ) 是紧致度量 G-空间，f ∶ X → X 等价，G 可交换且度量 d 对 G 不变，k > 0。
∀ε > 0，∃0 < δ < ε，若对任意的 i ≥ 0，∃gi ∈ G 使得 d ( gi f ( xi )，xi + 1 ) < δ，则有

d ( gi + k - 1 gi + k - 2⋯gi + 1 gi f k ( xi )，xi + k )< ε。
注 下面给出度量 G-空间、等价映射和 G-跟踪性的例子。

例1 取 X ={ }0，-1，- 1
n
，-1 + 1

n
| n ≥ 2 ，定义度量 d：

d ( x，y )= | x - y |，x，y ∈ X。

取拓扑群 G = Z2 = { 0，1 }，定义群作用：

0 ⋅ x = x，1 ⋅ x =-1 - x。
定义 f：X → X：

f ( x )=

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

0， x = 0，

- 1
2， x =- 1

2，

-1， x =-1，

- 1
n
， x =- 1

n + 1，n > 2，

-1 + 1
n
， x =-1 + 1

n + 1，n > 2。
显然 ( X，d ) 是紧致度量 G-空间，f ∶ X → X 是等价映射。下面证明 f 具有 G-跟踪性。∀η > 0，

取 m 足够大且满足
1
m

< η。取 δ = 1
4m ( m + 1)。设 { xi }∞

i = 0 是 f 的 ( G，δ ) 伪轨，则 gi ∈ G，当 i ≥ 0

时，有

d ( gi f ( xi )，xi + 1 )< δ。

显然
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú-1 + 1

m + 1，- 1
m + 1 ⋂ X 中任何两个不相同点的距离都大于 δ。下面我们分两种情

况讨论。

情况1 若 ∃k ∈ N 使

xk ∈ ( )-1 + 1
m

，- 1
m

⋂ X。

由 d ( gk f ( xk )，xk + 1 ) < δ 知，

xk + 1 = gk f ( xk ) 且 xk + 1 ∈ ( )-1 + 1
m

，- 1
m

⋂ X。

以此类推当 i ≥ k 时，有

xi ∈ ( )-1 + 1
m

，- 1
m

⋂ X 且 xi + 1 = gi f ( xi )。
若 k = 0，由 f ∶ X → X 等价知，

xi = gi gi - 1⋯g0 f i ( x0 )。
若 k ≥ 1，同理由 d ( gk - 1 f ( xk - 1 )，xk ) < δ 知，

xk = gk - 1 f ( xk - 1 )且xk - 1 ∈ ( )-1 + 1
m

，- 1
m

⋂ X。
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以此类推当 i ≤ k 时，有

xi = gi - 1 f ( xi - 1 ) 且 xi ∈ ( )1
m

，1 - 1
m

⋂ X。
故当 i ≥ 1 时，有 xi = gi - 1 f ( xi - 1 )。由 f ∶ X → X 等价知，仍然可以得到

xi = gi gi - 1⋯g0 f i ( x0 )。
因此，有

d ( gi gi - 1⋯g0 f i ( x0 )，xi )= 0 < ε，
则 f 具有 G-跟踪性。

情况2 对任意的 i ∈ N，有

xi ∈
ì
í
î

ü
ý
þ

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú-1，-1 + 1

m
⋃ é
ë
êêêê

ù
û
úúúú- 1

m
，0 ⋂ X。

当 xi ∈ é
ë
êêêê

ù
û
úúúú-1，-1 + 1

m
⋂ X 时，取

gi = 1。

当 xi ∈ é
ë
êêêê

ù
û
úúúú- 1

m
，0 ⋂ X 时，取

gi = 0。
因此可得

d ( gi f i ( 0 )，xi )< 1
m

< ε。

故 f 具有 G-跟踪性。

2 主要结论及其证明 

在本节，我们给出本文的主要定理和证明过程，具体结论和证明过程如下：

定理1 设 ( X，d ) 是紧致度量 G-空间，f ∶ X → X 等价，度量 d 对 G 不变且 G 可交换，k ≥ 2，则 f

具有 G-跟踪性充分必要条件是 f k 具有 G-跟踪性。

证明 充分性。设映射 f 具有 G-跟踪性，则 ∀ε > 0，∃δ1 > 0，当 { zi }∞
i = 0 是 f 的 ( G，δ1 )-伪轨时，

∃z ∈ X，z ( G，ε ) 跟踪 { zi }∞
i = 0。取 { xi }∞

i = 0 是 f k 的 ( G，δ1 )-伪轨。记

yki + j = f j ( xi )，i ≥ 0，0 ≤ j ≤ k - 1，
则 { yn }∞

n = 0 是 f 的 ( G，δ1 )-伪轨。因此 ∃y ∈ X，∀n ≥ 0，∃gn ∈ G 满足

d ( f n ( y )，gn yn )< ε。
因此对任意的 i ≥ 0，有

d ( f ki ( y )，gki yki )< ε，
即，对任意的 i ≥ 0，有

d (( f k )i ( y )，gki xi )< ε。
因此 f k 具有 G-跟踪性。

必要性。由 f 一致连续性知，∀η > 0 和 ∀0 ≤ j ≤ k - 1，∃0 < δ2 < η
k
，当 d ( u，v ) < δ2 时，有

d ( f j ( u )，f j ( v ) )< η
k
。 （1）

设 f k 具 有 G-跟 踪 性 ，则 对 δ2 > 0，∃0 < δ3 < δ2，当 { zi }∞
i = 0 是 f k 的 ( G，δ3 )-伪 轨 时 ，∃z ∈ X，

z ( G，δ2 ) 跟踪 { zi }∞
i = 0。由引理 1 知，对 δ3 > 0，∃0 < δ4 < δ3 满足引理 1 的结论。设 { xi }∞

i = 0 是 f 的
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( G，δ4 )-伪轨，则对任意的 i ≥ 0，∃ti ∈ G 使得

d ( ti f ( xi )，xi + 1 )< δ4。 （2）
取 yi = xki，i ≥ 0。根据引理 1 可得：对任意的 i ≥ 0，有

d ( ti + k - 1ti + k - 2⋯ti + 1ti f k ( xi )，xk + i )< δ3。

故

d ( tki + k - 1tki + k - 2⋯tki + 1tki f k ( xki )，xk ( i + 1) )< δ3。

即

d ( tki + k - 1tki + k - 2⋯tki + 1tki f k ( yi )，yi + 1 )< δ3。

这样 { yi }∞
i = 0 是 f k 的 ( G，δ3 )-伪轨，则 ∃y ∈ X，∀i ≥ 0，∃pi ∈ G 满足

d (( f k )i ( y )，pi yi )< δ2，

即

d ( f ki ( y )，pi xki )< δ2。 （3）
根据式（1—3）和 f 是等价映射，可得：∀0 ≤ j ≤ k - 1，∀i ≥ 0，有

d ( f ki + j ( y )，pi f j ( xki ) )< η
k
，

d ( tki f j ( xki )，f j - 1 ( xki + 1 ) )< η
k
，

d ( tki + 1 f j - 1 ( xki + 1 )，f j - 2 ( xki + 2 ) )< η
k
，

⋯⋯

d ( tki + j - 2 f 2 ( xki + j - 2 )，f ( xki + j - 1 ) )< η
k
，

d ( tki + j - 1 f ( xki + j - 2 )，xki + j )< η
k
。

由度量 d 对拓扑群 G 不变和 G 可交换知

d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki ( pi )-1 f ki + j ( y )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki f j ( xki ) )< η
k
，

d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki f j ( xki )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1 f j - 1 ( xki + 1 ) )< η
k
，

d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 2tki + 1 f j - 1 ( xki + 1 )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 2 f j - 2 ( xki + 2 ) )< η
k
，

⋯⋯

d ( tki + j - 1tki + j - 2 f 2 ( xki + j - 2 )，tki + j - 1 f ( xki + j - 1 ) )< η
k
，

d ( tki + j - 1 f ( xki + j - 2 )，xki + j )< η
k
。

故对任意的 0 ≤ j ≤ k - 1 和 i ≥ 0，有
d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki ( pi )-1 f ki + j ( y )，xki + j )<

d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki ( pi )-1 f ki + j ( y )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki f j ( xki ) )+
d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 2tki f j ( xki )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1 f j - 1 ( xki + 1 ) )+

⋯⋯
d ( tki + j - 1tki + j - 2 f 2 ( xki + j - 2 )，tki + j - 1 f ( xki + j - 1 ) )+

d ( tki + j - 1 f ( xki + j - 2 )，xki + j )< j + 1
k

η < η。 （4）

再结合式（3）知，对任意的 i ≥ 0，有
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d ( f ki ( y )，pi xki )< η。 （5）
由式（4）和式（5）知，对任意的 i ≥ 0，∃si ∈ G 满足

d ( f i ( y )，si xi )< η。
因此 f 具有 G-跟踪性。

定理2 设 ( X，d ) 是紧致度量 G-空间，f ∶ X → X 等价，度量 d 对群 G 不变，G 可交换，k ≥ 2，则 f

具有 G-极限跟踪性与 f k 具有 G-极限跟踪性是等价的。

证明 充分性。设 { xi }∞
i = 0 是 f k 的 G-极限伪轨。取

yki + j = f j ( xi )，i ≥ 0，0 ≤ j ≤ k - 1。
易知 { yn }∞

n = 0 是 f 的 G-极限伪轨，故 ∃y ∈ X，∃gn ∈ G 满足

lim
n → ∞

d ( f n ( y )，gn yn )= 0。

因此

lim
i → ∞

d ( f ki ( y )，gki yki )= 0，

即

lim
i → ∞

d (( f k )i ( y )，gki xi )= 0。

因此 f k 具有 G-极限跟踪性。

必要性。由 f 的一致连续性知，∀η > 0 和 0 ≤ j ≤ k - 1，∃0 < δ1 < η
k
，当 d ( u，v ) < δ1 时，有

d ( f j ( u )，f j ( v ) )< η
k
。 （6）

由引理 1 知，对 δ1 > 0，∃0 < δ2 < δ1 满足引理 1 的结论。设 { xi }∞
i = 0 是 f 的 G-极限伪轨，则存在 ti ∈ G

使得

lim
i → ∞

d ( ti f ( xi )，xi + 1 )= 0。

因此对 δ2 > 0，存在 N1 ∈ N+，当 i ≥ N1 时，有

d ( ti f ( xi )，xi + 1 )< δ2。 （7）
取

yi = xki，i ≥ 0。
根据引理 1 可得

d ( ti + k - 1ti + k - 2⋯ti + 1ti f k ( xi )，xk + i )< δ1 < η。
特别地，

d ( tki + k - 1tki + k - 2⋯tki + 1tki f k ( xki )，xk ( i + 1) )< η。
则当 i ≥ N1 时，有

d ( tki + k - 1tki + k - 2⋯tki + 1tki f k ( yi )，yi + 1 )< η。
因此可得

lim
i → ∞

d ( tki + k - 1tki + k - 2 ⋅ tki + 1tki f k ( yi )，yi + 1 )= 0。

则 ∃y ∈ X，∃pi ∈ G 满足

lim
i → ∞

d ( f ki ( y )，pi yi )= 0，

即

lim
i → ∞

d ( f ki ( y )，pi xki )= 0。

故对 δ1 > 0，存在 N2 ∈ N+，当 i ≥ N2 时，有

d (( f k )i ( y )，pi xi )< δ1。 （8）
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取

N3 = max { N1，N2 }。
由式（6—8）和 f 等价知，对任意的 0 ≤ j ≤ k - 1 和 i ≥ N3，有

d ( f ki + j ( y )，pi f j ( xki ) )< η
k
，

d ( tki f j ( xki )，f j - 1 ( xki + 1 ) )< η
k
，

d ( tki + 1 f j - 1 ( xki + 1 )，f j - 2 ( xki + 2 ) )< η
k
，

⋯⋯

d ( tki + j - 2 f 2 ( xki + j - 2 )，f ( xki + j - 1 ) )< η
k
，

d ( tki + j - 1 f ( xki + j - 1 )，xki + j )< η
k
。

由度量 d 对拓扑群 G 不变和 G 可交换知，对任意的 0 ≤ j ≤ k - 1 和 i ≥ N3，有

d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki ( pi )-1 f ki + j ( y )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki f j ( xki ) )< η
k
，

d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki f j ( xki )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1 f j - 1 ( xki + 1 ) )< η
k
，

d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 2tki + 1 f j - 1 ( xki + 1 )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 2 f j - 2 ( xki + 2 ) )< η
k
，

⋯⋯

d ( tki + j - 1tki + j - 2 f 2 ( xki + j - 2 )，tki + j - 1 f ( xki + j - 1 ) )< η
k
，

d ( tki + j - 1 f ( xki + j - 1 )，xki + j )< η
k
。

故对任意的 0 ≤ j ≤ k - 1 和 i ≥ N3，有

d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki ( pi )-1 f ki + j ( y )，xki + j )<
d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki ( pi )-1 f ki + j ( y )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki f j ( xki ) )+

d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1tki f j ( xki )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 1 f j - 1 ( xki + 1 ) )+
d ( tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 2tki + 1 f j - 1 ( xki + 1 )，tki + j - 1tki + j - 2⋯tki + 2 f j - 2 ( xki + 2 ) )+

⋯⋯

d ( tki + j - 1tki + j - 2 f 2 ( xki + j - 2 )，tki + j - 1 f ( xki + j - 1 ) )+ d ( tki + j - 1 f ( xki + j - 1 )，xki + j )< j + 1
k

η < η。 （9）

再结合式（8）知，当 i ≥ N3 时，有

d ( f ki ( y )，pi xki )< η。 （10）
由式（9）和式（10）知，当 i ≥ N3 时，∃si ∈ G 使得

d ( f i ( y )，si xi )< η。
因此，有

lim
i → ∞

d ( f i ( y )，si xi )= 0，

故 f 具有 G-极限跟踪性。

定理3 设 ( X，d ) 是紧致度量 G-空间，f ∶ X → X 等价，G 可交换且度量 d 对 G 不变，k ≥ 2，则 f

具有 G-序列跟踪性当且仅当 f k 具有 G-序列跟踪性。

证明 充分性。由 f 的一致连续性知，∀ε > 0，∃0 < εk < εk - 1 < εk - 2 < ⋯ < ε2 < ε1 < ε0 = ε，

∀1 ≤ i ≤ k，当 d ( u，v ) < εi 时，有
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d ( f ( u )，f ( v ) )< εi - 1

2 。 （11）

又 f 具有 G-序列跟踪性，则对上面的 εk > 0，∃0 < δ1 < εk

2 满足 G-序列跟踪性的定义。设 { xi }∞
i = 0 是

f k 的 ( G，δ1 )-伪轨。取

yki + j = f j ( xi )，i ≥ 0，0 ≤ j ≤ k - 1，
则 { yi }∞

i = 0 是 f 的 ( G，δ1 )-伪轨，故对任意的 i ≥ 0，∃gi ∈ G 使得

d ( gi f ( yi )，yi + 1 )< δ1。 （12）
因此 ∃x ∈ X，∃ 非负递增的整数列 { ni }∞

i = 0，∃ti ∈ G 满足

d ( f ni ( x )，ti yni
)< εk。 （13）

取

ni = kmi + ki，0 ≤ ki < k，i ≥ 0。
根据（11）式和（13）式可得

d ( f ni + 1 ( x )，ti f ( yni
) )< εk - 1

2 。 （14）

由（12）式知

d ( gni
f ( yni

)，yni + 1 )< εk - 1

2 。 （15）

由拓扑群 G 可交换，度量 d 对拓扑群 G 不变和（15）式知，

d ( ti f ( yni
)，ti g-1

ni
yni + 1 )< εk - 1

2 。 （16）

由（14）式和（16）式知，

d ( f ni + 1 ( x )，ti g-1
ni

yni + 1 )< d ( f ni + 1 ( x )，ti f ( yni
) )+ d ( ti f ( yni

)，ti g-1
ni

yni + 1 )< εk - 1。

如此继续下去，我们可以得到，对任意的 i ≥ 0，∃pi ∈ G 使得

d ( f ni + k - ki ( x )，pi yni + k - ki
)< εki

< ε，
即

d (( f k )mi + 1 ( x )，pi yk ( mi + 1) )< ε，
故有

d (( f k )mi + 1 ( x )，pi xmi + 1 )< ε。
因此 f k 具有 G-序列跟踪性。

必 要 性 。 设 f k 具 有 G- 跟 踪 性 ，则 ∀η > 0，∃0 < δ2 < η，对 f k 的 任 意 ( G，δ2 )- 伪 轨 { zi }∞
i = 0，

∃z ∈ X，∃ { mi }∞
i = 0 使得 z ( G，η ) 跟踪 { zmi

}∞
i = 0。由引理 1 知，对 δ2 > 0，∃0 < δ3 < δ2 满足引理 1 的结论。

设 { xi }∞
i = 0 是 f 的 ( G，δ3 )-伪轨时，则对任意的 i ≥ 0，∃si ∈ G 使得

d ( si f ( xi )，xi + 1 )< δ3。

取

yi = xki， i ≥ 0。
由引理 1 知，对任意的 i ≥ 0，有

d ( si + k - 1 si + k - 2⋯si + 1 si f k ( xi )，xk + i )< δ2。

特别地，

d ( ski + k - 1 ski + k - 2⋯ski + 1 ski f k ( xki )，xk ( i + 1) )< δ2，

即

d ( ski + k - 1 ski + k - 2⋯ski + 1 ski f k ( yi )，yi + 1 )< δ2，

因此 ∃y ∈ X，∃ { mi }∞
i = 0，∃li ∈ G 满足
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d (( f k )mi ( y )，li ymi
)< η，

即

d ( f kmi ( y )，li xkmi
)< η。

取 ni = kmi，则有

d ( f ni ( y )，li xni
)< η。

因此 f 具有 G-序列跟踪性。

3 总结 

本文在度量 G-空间中研究了 G-跟踪性、G-极限踪性和 G-序列跟踪性的动力学性质，得到：

映射 f 和迭代映射 f k 分别在 G-跟踪性、G-极限踪性、G-序列跟踪性上是等价的，这些结论推广了

文献［11-12］中的相关结果，为跟踪性在计算数学和生物数学的应用提供了理论基础。上述其他

G-渐近平均跟踪性、G-平均跟踪性和 G-遍历跟踪性的迭代不变性问题有待进一步研究。
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