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有限医疗资源影响下的多尺度传染病模型研究

王妙，王雅萍，聂麟飞*

（新疆大学 数学与系统科学学院，新疆维吾尔自治区 乌鲁木齐 830046）

摘 要：考虑到传染病传播过程中宿主体内病毒载量和医疗资源有限对疾病传播的影响，提出一类具有饱和治疗

率的宿主体内和宿主之间耦合的多尺度传染病模型。首先，对于宿主之间疾病传播模型，通过计算得到基本再生

数，并给出刻画其无病平衡点和地方病平衡点的存在性与稳定性的判别准则。特别地，当基本再生数小于1时，模

型存在两个地方病平衡点，其中一个局部渐近稳定，另一个不稳定。当基本再生数大于1时，模型存在唯一的地方

病平衡点，它在特定条件下是全局渐近稳定的。其次，探讨医疗资源有限导致的前向/后向分支的存在性，这意味着

疾病的消除或流行不再取决于基本再生数，而是与感染者的初始状态以及医疗资源的供应密切相关。最后，通过

数值模拟解释了本文的主要理论结果。
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Analysis of Multi-scale Infectious Disease Model Under the Influence 
of Limited Medical Resources
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Abstract: Considering the influence of the viral load in the host and limited medical resources on the transmission of infectious dis‐

eases, a multi-scale infectious disease model with saturated treatment rate coupling within-host and between-host dynamics is pro‐

posed. Firstly, for the between-host disease transmission model, the basic reproduction number is obtained, and a criterion describing 

the existence and stability of the disease-free and endemic equilibrium for the coupled model is given. Particularly, when the basic re‐

production number is less than 1, the model has two endemic equilibria, one of which is locally asymptotically stable and the other is 

unstable. When the basic reproduction number is greater than 1, the model has a unique endemic equilibrium, which is global asymp‐

totically stable under specific conditions. In addition, The existence of forward/backward bifurcation caused by limited medical re‐

sources is analyzed. This means that the elimination or prevalence of the disease no longer depends on the basic reproduction num‐

ber but is closely related to the initial state of infected humans and the supply of medical resources. Finally, the main theoretical re‐

sults of this paper are explained by numerical simulation.
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0 引言 

传染病严重危害着人类的生命健康，并给人们的工作和生活带来诸多不便。近年来，一些由

病毒引起的传染病，例如埃博拉出血热（Ebola Hemorrhagic Fever，EBHF）［1］，艾滋病（Acquired Im⁃
mune Deficiency Syndrome，AIDS）［2］，新型冠状病毒感染（Coronavirus Disease 2019，COVID-19）［3-4］

等，仍然是众多学者的研究热点。通常情况下，病毒性传染病的传播至少涉及两个关键过程，分别

是宿主体内病毒感染过程和宿主之间疾病传播过程［5］，将两个过程结合起来考虑对预防和控制病

毒性传染病具有重要意义。为此，一些国内外学者建立了宿主体内和宿主之间的疾病传播耦合模

型［6-11］，讨论了宿主体内病毒浓度对疾病在宿主之间传播的影响。特别地，Gilchrist 等［9］将宿主体

内病毒感染模型嵌套在宿主之间疾病传播模型中，推导出了疾病传播与毒力之间的函数关系。

Feng 等［10］在文献［9］的基础上引入依赖于宿主体内病毒浓度的传播率，使得宿主体内模型和宿主

之间模型存在明显的耦合关系，结果表明了耦合模型更符合传染病的传播规律。

2019 年末，新型冠状病毒感染疫情的突然暴发和短期内病例的迅速增加，使得各国的医疗资源如

防护服、口罩、医院床位等十分紧缺。在面对重大公共卫生事件时，医疗资源短缺无疑会增加疫情防

控难度，甚至会耽误对患者的治疗。有限的医疗资源对传染病传播和控制的影响引起了国内外学者

的广泛关注，例如，Yadav 等［12］提出了具有饱和治疗率的 SIRS（Susceptible-infected-recovered-suscepti⁃
ble）模型，分析了由于医疗资源不足而导致的治疗率饱和对疾病动态的影响。Hu 等［13］建立了两斑块

数学模型来模拟 SARS-CoV-2（Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2）的传播，并引入半饱

和检测率函数来描述医疗资源有限，结果表明医疗资源的供应对控制疾病传播具有重要作用。

基于上述讨论，考虑到病毒性传染病传播过程中的复杂性和医疗资源的有限性，本文将建立一类

具有饱和治疗率的多尺度疾病传播耦合模型，讨论宿主体内病毒载量和有限医疗资源如何影响疾病

在宿主之间的传播。

1 模型的建立 

将某地区总人口分为三类：易感者类、感染者类和恢复者类，其在 t时刻的数量分别为 S (t )，
I (t )和 R (t )。考虑到病毒载量对疾病传播的影响［14］，即疾病传播率与感染宿主体内的病毒浓度V
有关，不妨设传播率为 β (V )［10］。此外，假设感染力随着感染者数量的增加而饱和，α决定了感染

力饱和的水平。因此，病毒在宿主之间的传播可由下面模型（1）的微分方程组描述
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dS ( )t
dt =Λh- β ( )V S ( )t I ( )t

1 + αI ( )t -μS ( )t + κR ( )t ，

dI ( )t
dt = β ( )V S ( )t I ( )t

1 + αI ( )t - γI ( )t
1 + θI ( )t -μI ( )t ，

dR ( )t
dt = γI ( )t

1 + θI ( )t - ( )μ+ κ R ( )t ，

（1）

其中 Λh 表示易感者的补充率，μ表示宿主（包括易感者，感染者和恢复者）的自然死亡率，κ表示恢

复者丧失免疫力重新变得易感的速率。饱和治疗函数 γI/(1 + θI ) 描述了医疗资源的有限性，这里

γ表示治疗率，θ是饱和系数，θ= 0 表示所有感染者都可以接受治疗，θ越大表示医疗资源越有限。

在上述模型中，假设 β (V )满足 β (0) = 0，β (V ) ≥ 0，β' (V ) > 0，β'' (V ) ≤ 0。β (V )的最简单形式

是 β (V ) = aV，其 他 形 式 包 括 β (V ) = aV/ (1 + bV ) 和 β (V ) = aVq ( 0 < q< 1)，其 中 a 和 b 是 正

常数。

为了得到 V的具体形式，需要进一步研究病毒在宿主体内的感染过程。基于文献［10］，病毒

在宿主体内的演变规律由下面模型（2）的微分方程组描述
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dT ( )s
ds =Λc- κ1T ( )s V ( )s - κ2T ( )s T *( )s -μcT ( )s ，

dT *( )s
ds = κ1T ( )s V ( )s + κ2T ( )s T *( )s - ( )μc+ δc T *( )s ，

dV ( )s
ds = pT *( )s -μvV ( )s ，

（2）

其中 T ( s)，T *( s)和V ( s)分别表示健康体细胞、感染体细胞和游离病毒在时刻 s的浓度。Λc 表示健

康体细胞的补充率，κ1 表示病毒的入侵感染率，κ2 表示感染体细胞的接触感染率，μc 表示细胞（健

康体细胞，感染体细胞）的自然死亡率，δc 表示感染体细胞的因病死亡率，p表示感染体细胞的病毒

释放率，μv 表示体内病毒的清除率。

在模型（1）中，t表示病毒在宿主之间传播的时间尺度，在模型（2）中，s表示体细胞，病毒在宿主体

内演化的时间尺度。通常情况下，病毒在宿主体内的演化速率要高于其在宿主之间的传播速率，因此

t是一个慢时间尺度，而 s是一个快时间尺度［11］。不妨假设 t= ϵs，其中 ϵ是一个非常小的正常数。

2 宿主体内病毒感染模型 

根据模型（2）的生物学意义，假设它的任意解 (T ( s)，T *( s)，V ( s) )满足初始条件

T (0)> 0，T *(0)> 0，V (0)> 0。 （3）
关于模型（2）解的正性和有界性，下面的定理显然成立。

定理1 模型（2）满足初始条件（3）的解 (T ( s)，T *( s)，V ( s) )对任何 s≥ 0 是正的和最终有界的。

定义宿主体内模型（2）的基本再生数为

Rw
0 = ( )κ1 p+ κ2μv T0

μv( )μc+ δc
，

其中 T0 = Λc/μc。关于模型（2）的动力学性质，在文献［15］中已有相应结论，现总结如下。

关于模型（2）平衡点的存在性，有下面的结论。

定理2 若 Rw
0 ≤ 1，则模型（2）仅存在无感染平衡点U0 = (T0， 0， 0)；若 Rw

0 > 1，则模型（2）除U0

外还存在唯一的感染平衡点 U͂= (T͂，T͂ *，V͂ )，这里 T͂= T0

R w0
，T͂ * = μv μc ( )R w0 - 1

κ1 p+ κ2μv
，V͂= pμc ( )R w0 - 1

κ1 p+ κ2μv
。

关于U0 和 U͂的全局稳定性，有下面的结论。

定理3 若Rw
0 ≤ 1，则无感染平衡点U0 全局渐近稳定；若Rw

0 > 1，则感染平衡点 U͂全局渐近稳定。

3 宿主之间SIRS耦合模型 

由于病毒在宿主体内的感染变化速度高于病毒在宿主之间的传播速度，因此，假设宿主之间

的疾病传播过程还没有发生显著变化时，宿主体内的病毒载量V已经达到其稳态 V̂。即当 Rw
0 ≤ 1

时，V̂= 0；当 Rw
0 > 1 时，V̂= V͂。当 Rw

0 ≤ 1 时，感染者体内的病毒数量最终被清除，则由病毒引

起的传染病最终不流行。因此，在接下来的讨论中，我们总是假设 Rw
0 > 1。如果 Rw

0 > 1，则

β (V̂ ) = β (V͂ )，从而模型（1）可改写为
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dS ( )t
dt =Λh-

β ( )V͂ S ( )t I ( )t
1 + αI ( )t -μS ( )t + κR ( )t ，

dI ( )t
dt =

β ( )V͂ S ( )t I ( )t
1 + αI ( )t - γI ( )t

1 + θI ( )t -μI ( )t ，

dR ( )t
dt = γI ( )t

1 + θI ( )t - ( )μ+ κ R ( )t 。

（4）
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令N (t )=S (t )+ I (t )+R (t )，由模型（4）可得 dN (t ) /dt=Λh-μN (t )。容易计算，lim
t→∞

N (t )=Λh/μ。 

因此，考虑到模型（4）的生物学背景，仅在如下区域讨论其动力学行为

Ω =ì
í
î
(S (t )，I (t )，R (t ) )∈R3

+：0 ≤S (t )+ I (t )+R (t )≤ Λh

μ
ü
ý
þ
，

其中 R3
+ ≔{(x1，x2，x3)：xi ≥ 0，i= 1，2，3}。此外，定义模型（4）的基本再生数为

Rh
0 =

S0 β ( )V͂
μ+γ

。
3.1　平衡点的存在性　

模型（4）始终存在无病平衡点W0 = (S0， 0， 0)。若模型（4）存在地方病平衡点 W͂= (S͂，I͂，R͂)，则
其满足下面的方程组
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Λh-
β ( )V͂ S͂I͂

1 + αI͂
-μS͂+ κR͂= 0，

β ( )V͂ S͂I͂

1 + αI͂
- γI͂

1 + θI͂
-μI͂= 0，

γI͂
1 + θI͂

- ( )μ+ κ R͂= 0。

（5）

由式（5）的第 2 个和第 3 个方程可以得到

S͂= 1
β ( )V͂ ( γ

1 + θI͂
+μ) (1 + αI͂ )， R͂= γI͂

( )1 + θI͂ ( )μ+ κ
。 （6）

将式（6）代入式（5）中的第 1 个方程，得到 I͂满足

aI͂ 2 + bI͂+ c= 0， （7）
其中

a=μθ ( μα

β ( )V͂ + 1)， b= μ

β ( )V͂ ((μ+γ) ( β ( )V͂
μ

+ α)+μθ )-μS0θ- κγ
μ+ κ

，

c= 1
β ( )V͂ μ (μ+γ)-μS0 = 1

β ( )V͂ μ (μ+γ) (1 - Rh
0)。

因此，Δ = b2 - 4ac= b2 - 4aμ (μ+ γ) (1 - Rh
0) /β (V͂ )，且当 Δ ≥ 0 时，式（7）存在实根。现令

R͂h
0 = 1 -

b2 β ( )V͂
4aμ ( )μ+γ

，

显然可以得到

Δ > 0 ⇔ R͂h
0 < Rh

0，    Δ = 0 ⇔ R͂h
0 = Rh

0，    Δ < 0 ⇔ R͂h
0 > Rh

0。
因此，当 Rw

0 > 1 时，关于地方病平衡点的存在性，有下面的结论。

定理4 假设 Rw
0 > 1，则

1） 模型（4）不存在地方病平衡点当且仅当下列条件之一成立。

（i）R͂h
0 > Rh

0；（ii）R͂h
0 = Rh

0 并且 b≥ 0；（iii）R͂h
0 < Rh

0 ≤ 1 并且 b> 0。
2） 模型（4）存在唯一的地方病平衡点 W̄当且仅当下列条件之一成立。

（iv）R͂h
0 < Rh

0 = 1 并且 b< 0；（v）Rh
0 > 1；（vi）R͂h

0 = Rh
0 < 1 并且 b< 0。

3） 模型（4）存在两个地方病平衡点W* = (S*，I*，R*) 和W * = (S*，I *，R*) 当且仅当下面的条件

成立。
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（vii）R͂h
0 < Rh

0 < 1 并且 b< 0。
这里，I* = ( - b- Δ ) /2a和 I * = ( - b+ Δ ) /2a。
3.2　平衡点的稳定性　

首先讨论W0 的局部稳定性。

定理5 当 Rh
0 < 1 时，W0 是局部渐近稳定的；当 Rh

0 > 1 时，W0 不稳定。

证明 模型（4）在W0 处的 Jacobi 矩阵为

J (W0)=

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
-μ -β ( )V͂ S0 κ

0 β ( )V͂ S0 -γ-μ 0
0 γ -μ- κ

， （8）

因此，特征方程为

(λ+μ) (λ+μ+ κ ) (λ- β (V͂ ) S0 +γ+μ)= 0，
此特征方程有两个负特征值-μ和-μ- κ，还有一个特征值

λ= β (V͂ ) S0 -γ-μ= (γ+μ) (R h0 - 1)。
当 Rh

0 < 1 时，所有的特征值都具有负实部，因此W0 是局部渐近稳定的；而当 Rh
0 > 1 时，存在一个

特征值大于零，即W0 是不稳定的。证毕。

下面讨论W* 和W * 的局部稳定性。模型（4）在任意地方病平衡点处的 Jacobi 矩阵为

J=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷-
β ( )V͂ I
1 + αI

-μ - 1
1 + αI ( )γ

1 + θI
+μ κ

β ( )V͂ I
1 + αI

1
1 + αI ( )γ

1 + θI
+μ - γ

(1 + θI )2 -μ 0

0 γ
(1 + θI )2 -μ- κ

，

因此，特征方程为

( )λ+μ ( )λ2 - trJ1 ( )I λ+ detJ1 ( )I = 0， （9）
其中

detJ1 ( I )= I
( )1 + αI (1 + θI )2 F ( I )，

F ( I )= (μ+ κ ) (αμ+ β (V͂ ) ) θ2 I 2 + 2θ (μ+ κ ) (αμ+ β (V͂ ) ) I+
β (V͂ ) (μ+ κ+γ)+ α (μ+γ) (μ+ κ )-γθ (μ+ κ )；

trJ1 ( I )= 1
( )1 + αI (1 + θI )2 G ( I )，G ( I )=AI 3 +BI 2 +CI+D，  

A=-θ2( β (V͂ )+ α (2μ+ κ ) )，   B=-(θ2(μ+ κ )+ 2θ ( β (V͂ )+ α (2μ+ κ ) ) )，
C=γθ- 2θ ( )μ+ κ - α ( )2μ+ κ+γ - β ( )V͂ ， D=-( )μ+ κ 。

定理6 如果 R͂h
0 < Rh

0 < 1 且 b< 0，模型（4）的地方病平衡点W* 是鞍点。

证明 特征方程（9）显然有一个特征值 -μ，其余特征值由 λ2 - trJ1 ( I ) λ+ detJ1 ( I ) = 0 确定。

为此，将 I* = ( - b- Δ ) / (2a)代入 F ( I )得

F ( )I* = ( )μ+ κ ( )αμ+ β ( )V͂ θ2( )-b- Δ
2a

2

-γθ ( )μ+ κ + 2θ ( )μ+ κ ( )αμ+ β ( )V͂ -b- Δ
2a +
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β (V͂ ) (μ+ κ+ γ) + α (μ+ γ) (μ+ κ ) =
θβ ( )V͂ ( )μ+ κ

μ (- Δ ( )-b- Δ
2a + c- 1

θ (b+ Δ ) ) +

β (V͂ ) (μ+ κ+ γ) + α (μ+ γ) (μ+ κ ) - γθ (μ+ κ ) =
-θβ ( )V͂ ( )μ+ κ

μ
Δ ( 1
θ

+ -b- Δ
2a ) < 0。

即 detJ1 ( I*) < 0，则当W* 存在时，它是鞍点。证毕。

定理7 当 R͂h
0 < Rh

0 < 1 并且 b< 0 时，

1） 若 C< 0，模型（4）的地方病平衡点W * 是局部渐近稳定的；

2） 若 C> 0，模型（4）的地方病平衡点W * 是局部渐近稳定的当且仅当下列条件之一成立，

（i）G ( I3) < 0；（ii）G ( I3) > 0 且 I * ∈ (0，I2) ⋃ ( I4，+∞)，
这里，I1 和 I3 分别为 G ( I )的极小值点和极大值点，I2 和 I4 为 G ( I ) = 0 的两个正实根。

证明 类似于定理 6 的证明，将 I * = ( - b+ Δ ) / (2a)代入 F ( I )得

F ( I *)=
θβ ( )V͂ ( )μ+ κ

μ
Δ ( 1
θ

+ -b+ Δ
2a )> 0，

即 detJ1 ( I *) > 0。接下来考虑 trJ1 ( I *)的符号：

1） 当 C< 0 时 ，由 G ( I ) 的 表 达 式 可 知 ，G ( I ) < 0 ( I≥ 0)，显 然 有 trJ1 ( I ) < 0 ( I≥ 0)，则 有

trJ1 ( I *) < 0；

2） 当 C> 0 时，易知 I1 = ( - 2B+ 4B2 - 12AC ) / (6A) 和 I3 = ( - 2B- 4B2 - 12AC ) / (6A)
分别是 G ( I )的极小值点和极大值点。（i）当 G ( I3) < 0 时，G ( I ) < 0 ( I≥ 0)，则有 trJ1 ( I *) < 0；（ii）当

G ( I3) > 0 时，若 I * ∈ (0，I2) ⋃ ( I4，+∞)，则有 trJ1 ( I *) < 0。
综上所述可得W * 是局部渐近稳定的。证毕。

最后讨论当 Rh
0 > 1 时，地方病平衡点 W̄= (S̄，Ī，R̄)的全局稳定性。

定理8 若 Rh
0 > 1，则

1） 当 α= θ= 0 时，地方病平衡点是全局渐近稳定的；

2） 当 α= 0，θ≠ 0 时，地方病平衡点是全局渐近稳定的当且仅当下面的条件成立，

1 - μ

( )μ+ θΛh ( )1 + θĪ
≤ 2( μ+ κ )

γ
。 （10）

证明 对地方病平衡点 W̄，构造 Lyapunov 函数如下

L2 = 1
2 (S- S̄+ I- Ī+R- R̄ )2 + 2μ

β ( I- Ī- Ī ln I
Ī )+ μ

γ
(R- R̄ )2。

沿着模型（4）计算 L2 的全导数，可以得到

dL2

dt = (S- S̄+ I- Ī+R- R̄) ( dS
dt + dI

dt + dR
dt )+ 2μ

β (1 - Ī
I ) dI

dt + 2μ
γ (R- R̄) dR

dt =

-μ(S- S̄ )2 - (μ+ 2μγθ
β (1 + θI )(1 + θĪ ) ) ( I- Ī )2 - (μ+ 2μ( μ+ κ )

γ ) (R- R̄ )2 - 2μ (S- S̄) ( I- Ī )-

2μ (S- S̄) (R- R̄)- 2μ ( I- Ī ) (R- R̄)+
2μ ( )I- Ī ( )R- R̄
(1 + θI )(1 + θĪ )

+ 2μ
β ( I- Ī ) ( βS

1 + αI
- βS̄

1 + αĪ )。
当 α= θ= 0 时，

dL2

dt =-μ(S- S̄ )2 -μ( I- Ī )2 - (μ+ 2μ( μ+ κ )
γ ) (R- R̄ )2 - 2μ (S- S̄) (R- R̄)≤ 0。
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当 α= 0，θ≠ 0 时，

dL2

dt =-μ(S- S̄ )2 - (μ+ 2μγθ
β ( )1 + θI ( )1 + θĪ ) ( I- Ī )2 - (μ+ 2μ( μ+ κ )

γ ) (R- R̄ )2 -

2μ(S- S̄ )(R- R̄ )- 2μ (1 - 1
( )1 + θI ( )1 + θĪ ) ( I- Ī )(R- R̄ )≤-( )μ+ 2μγθ

β ( )1 + θI ( )1 + θĪ

( I- Ī )2 - 2μ( μ+ κ )
γ

(R- R̄ )2 + 2μ (1 - μ
( μ+ θΛh ) ( )1 + θĪ ) | I- Ī ||R- R̄ |，

当 Rh
0 > 1 时，若条件（10）成立，则对任意的 (S (t )，I (t )，R (t ) )有 dL2/dt< 0。当且仅当 S= S̄，I= Ī， 

R= R̄ 时，有 dL2/dt= 0。因而，{W̄ }是 {(S (t )，I (t )，R (t ) ) ∈ Ω|dL2(t ) /dt= 0}中的最大不变集，由

Lyapunov 定理［16］和 LaSalle 不变原理［17］可知 W̄是全局渐近稳定的。证毕。

注 在定理 8 中，只建立了当 Rh
0 > 1 时，α= θ= 0 和 α= 0，θ≠ 0 情况下的地方病平衡点的全局稳定性。是

否可以通过构造合适的 Lyapunov 函数或给出不含变量的条件去证明当 α≠ 0，θ≠ 0 时地方病平衡点的全局稳定

性是一个有待解决的问题，我们将在数值模拟部分验证当 α≠ 0，θ≠ 0 时地方病平衡点的全局稳定性。

3.3　前向/后向分支的存在性　

关于模型（4）前向/后向分支的存在性，有下面的结论。

定理9 若 θ> θ̂，则模型（4）在 Rh
0 = 1 处出现后向分支；若 θ< θ̂，则模型（4）在 Rh

0 = 1 处出现

前向分支，其中

θ̂= ( )μ+γ ( )2α ( )μ+ κ S0 +μ+ κ+γ

2γ ( )μ+ κ S0
。

证明 令 S= x1，I= x2，R= x3，则模型（4）可改写为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

dx1 ( )t
dt =Λh-

β ( )V͂ x1 ( )t x2( )t
1 + αx2( )t

-μx1 ( )t + κx3 ( )t ≔ f1，

dx2( )t
dt =

β ( )V͂ x1 ( )t x2( )t
1 + αx2( )t

- γx2( )t
1 + θx2( )t

-μx2( )t ≔ f2，

dx3 ( )t
dt = γx2( )t

1 + θx2( )t
-μx3 ( )t - κx3 ( )t ≔ f3。

当 Rh
0 = 1 时，由（8）可知 J (W0)对应的特征方程为

λ (λ+μ) (λ+μ+ κ )= 0。
因此，J (W0)的特征值分别为 λ1 = 0，λ2 =-μ，λ3 =-μ- κ。显然 λ1 = 0 是一个零特征值，J (W0)的
其他特征值都有负实部。因此，可以利用文献［18］中的中心流形理论来讨论分支的存在性。

选择病毒传播率 β (V͂ )作为分支参数，则 Rh
0 = 1 等价于

β (V͂ )= μ+γ
S0

≔ β*。
因此，当 β (V͂ ) = β* 时，由文献［19］中的定理 4.1 可知无病平衡点W0 是一个非双曲平衡点。

令w= (ω1，ω2，ω3 )T 表示与零特征值 λ1 = 0 对应的右特征向量，其满足 J (W0，β*)w= 0，即
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-μω1 - β*S0ω2 + κω3 = 0，
( )β*S0 -μ-γ ω2 = 0，
γω2 - ( )μ+ κ ω3 = 0。
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由此得

ω1 =-( )μ+ κ+γ ， ω2 =μ+ κ， ω3 =γ。 （11）
此外，满足 v ⋅w= 1 的与零特征值对应的左特征向量 v= (v1，v2，v3)由下面的方程组给出

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

-μv1 = 0，
-β*S0v1 + ( )β*S0 -μ-γ v2 +γv3 = 0，
κv1 - ( )μ+ κ v3 = 0。

由此得

v1 = 0， v2 = 1
μ+ κ

， v3 = 0。 （12）

计算在无病平衡点W0 处的二阶偏导数得

∂2 f1
∂x1∂x2

= ∂2 f1
∂x2∂x1

=-β (V͂ )， ∂2 f1
∂x2∂β ( )V͂ =-S0， ∂

2 f1
∂x2

2
= 2αβ (V͂ ) S0， ∂

2 f3
∂x2

2
=-2θγ，

∂2 f2
∂x1∂x2

= ∂2 f2
∂x2∂x1

= β (V͂ )， ∂2 f2
∂x2∂β ( )V͂ =S0， ∂

2 f2
∂x2

2
=-2αβ (V͂ ) S0 + 2θγ， 

（13）

且其他二阶偏导数都等于零。因此由式（11），式（12）和式（13），可以计算文献［19］定理 4.1 中定

义的系数 a和 b如下，

a= ∑
k，i，j= 1

n

 vκωiωj
∂2 fκ

∂xi∂xj ( )W0 =-( )μ+ κ+γ β* - 2αβ*S0 ( )μ+ κ + 2θγ ( )μ+ κ 。

b= ∑
k，i= 1

n

 vκωi
∂2 fκ

∂xi∂β ( )V͂ (W0)= v2ω2
∂2 f2

∂x2∂β ( )V͂ (W0)=S0 > 0。

由于系数 b总为正，因此，若 θ> θ̂，即系数 a为正，则模型（4）存在后向分支；若 θ< θ̂，即系数 a为
负，则模型（4）存在前向分支。证毕。

4 数值模拟 

本节使用 MATLAB 软件进行数值模拟。首先，解释当宿主体内模型（2）的基本再生数 Rw
0 > 1

时，宿主体内病毒浓度对宿主间疾病传播的影响。以函数 β (V ) = aV为例，选取 a= 0.77 × 10-11。

关于宿主间模型（4），选取 Λh = 750，μ= 0.000 182，κ= 0.002，γ= 0.11，θ= 1.85，α= 0.20，参数单

位为 d，有下列三种情形。

（1）当 Λc = 1 500，p= 23，κ1 = 18 × 10-7，κ2 = 15 × 10-7，μc = 0.011 05，δc = 0.68，μv = 10.258
（参数单位为 d）时，计算得到 Rw

0 = 1.087 4 > 1，从而模拟得到体内病毒浓度随着时间 s的变化趋于

稳定值 V͂= 391.342 3，如图 1（a）所示。此时，宿主间模型（4）的基本再生数 Rh
0 = 0.112 7 < 1，在这

种情况下，无病平衡点W0 是全局渐近稳定的，意味着疾病灭绝，如图 1（b）所示。

（2）当 Λc = 1 290，p = 30，κ1 = 55 × 10-7，κ2 = 50 × 10-7，μc = 0.011 2，δc = 0.58，μv = 12（参

数单位为 d）时，计算得到 Rw
0 = 3.652 9 > 1，从而模拟得到体内病毒浓度随着时间 s的变化趋于

稳定值 V͂ = 3 961.7，如图 2（a）所示。此时，宿主间模型（4）的基本再生数 Rh
0 = 1.140 9 > 1，在这

种情况下，存在唯一的地方病平衡点 W̄，且其是全局渐近稳定的，意味着疾病持续存在，如图 2
（b）所示。

（3）当 Λc = 1 500，p= 23，κ1 = 18 × 10-7，κ2 = 15 × 10-7，μc = 0.011 05，δc = 0.68，μv = 9.248
（参数单位为 d）时，计算得到 Rw

0 = 1.174 0 > 1，从而模拟得到体内病毒浓度随着时间 s的变化趋于

稳定值 V͂= 800，如图 3（a）所示。此时，宿主间模型（4）的基本再生数 Rh
0 = 0.230 4 < 1，并且存在
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双稳态，这意味着基本再生数不再是确定疾病流行的阈值条件，疾病的持续或灭绝更多地取决于

感染者的初始数量，如图 3（b）所示。

接 下 来 ，选 取 参 数 值 Λh = 750，μ= 0.000 182，κ= 0.002，γ= 0.11，α= 0.20，V͂= 800，
θ= 8.338，计算得到 R͂h

0 = 0.231，b=-5.557 6 × 103 < 0。注意到，当 R͂h
0 < Rh

0 < 1 并且 b< 0 时，模

型（4）存在两个地方病平衡点，一个不稳定，另一个局部渐近稳定；当 Rh
0 > 1 时，模型（4）存在唯一

的地方病平衡点。这表示控制疾病传播的阈值是 Rh
0 = R͂h

0 = 0.231。换句话说，传染病只能在

Rh
0 < R͂h

0 之前得到控制，如图 4（a）所示。另外，改变 θ的取值，可以得到当 θ> θ̂= 8.338 时，模型

（4）存在两个地方病平衡点，这意味着，θ越大，即医疗资源越有限，传染病越难得到控制，如图 4
（b）所示。

5 结论 

基于传染病传播过程中的复杂性和医疗资源的有限性，本文提出了一类具有饱和治疗率的多

尺度传染病模型。对于宿主体内病毒感染模型（2），得到了基本再生数 Rw
0 的表达式，建立了无感

图1　模型（2）和模型（4）的动力学行为，其中R w0 = 1.087 4 > 1，R h0 = 0.112 7 < 1
（a） 模型（2）感染平衡点的全局渐近稳定性，其中 R w0 = 1.087 4 > 1；（b） 模型（4）无病平衡点的全局渐近稳定性， 

其中 R h0 = 0.112 7 < 1。
Fig.  1　The dynamic behaviors of model (2) and model (4), where R w

0 = 1.087 4 > 1, R h
0 = 0.112 7 < 1

(a) The global asymptotic stability of infection equilibrium of model (2), where R w
0 = 1.087 4 > 1; (b) The global asymptotic stability 

of disease-free equilibrium of model (4), where R h
0 = 0.112 7 < 1.

图2　模型（2）和模型（4）的动力学行为，其中R w0 = 3.652 9 > 1， R h0 = 1.140 9 > 1
（a） 模型（2）感染平衡点的全局渐近稳定性，其中 R w0 = 3.652 9 > 1； （b） 模型（4）地方病平衡点的全局渐近稳定性，

其中 R h0 = 1.140 9 > 1
Fig.  2　The dynamic behaviors of model (2) and model (4), where R w

0 = 3.652 9 > 1, R h
0 = 1.140 9 > 1

(a) The global asymptotic stability of infection equilibrium of model (2), where R w
0 = 3.652 9 > 1; (b) The global asymptotic stability 

of endemic equilibrium of model (4), where R h
0 = 1.140 9 > 1.
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染平衡点和感染平衡点的全局渐近稳定性的判别准则。对于宿主之间疾病传播模型（4），得到了

基本再生数 Rh
0 的表达式，建立了各类平衡点存在性和稳定性的判别准则。特别地，当 R͂h

0 < Rh
0 < 1

并且 b< 0 时，模型（4）存在两个地方病平衡点W* 和W *，其中W* 不稳定，W * 局部渐近稳定；而当

Rh
0 > 1 时，模型（4）存在唯一的地方病平衡点 W̄，它在特定条件下是全局渐近稳定的。

注意到当 θ> θ̂时，模型（4）在 Rh
0 = 1 处存在后向分支，由此可知饱和治疗可能导致多个地方

病平衡点的存在，这使得对疾病的控制变得更加困难。此外，由 Rh
0 的表达式可以看出，β (V͂ )可以

决定 Rh
0 > 1 或 Rh

0 < 1。若初始感染者数量多，感染宿主体内病毒浓度越高，由 β (V ) 的性质可知

β (V͂ )越大，直至使得 R͂h
0 < Rh

0 < 1，此时模型（4）存在两个地方病平衡点，这表明即使基本再生数

Rh
0 < 1，宿主之间疾病仍可能持续存在。因此，增加医疗资源并降低宿主体内病毒浓度对控制疾

病传播甚至根除疾病具有不可或缺的作用。病毒在宿主体内会存在潜伏期，所以在模型中考虑潜

伏期时滞等符合实际的因素，是进一步值得研究的问题。

图3　模型（2）和模型（4）的动力学行为，其中R w0 = 1.174 0 > 1， R h0 = 0.230 4 < 1
（a） 模型（2）感染平衡点的全局渐近稳定性，其中R w0 = 1.174 0 > 1； （b） 模型（4）存在双稳态吸引子，其中R h0 = 0.230 4 < 1。

Fig.  3　The dynamic behaviors of model (2) and model (4), where R w
0 = 1.174 0 > 1, R h

0 = 0.230 4 < 1

(a) The global asymptotic stability of infection equilibrium of model (2), where R w
0 = 1.174 0 > 1; (b) model (4) exists bistable 

attractors, where R h
0 = 0.230 4 < 1.

图4　模型（4）的分支图：在平衡点处的感染群体作为Rh
0和θ的函数

（a） I关于Rh
0的分支图； （b） I关于θ的分支图。蓝色虚线表示不稳定的地方病平衡点，红色实线表示局部渐近稳定的地方病

平衡点。

Fig.  4　Bifurcation diagrams of model (4): the infection population at equilibrium as a function of Rh
0 and θ

(a) Bifurcation diagram of I with respect to R h0; (b) bifurcation diagram of I with respect to θ.  The blue dashed line indicates the unstable 

endemic equilibrium and the red solid line represents the locally stable endemic equilibrium.
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