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深度学习下随机基因开关模型的概率密度函数估计
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摘 要：在求解随机基因开关模型的概率密度函数的过程中，目前常用方法很难进行理论求解，精确解只能在一些

很严格的条件下才能得到或结果较粗糙，精确度较低且耗时较长，精度会受到样本路径长度和网格细分程度的限

制。针对这些问题，本文借助神经网络来估计该模型的概率密度函数。在研究过程中，通过引入惩罚因子来克服

局部最优化，并给出了相应的设置准则；同时将归一化条件作为监督条件，以避免近似解为零。最终的结果表明，

用深度学习的方法估计随机基因开关模型的概率密度函数是非常可行和有效的，这种方法不需要任何插值和坐标

变换，与蒙特卡罗方法相比耗时至少减少了 50 s，且所得结果精度更高。同时研究了隐藏层数和节点数的影响，表

明通过适当构建神经网络可以提高机器学习的计算性能。
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Probability Density Function Estimation of Stochastic Gene Switching Model 

Under Deep Learning
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Abstract: In the process of solving the probability density function (PDF) of stochastic gene switching model, the commonly used 

methods are difficult to solve theoretically, and the accurate solutions can only be obtained under some very strict conditions. The re‐

sults are relatively rough, with low accuracy and long time consumption, and the accuracy may be limited by sample path length and 

mesh subdivision degree. In response to these issues, this paper uses neural network to estimate the PDF of this model. In the re‐

search process, penalty factors were introduced to overcome local optimization, and corresponding setting criteria were provided. 

Normalization conditions were also used as supervisory conditions to avoid approximate solutions of zero. Our final results show 

that the deep learning method is very feasible and effective to estimate the PDF of stochastic gene switching model, and this method 

does not require any interpolation or coordinate transformation. Compared with the Monte Carlo method, the time consumption is re‐

duced by at least 50 seconds, and the obtained results have higher accuracy. The effects of the number of hidden layers and nodes 

were also studied, indicating that the computational performance of machine learning can be improved by appropriately constructing 

neural network.
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0 引言 

基因开关模型也称为基因转录调控模型，

基因转录表达的过程中常伴随着 mRNA 与蛋

白质的合成与降解，它们数目的变化是典型的

随机过程。随机基因开关模型的概率密度函数

可以反映蛋白浓度的变化，通过研究它的概率

密度函数可以掌握基因转录表达的机理，弄清

各因素在基因转录调控过程中的作用及影响，

从而更好地了解遗传信息的传递。随机基因开

关模型的概率密度函数通常有两种估计方法：

一种是直接理论求解 FP（Fokker-planck）方程，

但这种方法的解只是通过计算在网格上的点得

出的，任何其他点的评估都需要插值或其他重

构技术。对于一维系统，这些方法尚且有效，

但在二维和更高维的系统中，它们将消耗大量

计算资源，甚至难以克服维数灾难。同时，计

算的精度会受到网格稀疏性的影响，而一个密

集的网格又不可避免地会导致计算量的急剧增

加。另一种方法是求解随机微分方程，然后通

过蒙特卡罗方法统计计算其概率密度函数。与

第一种方法相比，这种方法不需要插值，但它

需要大量的样本路径，并且其解的准确性与生

成的数据量有关。对于二维系统，可能因求解

的联合概率密度函数的计算成本太大而无法获

得。因此，寻找一种无须插值计算且计算复杂

度较低的替代技术可以大大提高效率［1-2］。

人 工 神 经 网 络（Artificial Neural Network， 
ANN）技术的应用为随机微分方程概率密度函

数的求解提供了一种新的思路。人工神经网络

是函数逼近的强大且有效的工具，由于人工神

经网络拟合连续函数的能力强，大量学者开始

使用人工神经网络来求解常微分方程和偏微分

方程［3-5］。通过设置一个监督学习模型，将计算

区间和边界区间离散化后作为网络的输入，并

以微分方程的初始条件和边界条件作为网络训

练的监督条件，从而使近似解通过最小化标准

接近真实解。而深度学习是在人工神经网络及

各种数据处理技术不断发展的基础上发展起来

的。深度学习方法的提出，解决了多层神经网

络模型的参数优化问题，突破了神经网络技术

发展的瓶颈，之后深度学习的方法便开始被应

用在各个领域，且正在不断完善和丰富［6］。使

用深度学习中的人工神经网络技术求解微分方

程相对于另外两种传统估计概率密度函数方法

具有以下优势：（1）人工神经网络可以学习近

似解；（2）解的搜索不需要任何坐标变换；（3）
随着样本点数量的增加，计算复杂度不会迅速

增加；（4）求解速度更快。与文献［7］中基于逃

逸概率和吸收区域来量化系统稳定性的研究方

法不同，本文从高斯白噪声诱导的基因开关模

型出发，分别用蒙特卡罗模拟方法和深度学习

求解 FP 方程的方法进行概率密度函数的估计，

并将两种方法进行对比，同时研究了隐藏层数

与各层节点数对结果的影响，最后验证了用深

度学习估计随机基因开关模型的概率密度函数

的精确性和有效性。

1 模型分析 

随机基因开关模型的表达式为［7-8］：

dx
dt

= k ( 2x2 + 50x4 )
25 + 29x2 + 52x4 + 4x6 - rx + 1 + ζ ( t )，

这是一个生物学上的单基因双稳态模型。其中

x 表示抑制蛋白的浓度，k 用来度量抑制蛋白结

合所带来的增强转录，降解率用 r 表示，抑制蛋

白的平衡态浓度由 k 和 r 决定。 ζ ( t ) 为高斯白

噪声过程，它满足的统计性质为：

ζ ( t ) = 0，
ζ ( t )ζ ( s ) = 2Dδ ( t - s )，

其中 D 为噪声强度［9-10］。

图 1 中我们给出了确定情形下 ( D = 0 ) 系

图1　确定性基因开关模型对参数k和 r的分岔图

Fig.  1　The bifurcation diagram of the deterministic gene 

switching model for the parameters k and r
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统对参数 k 和 r 的分岔图。结果显示当参数 k 和

r 的取值在图中的白色区域时，系统处于单稳

态，此时的平衡点唯一，任意的初始蛋白浓度都

会逐渐趋于这个平衡点。当 k 和 r 的取值在图中

的红色区域时，此时系统有三个平衡点。图 2 给

出了系统在这种情形的相图。此时，系统有三

个平衡点 x1、x2 和 x3，其中 x1 和 x3 是稳定的。当

系统处于 x1 时，基因开关是关闭的，此时的蛋白

质含量偏低，系统处于一个低转录的状态。当

系统处于 x3 时，基因开关打开，这时蛋白质含量

偏高，系统开始进行高转录。x2 是不稳定点，小

于 x2 的蛋白质浓度会逐渐向 x1 靠近，而大于 x2

的蛋白质浓度会逐渐趋于 x3
［11-12］。

通过图 3 的势函数，可确定出一个较为理想

的双稳态模型对应的参数值为 r = 5.23，k = 10。
要想进一步探索该基因模型的一些特点规

律，了解它的概率密度函数是至关重要的。接

下来我们分别用蒙特卡罗模拟方法和本文主要

研究的基于深度学习的方法估计基因开关模型

的概率密度函数，通过对比来说明用深度学习

的方法估计随机基因开关模型概率密度函数的

可行性和有效性。

2 稳态概率密度函数求解 

2.1　蒙特卡罗求解　

2.1.1　随机二阶龙格-库塔模型　

龙格-库塔（Runge-Kutta）方法［13］是一种常

用的以数学为基础的典型微分方程数值解法，

通过插值来对结果进行优化。本文研究的随机

基因开关模型对应的经典二阶龙格-库塔公式

如下（设置时间步长为 h = 0.1）［14］：

k1 = k ( 2x2 + 50x4 )
25 + 29x2 + 52x4 + 4x6 - rx + 1，

k2 =
k [ ]2( x + h ⋅ k1 + 2Dh ϕn )2 + 50( x + h ⋅ k1 + 2Dh ϕn )4

25 + 29( x + h ⋅ k1 + 2Dh ϕn )2 + 52( x + h ⋅ k1 + 2Dh ϕn )4 + 4( x + h ⋅ k1 + 2Dh ϕn )6
-

r ( x + h ⋅ k1 + 2Dh ϕn )+ 1，

xn + 1 = xn + h
2 ( k1 + k2 )+ 2Dh ϕn，

其中 ϕn 是一个标准正态分布随机数。

结合随机二阶龙格-库塔公式，利用 Matlab
得到高斯白噪声诱导的基因开关模型的时间历

程图，如图 4（a）所示。之后再借助蒙特卡罗模

拟技术画出对应的概率密度函数图。为了使图

形看起来更美观，我们将 x 的取值范围设置为

［-0.4，2］，时长设置为 100 s。研究发现，该方

程在 20 s 以后的值是稳定的，因此我们取 20 s
之后的点。根据得到的 x，利用直方图法估计

概率密度函数，将 20 s 之后的数据进行分组统

计，计算每个区间内数据点的频率，将统计得

到的频率除以总数和区间宽度，来得到概率密

度函数。用蒙特卡罗进行模拟的实质是通过生

成的随机数取平均后作为预期值的近似。因

图3　确定性基因开关模型的势函数（r = 5.23，k = 10）
Fig.  3　The potential function of the deterministic gene 

switching model (r = 5.23, k = 10)

图2　确定性基因开关模型为双稳态时的相图

Fig.  2　The phase diagram of a bistable deterministic gene 

switching model
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此，我们通过前面得到的点便能用蒙特卡罗模

拟出一条 PDF（probability density function）来，重

复进行 1 000 次，则对应得到 1 000 条 PDF 曲

线，将所得到的这 1 000 条函数图取平均，从而

得到对应的概率密度函数图，如图 4（b）所示。

一般在试验中，基因开关的状态往往是无

法直接看出的，而是要依据当前细胞中该基因

合成的蛋白质浓度的高低来判断。如果蛋白质

的浓度很高，则说明基因开关处于开的状态。

相反，如果蛋白质的浓度很低，我们则认为基

因开关处于关闭状态。当系统存在两个稳定点

时，受某些参数变化的影响，蛋白质浓度会由

一个稳定点转移到另一个稳定点，引起蛋白质

浓度的改变，进而触发基因开关［15］。而图 4 的

状态是一个稳定状态，左右峰值高度基本一

致，这个时刻抑制蛋白的浓度可以作为判断基

因开关的临界值。

2.1.2　不同参数对概率密度函数的影响　

接下来我们通过改变参数值来研究不同参

数值对模型概率密度函数的影响，即不同的降解

率、增强转录和噪声强度对蛋白质浓度的影响。

首先只改变降解率 r，所得的概率密度函数

对比如图 5 所示。

通过对比我们发现在其他条件一定的情况

下，当降解率在 5.2 左右时双峰都比较明显，当

降解率逐渐减小时，左侧的峰明显减小，右侧

的峰会更突出，而当降解率逐渐增大时，右侧

的峰会明显减小，左侧的峰会更突出。这说明

当降解率减小时抑制蛋白浓度将主要处于高浓

度状态，此时基因开关处于开的状态，而当降

解率增大时抑制蛋白浓度将集中在低浓度态，

此时基因开关便会关闭，可见降解率的增大能

够实现基因开关从开到关的转化，可以作为基

因开关的控制参量。

同理改变增强转录 k 所得的概率密度函数

对比如图 6 所示。

通过对比发现在其他条件一定的情况下，当

增强转录值在 9.9 左右时为双峰，增强转录值逐

渐减小时，由双峰变为单峰，峰值在左侧，而当

增强转录值逐渐增大时，仍由双峰变为单峰，峰

值在右侧。这说明抑制蛋白结合所带来的增强

转录值逐渐增大时，抑制蛋白浓度会逐渐由低

浓度向高浓度状态移动，使得基因开关打开，因

此该参数同样能当作基因开关的控制参量［16］。

同理改变噪声强度 D 所得的概率密度函数

对比如图 7 所示。

可以看出与前面所得结果不同，原来已是

双峰，在其他条件一定的情况下，只改变噪声

强度仍为双峰，只是明显程度不同，噪声强度

越小越明显，说明此时噪声强度并不能作为基

因开关的控制参数。通过上面的分析可知，三

个参量中，降解率和用来度量抑制蛋白结合所

带来的增强转录可以作为基因开关，通过调节

这两个参量的用量可以起到调节抑制蛋白浓度

的作用，从而也说明了研究概率密度函数的

意义。

2. 2　深度学习求解　

2.2.1　确立平稳的FP方程　

对于一个普通的一维随机微分方程：

ẋ = f ( x )+ ζ ( t )， （1）
其中 x 是一个变量，ζ ( t ) 是一个噪声强度为 D
的高斯白噪声过程，f ( x ) 是关于 x 的函数。对

图4　稳定状态（r = 5.23，k = 10，D = 0.1）下的时间历程图（a）和PDF图（b）
Fig.  4　The time history diagrams (a) and the corresponding PDF diagrams (b) under steady state (r = 5.23, k = 10, D = 0.1)
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于式（1），求解过程是马尔可夫过程，且平稳响

应的概率密度函数满足以下的 FP 方程［17-18］：

- ∂
∂x [ f ( x ) p( x )]+ D

∂2

∂x2 p( x ) = 0，

其中 p( x ) 是方程（1）的概率密度函数，它必须

满足标准化条件并且当 x 趋于无穷大时，p( x )
趋于零。

研究的基因开关模型对应的平稳FP方程为：

- ∂
∂x

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( k ( 2x2 + 50x4 )

25 + 29x2 + 52x4 + 4x6 - rx + 1) p( x )
ù

û

ú
úú
ú+

D
∂2

∂x2 p( x )= 0，

整理后为：

-( k (100x+5 000x3+2 692x5-32x7-400x9 )
( 25+29x2+52x4+4x6 )2 -r )⋅

p( x )-( k ( 2x2+50x4 )
25+29x2+52x4+4x6 -rx+1) ∂

∂x
p( x )+

图5　不同 r下模型的时间历程图和相应的PDF图

（a） r = 5.0时的时间历程图；（b） r = 5.2时的时间历程图；（c） r = 5.5时的时间历程图；

（A） r = 5.0时的PDF图；（B） r = 5.2时的PDF图；（C） r = 5.5时的PDF图。

Fig.  5　Time history plots and corresponding PDF plots of the model under different r

(a) Time history plot when r = 5.0; (b) time history plot when r = 5.2; (c) time history plot when r = 5.5;

(A) PDF plot when r = 5.0; (B) PDF plot when r = 5.2; (C) PDF plot when r = 5.5.
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D
∂2

∂x2 p( x )=0。
2.2.2　深度学习求解方法介绍　

接下来我们将介绍如何通过深度学习的方

法求解 FP 方程［5 ，19-20］。

图 8 是一个人工神经网络的典型结构，它也

被称为具有 L 层的深度神经网络，其中 x 是输入

层，y 是输出层。H l = [hl
1，hl

2，hl
3，…，hl

nl ] ( 2 ≤ l ≤
L - 1) 表示输出的第 l - 1 个隐藏层，nl 是每层

的节点数。 W = [w1，w2，…，wl，…，wL - 1 ] 是网

络的权重，wl 代表从第 l 层到第 l + 1 层的权

重 。 矩 阵 wl 的 大 小 为 nl × nl + 1。 Bias =
[b1，b2，…，bl，…，bL - 1 ]是层的偏差，bl 代表大小

为 nl × 1 的第 l + 1 层的偏差。

图 8 所示的神经网络便是最简单的前馈神

经网络，通常可以用来近似普通的连续型非线

性函数。因此，我们可以将前馈过程描述为：

h2
i = F (w 1

i x + b1
i )，

图6　不同k下模型的时间历程图和相应的PDF图 
（a） k = 9时的时间历程图；（b） k = 9.9时的时间历程图；（c）k = 11时的时间历程图；

（A） k = 9时的PDF图；（B） k = 9.9时的PDF图；（C） k = 11时的PDF图。

Fig.  6　Time history plots and corresponding PDF plots of the model under different k

(a) Time history plot when k = 9; (b) time history plot when k=9.9; (c) time history plot when k=11;

(A) PDF plot when k=9; (B) PDF plot when k=9.9; (C) PDF plot when k=11.
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hl
i = F (∑j = 1

nl - 1

w l - 1
ij hl - 1

j + bl - 1
i )，3 ≤ l ≤ L - 1，

y = F (∑i = 1

nL - 1

w L - 1
i hL - 1

i + bL - 1)，
其中 F 表示激活函数，常用的激活函数有 Sig⁃
moid、Tanh 和 ReLU 函数等，输出可以描述为

y = F ( x；θ )，其中 θ = [W，Bias]表示为网络参

数。通常还会在输出上添加绝对值函数，以保

证 PDF 是非负的。

在求解微分方程时，控制方程提供了一种

灵活的方式，通过调节外部控制变量或控制函

数的值来实现对系统行为的调节和优化。微分

方程中未知函数在求解之前所需满足的条件为

初始条件；需要在特定的区间端点满足一定的

条件时求解微分方程的解，这些条件称为边界

条件，边界条件是一个方程具有确定解的先决

条件。通常，当要求解的方程是平稳状态下的

图7　不同D下模型的时间历程图和相应的PDF图

（a） D = 0.05时的时间历程图；（b） D = 0.15时的时间历程图；（c）D = 0.20时的时间历程图；

（A） D = 0.05时的PDF图；（B） D = 0.15时的PDF图；（C） D = 0.20时的PDF图。

Fig.  7　Time history plots and corresponding PDF plots of the model under different D

(a) Time history plot when D = 0.05; (b) time history plot when D = 0.15; (c) time history plot when D = 0.20;

(A) PDF plot when D = 0.05; (B) PDF plot when D = 0.15; (C) PDF plot when D = 0.20.
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方程时，只有边界条件而没有初始条件，对应

使用人工神经网络求解微分方程时的约束条件

为微分方程的控制方程和边界条件 ［1］：

ì
í
î

D ( y ( XD ) )= f ( XD )，XD ∈ Ω，
B( y ( XB ) )= g ( XB )，XB ∈ ∂Ω，

其中 D [ ⋅ ]是包含关于 X 的导数的微分算子，

B [ ⋅ ]是边界算子。TD ={X D
i ∈ Ω}ND

i = 1
的数据域

和 TB ={X B
i ∈ ∂Ω}NB

i = 1
的数据边界是被离散化为

人工神经网络的输入数据，相应的输出表示为

ŷ = ŷ ( X；θ )，其中 ND 和 NB 分别表示训练集和

边界集中的数据量，θ 是人工神经网络的参数。

损失函数表示为 L = E1 + E2，其中

E1 = 1
ND

∑
i = 1

ND

|| D ( ŷ ( X D
i ；θ ) )- f ( X D

i ) 2
，

E2 = 1
NB

∑
i = 1

NB

|| B( ŷ ( X B
i ；θ ) )- g ( X B

i ) 2。
然后，采用优化方法来训练网络，这种训练

属于监督学习。损失部分 E1 和 E2 分别保证训

练解满足给定方程的形式和边界条件。但是用

这一方法处理许多 FP 方程往往是不可行的，仅

仅只有方程形式和边界条件会使训练结果为

零，需要添加归一化条件作为监督条件来避免

这种困境。同时，由于增加了监督项，在高维

案例中的训练结果将失效，有必要引入惩罚因

素来解决这个问题，最终形成了用深度学习求

解 FP 方程的方法（下面简称为DL-FP方法）［21］。

2.2.3　深度学习求解的具体操作过程　

在本文中，我们借助深度学习来求解随机

基因开关模型的概率密度函数，用以克服上文

中提到的局限。除了以方程的形式和边界条件

作为监督条件外，我们还将以归一化条件作为

监督条件，可以避免近似解为零的情况。同

时，为了很好地训练损失函数的三个分量，引

入了惩罚因子。接下来，将描述用深度学习的

方法求解的详细过程［1］。

首先要选择合适的训练集。我们知道人工

神经网络的输入应当是有限集，因此要大致确

定出 FP 方程自变量的取值范围。因为处于平

衡状态的 FP 方程，当自变量远离平衡状态时概

率为零，因此，必须选择一个足够大的范围。

为了方便，我们可以根据前面的蒙特卡罗方法

求解时的区间来确定训练区间。找到训练区间

后，便可得到训练集，记步长为 Δx。在一维情

况下，假设区间为［a，b］，则 NP = ( b - a )/Δx，

并且训练集中的数据量为 ND = NP，边界集中

的数据量为 NB = 2。将训练集和边界集作为

同一个人工神经网络的输入，通过使用前馈神

经网络得到它们的输出。

接着便是要确立损失函数。在使用深度学

习的方法进行研究时，损失函数扮演了一个非

常关键的角色。通过将损失函数最小化，从而

达到减小预测值偏差的目的。可见合理地选取

损失函数对模型有重要影响，因此我们要严格

图8　深度神经网络的结构

Fig.  8　The structure of a deep neural network
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定义损失函数。要想确保用深度学习的方法获

得的 FP 方程的解是目标方程的解，应满足三个

要求：方程的形式、概率密度函数的归一化条

件和边界条件。因此，我们将损失函数定义为

L = ∑
i = 1

3
ai ⋅ Ei，其中

E1 = 1
ND

∑
i = 1

ND

|| D ( ŷ ( X D
i ；θ ) )- f ( X D

i ) 2
， （2）

E2 =
|

|
|
||
|∑

i = 1

ND

Δx ⋅ ŷ ( X D
i ；θ )- 1

|

|
|
||
|

2

， （3）

E3 = 1
NB

∑
i = 1

NB

|| B( ŷ ( X B
i ；θ ) )- g ( X B

i ) 2
， （4）

这 里 ai，i = 1，2，3 表 示 惩 罚 因 子 ，同 样 用

ŷ ( X；θ ) 表示近似解。方程（2）保证了近似解

满足方程的形式，方程（3）保证了概率密度函

数的归一化条件，方程（4）保证了边界条件，这

三个监督条件缺一不可。

最后要使损失函数 L 最小化，本文使用 Ad⁃
am 方法来最小化损失函数。同时，为了避免损

失函数陷入局部最小值，我们设计了惩罚因子

来影响监督训练的过程。通过我们不断地实

验，发现各惩罚因子在一维情况下可以视为 1，
在高维情况下，各惩罚因子的取值要根据方程

的具体情况进行设置。

将此方法对应到我们研究的基因开关模型，

我们设置惩罚因子为 a1 = 1，a2 = 1，a3 = 1 以及

变 量 x 的 训 练 区 间 为［-1，2］，则 p(-1) = 0， 
p( 2 )= 0。我们可以得到步长为 Δx = 0.01 的训

练集和边界集为｛-1，2｝。选择激活函数为双

曲正切函数，设置网络的大小为 4 层，每个隐藏

层 25 个节点，应用 Adam 优化技术，在 3.5×104

次迭代后损失函数的最小值约为 10-6。

2.3　方法对比　

接下来将举几个不同参数的例子来对比说

明两种方法。

将两种方法放在一起，通过图 9—图 11 对

比可以发现，用深度学习方法所得的基因开关

模型的概率密度函数图与用蒙特卡罗方法所得

图形一致，但放大一些局部细节后发现，新方

法所得图像更光滑，精度更高，根据表 1 对比也

可以发现新方法耗时更短。

3 隐藏层数与节点数对计算性能的影响 

对于不同的模型来说，隐藏层数以及节点

数的取值往往是不同的，需要考虑诸多影响因

素。若隐藏层数少，可能会使误差较大，精度

不高；若隐藏层数多，反而可能出现过拟合的

情况。若节点数少，会使模型效果不显著；若

节点数多，可能陷入局部最优，甚至可能出现

过拟合的情况。可见，隐藏层数与节点数的正

确选择对于一个神经网络的研究至关重要。以

固定 r = 5，k = 10，D = 0. 2 为例考虑模型，假设

网络有 1、2、3、4、5 和 6 个隐藏层，每个隐藏层

有 25 个节点。在图 12 可以清楚地观察到当隐

藏层为 4 时，损失函数将达到 10 -6 的数量级。

然而，当隐藏层数超过 4 时，损失函数的趋势反

图9　用DL-FP算法与蒙特卡罗方法在固定 r = 5.5，k = 10，D = 0.2时得到的解的比较结果

（a）为蒙特卡罗解，（b）为深度学习解，里面的小图为其局部放大图。

Fig.  9　A comparison of the solutions obtained by using the DL-FP algorithm with using the Monte Carlo method under fixed

 r = 5.5, k = 10, D = 0.2 

(a) is the Monte Carlo solution; (b) is the deep learning solution, and the small images inside are their locally enlarged images.
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而变差。因此，隐藏层的最佳数量是 4 层，每层

有 25 个节点。同时我们发现，更多的隐藏层确

实提高了达到高精度的速度。

同样，假设网络有 4 个隐藏层，每个隐藏层

有 15、20、25、30 和 35 个节点。在图 13 中可以看

到当每个隐藏层的节点数为 25 时，损失函数将

达到 10-6 的数量级。然而，当节点数超过 25 时，

损失函数的计算精度反而逐渐下降。因此，隐

藏层的最佳数量是 4 层，每层有 25 个节点。

根据前面的分析可知，隐藏层数和节点数

均会对计算精度产生影响，在具体分析方程时

要具体考虑，并不是隐藏层数越多，节点数越

多精度越高。

4 结论 

本文使用深度学习对随机基因开关模型的

概率密度函数进行估计，来说明深度学习方法

具有很高的准确性。与传统的求解随机基因开

关模型概率密度函数的方法相比，深度学习方

图10　用DL-FP算法与蒙特卡罗方法在固定 r = 5，k = 10，D = 0.2时得到的解的比较结果

（a）为蒙特卡罗解； （b）为深度学习解，里面的小图为其局部放大图。

Fig.  10　A comparison of the solutions obtained by using the DL-FP algorithm with using the Monte Carlo method under fixed 

r = 5, k = 10, D = 0.2
(a) is the Monte Carlo solution, (b) is the deep learning solution, and the small image inside is its locally enlarged image.

图11　用DL-FP算法与蒙特卡罗方法在固定 r = 5，k = 9，D = 0.2时得到的解的比较结果

（a） 为蒙特卡罗解； （b） 为深度学习解，里面的小图为其局部放大图。

Fig.  11　A comparison of the solutions obtained by using the DL-FP algorithm with using the Monte Carlo method under fixed

r = 5, k = 9, D = 0.2
(a) is the Monte Carlo solution, (b) is the deep learning solution, and the small image inside is its locally enlarged image.

表1　DL-FP算法与蒙特卡罗方法耗时对比

Table 1　Time consuming comparison of the DL-FP algo‐

rithm with the Monte Carlo method

参数

r = 5.5,k = 10,D = 0.2

r = 5.0,k = 10,D = 0.2

r = 5.0,k = 9,D = 0.2

方法

蒙特卡罗模拟

DL-FP算法

蒙特卡罗模拟

DL-FP算法

蒙特卡罗模拟

DL-FP算法

耗时/s
181.62
122.28
193.69
118.42
157.88
102.49
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法不需要插值以及其他不同于有限元法和有限

差分算法的重构技术，得到的解不需要任何坐

标变换，且比蒙特卡罗模拟的结果更平滑，所

耗时间更短。此外，还讨论了人工神经网络中

隐藏层数和节点数的设置，发现在网络的设置

中，并不是更深的隐藏层以及更多的节点数获

得的精度越高，通过适当构建神经网络可以提

高机器学习技术的性能。在训练所需的迭代次

数方面，我们建议根据损失函数的精度来确定

训练次数是更合理的。

因此，通过前面的对比可知，与传统的求解

方法相比，用深度学习的方法估计随机基因开

关模型的概率密度函数是可行的，并且深度学

习的方法克服了传统方法的一些缺陷。它可以

学习分析解、解的搜索也不需要任何坐标变

换，并且随着采集样本点的个数增加，计算复

杂度不会快速增加，可以快速计算出解的值，

不会像用蒙特卡罗模拟那样耗时严重。值得一

提的是，本文仅以简单的一维基因开关模型为

例应用了深度学习的方法，之后还可以研究更

高维的情况，来对比出深度学习方法的优势。
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