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群V8n上Cayley有向图的谱

徐梦修，王维忠*

（兰州交通大学 数理学院，甘肃 兰州 730070）

摘 要：为了刻画图的谱，本文通过讨论群V8n = a， b：a2n = b4 = 1， ba = a− 1b− 1， b− 1a = a− 1b（n为奇数）的不可

约表示，借助提升有向图和 Cayley 有向图的关系并利用群的不可约表示及不可约特征标给出了 V8n上 Cayley 有向

图的谱，并给出了主要结论的两个实例。
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The Spectra of Cayley Digraphs of Group V8n

XU Mengxiu, WANG Weizhong*

(School of Mathematics and Physics, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou 730070, China)

Abstract: In order to characterize the spectrum of a graph, in this paper we discuss the irreducible representations of group 

V8n = a, b: a2n = b4 = 1, ba = a− 1b− 1, b− 1a = a− 1b  (n is odd). Using the irreducible representations and irreducible characters 

of the V8n, the spectrum of the Cayley digraph of V8n is given by means of the relationship between lifted digraph and Cayley digraph, 

and two examples of the main results are given.
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0 引言 

群以高度的抽象性和广泛的应用性在众多

自然科学领域中扮演着重要的角色。图与群的

研究一直是代数图论中一个重要的研究课题。

1877 年 Cayley［1］为解释群的生成元和定义关系

首次提出 Cayley 图的概念。因为 Cayley 图具有

高度的对称性和丰富的结构性质，所以在群与

图的研究中占据重要地位，并且在通信网络和

组合设计等领域有着非常广泛的应用。图谱理

论具有重要的理论意义和广泛的应用价值，它

不仅与谱几何、网络理论、组合优化等数学分

支有密切的联系，而且在物理、化学、通信网

络、信息科学等学科中有着广泛的应用。例如

在计算机网络中，将一个计算机网络抽象成图

论模型，其邻接谱半径的大小可以直接反映这

个计算机网络抵抗病毒传播的能力，也就是

说：邻接谱半径越小，该网络抵抗病毒传播的

能力就越强，网络之间信息传递的效率就越

高。因此，确定群上 Cayley 有向图的谱的研究

是有必要和有意义的。1974 年 Gross［2］定义了

电压有向图，1987 年 Gross 等［3］在电压有向图

的基础上定义了提升有向图，关于提升有向图

的详细信息可参考文献［4-5］。 2017 年 Dalf􀆩
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等［6］引入类商矩阵（Quotient-like matrix）来表示

提升有向图。2019 年 Dalfó 等［7］运用元素为复

多项式的类商矩阵的谱给出了提升有向图的

谱。同年 Fiol 等［8］利用群的不可约表示刻画了

提 升 有 向 图 的 谱 。 Dalfó 等［9］利 用 提 升 有 向

图［8］和 相 对 提 升 有 向 图［10］给 出 了 置 换 群 上

Cayley 有 向 图（烙 饼 图［11］和 一 类 新 的 混 合

图［12］）的谱，并且还给出了相应正则划分的商

有向图的谱。 2019 年，Cheng 等［13］研究了双循

环群上 Cayley 图的整性，2022 年，Cheng 等［14］给

出了二面体群和双循环群上整 Cayley 图的距离

幂。2023 年，Wu 等［15］利用不可约表示给出了

有向图的相对提升有向图的谱和特征空间。受

以上研究的启发，本文首先给出了群 V8n 的所有

不可约表示，然后通过提升有向图和 Cayley 有

向图的关系并利用群 V8n（n 为奇数）的不可约表

示与特征标给出它上 Cayley 有向图的谱。

1 预备知识 

设 Γ = (V， E ) 是具有顶点集 V 和弧集 E 的

有向图，并且允许包含自环和重弧。Γ 中从顶

点 u 到 v 的弧记作：uv；一对方向相反的弧 uv 和

vu 视作一条边，记作：u~v。
n 阶 有 向 图 Γ 的 邻 接 矩 阵 是 指 n 阶 方 阵

A( Γ ) = ( auv )，其中 auv 等于 Γ 中从顶点 u 到 v 的

弧数。A( Γ ) 的特征值称为图 Γ 的特征值。图 Γ
的谱［16］是指其所有特征值连同它们的重数一

起构成的多重集。设 A( Γ ) 互异的特征值为

λ1， λ2， ⋯， λs，其 重 数 分 别 为 m1， m2， ⋯， ms，则

图 Γ 的谱记为

sp Γ = spA={ }[ λ1 ]m1， [ λ2 ]m2， ⋯， [ λs ]ms 。
本文研究的图 Γ 为有向图。

定义 1［2］ 设 G 为有限群，基础有向图 Γ =
(V， E ) 的电压分配为映射 α： E → G，且对于 Γ
中 一 对 方 向 相 反 的 弧 uv， vu 满 足 α( uv ) =
[ ]α( vu ) -1

，则称 ( Γ， α ) 为电压有向图。

定义 2［3］ 设 G 为有限群，( Γ， α ) 为电压有

向 图 ，则 提 升 有 向 图 Γα 是 指 具 有 顶 点 集

V ( Γα ) = V × G 和弧集 E ( Γα ) = E × G 的有向

图，且从顶点 ( u， g ) 到顶点 ( v， h ) 存在有向弧

( uv， g ) 当且仅当 uv ∈ E， h = α( uv ) g。
定义 3［17］ 设 G 为有限群，S 是 G 中不含单

位元的非空子集，则群 G 关于 S 的 Cayley 有向

图 X = Cay (G， S ) 的 顶 点 集 和 弧 集 分 别 为

V ( X ) = G，E ( X ) = {( g， sg )|g ∈ G， s ∈ S }。
引理 1［4］ 设 G 为有限群，如果 Γ = (V， E )

是仅含一个顶点 v 和 |S| 条自环（有方向）的有向

图，且每个自环都通过满射 α 赋值了 S 中的某

个元素，那么图 Γ 的提升有向图 Γα 同构于 Cay⁃
ley 有向图 Cay ( G， S )。

类商矩阵［6］是一类阶数等于基础有向图顶

点个数的方阵。设提升有向图的基础有向图为

Γ = (V， E )，在图 Γ 上的电压分配为 α，则其相

应的类商矩阵 B的阶数由图 Γ 的顶点数所确

定，且方阵中的元素属于群代数 C [ G ]，即

( B )uv = ∑
g ∈ G

αg ⋅ g，其中αi =
ì
í
î

ïï
ïï

1，uv ∈ E且α ( )uv = i；

0，否则。
（1）

引理 2［8］ 若 Γ =(V， E ) 是具有 r 个顶点的

基础有向图，且有一个在群 G ( |G| = n ) 中取值的

电压分配 α。假设群 G 有 ν 个共轭类，ρ1， ⋯， ρν

为 G 中维数分别为 d1， ⋯， dν( )∑
i = 1

ν

d 2
i = n 的不可

约表示，ρ i ( B ) 是由矩阵 ρ i ( g ) 替换类商矩阵 B

中的每个 g 而得到的复矩阵，μu， j 表示 ρ i ( B ) 的
特征值，u ∈ V， j ∈ [ 1， di ] = { 1， 2， ⋯， di }。那么

提升有向图 Γα 的 rn 个特征值由 ρ i ( B ) 的 rdi 个

特征值 μu， j 组成，且每个 μu， j 的重数为 di，即

sp Γα = ∪
ρi ∈{ ρ1， ⋯， ρν }

di ⋅ sp [ ]ρ i ( B ) 。

定义 4［18］ 设 Γ = (V， E ) 是顶点集为 V，弧

集为 E 的有向图。图 Γ 中的一条 uv-途径是指

由顶点组成的序列：u = u0， u1， ⋯， ur = v，其中

ui - 1ui ∈ E， 1 ≤ i ≤ r。顶点 u， v 分别称为此途

径的起点和终点。终点与起点相同的途径称为

闭途径。

设 χi 为群 G 的不可约特征标，记 Pℓ 为电压

有向图 ( Γ， α ) 中长度为 ℓ ≥ 1 的闭途径构成的

集合，若 p ∈ Pℓ，p： u0， u1， ⋯， uℓ - 1， uℓ ( = u0 )，令

χi ( p )= χi(∏j = 0

ℓ - 1
α( ujuj + 1 ))。

引理 3［8］ 若 Γ =(V， E ) 是具有 r 个顶点的

基础有向图，且有一个在群G ( |G| = n )中取值的电

压分配 α。假设群 G 有 ν 个共轭类，ρ1， ⋯， ρν 为 G
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中维数分别为 d1， ⋯， dν( )∑
i = 1

ν

d 2
i = n 的不可约表

示，则对于每个 i ∈ { 1， 2，  ⋯， ν }，提升有向图 Γα

的特征值 λu， j ( u ∈ V， j ∈ [ 1， di ] = { 1， 2， ⋯， di } )
是以下方程组的解，且 λu， j 的重数为di，

∑
u ∈ V

j ∈{ 1， 2， ⋯， di }

λℓ
u， j = ∑

p ∈ Pℓ

χi ( p )， ℓ = 1， ⋯， rdi。

引 理 4［19］ 设 G 是 一 个 有 限 群 ，ρ：
 G → GL( 2， C ) 是 G 的一个表示。若存在元素

g， h ∈ G 使 gρ ⋅ hρ ≠ hρ ⋅ gρ 成立，则 ρ 是不可约

表示。

2 主要结论 

本节首先讨论了群 V8n（n 为奇数）的不可约

表示，然后借助提升有向图和 Cayley 有向图的

关系并利用群的不可约表示和不可约特征标给

出了群 V8n 上 Cayley 有向图的谱，最后，给出了

主要结论应用的两个实例。

2.1　群V8n的不可约表示　

引理5 设群

G = C2 × C2 = {(1， 1 )， ( x， 1 )， (1， y )， ( x， y ) }，
其中 x2 = y2 = 1，则群 C2 × C2 的不可约表示为

gρλ1 λ2 = ( xi， yj ) ρλ1 λ2 = ( λ1
i λ2

j )，
对 于 ∀g = ( xi， yj ) ∈ G，0 ≤ i， j ≤ 1，λ1， λ2 均 为

二次单位根。

证明 由文献［19］知群 C2 × C2 共有 |G| =
|C2 × C2| = 4 个 次 数 为 1 的 不 可 约 表 示

ρ = ρλ1 λ2，且 λ1， λ2 均为二次单位根，故 λ1， λ2 的

取 值 为 ±1。 对 ∀g ∈ C2 × C2，有 g = ( xi， yj )，
0 ≤ i， j ≤ 1，则

gρλ1 λ2 =( xi， yj ) ρλ1 λ2 =( λi
1 λj

2 )。
并且，

当 λ1 = λ2 = 1 时，有

( xi， yj ) ρ1 × 1 = (1i × 1j ) = (1)；
当 λ1 = 1， λ2 =-1 时，有

( xi， yj ) ρ1 ×(-1) = (1i ×(-1)j ) = ((-1)j )；
当 λ1 =-1， λ2 = 1 时，有

( xi， yj ) ρ(-1)× 1 = ((-1)i × 1j ) = ((-1)i )；
当 λ1 =-1， λ2 =-1 时，有

( xi， yj ) ρ(-1)×(-1) = ((-1)i ×(-1)j ) = ((-1)i + j )。
定理 1 设群 V8n = a， b： a2n = b4 = 1， ba =

a-1b-1，b-1a = a-1b （n 为 奇 数），则 V8n 共 有

2n + 3 个不可约表示，其分为

（1）ρk： aibj →

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷( )e
2π
n

i
k

0

0 -( )e
2π
n

i
-k

i

( )0 1
-1 0

j

，

0 ≤ k ≤ n - 1；

（2） ρ'k'： aibj →

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷( )e
π
n

i
k'

0

0 ( )e
π
n

i
-k'

i

( )0 1
1 0

j

，1 ≤

k' ≤ n - 1；

（3） ρ''k'' 如下表 1 所示 (0 ≤ r ≤ n - 1， 1 ≤

s ≤ n - 1
2 ， m = 1， 3)。

证明 （1） 设 ε 是复数域 C 中的 n 次单位

根，定义矩阵 A和 B为

A= ( )ε 0
0 -ε-1 ， B= ( )0 1

-1 0 。
经过验证可知

A2n =B4 = I2， BA=A-1B-1， B-1A=A-1B。
定义函数 ρ： V8n → GL( 2， C ) 为

ρ： aibj →AiBj， 0 ≤ i ≤ 2n - 1， 0 ≤ j ≤ 3。
设群 V8n 中的任意两个元素为 arbs 和 atbu，其中

0 ≤ r， t ≤ 2n - 1，0 ≤ s， u ≤ 3。 利 用 关 系 式

a2n = b4 = 1，ba = a-1b-1， b-1a = a-1b，有
arbsatbu = aibj， 0 ≤ i ≤ 2n - 1， 0 ≤ j ≤ 1。

同理，利用关系式

A2n = B4 = I2， BA= A-1B-1， B-1A= A-1B，

有

ArBsAtBu =AiBj， 0 ≤ i ≤ 2n - 1， 0 ≤ j ≤ 1。
于是

( arbsatbu ) ρ =( aibj ) ρ =AiBj =ArBsAtBu =
( arbs ) ρ ⋅( atbu ) ρ，

则 函 数 ρ 为 同 态 映 射 ， 即 映 射

ρ： V8n → GL( 2， C ) 是 V8n 在 C 上次数为 2 的表

示。又因 ε 为 n 次单位根，则 ε = ( )e
2π
n

i
k

，其中

k = 0， 1， 2， ⋯， n - 1。 由 引 理 4 知 ，当 k =
0， 1， 2， ⋯， n - 1 时，映射 ρk 是 V8n 在 C 上的不
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可约表示。又 gρi 与 gρj( 0 ≤ i， j ≤ n - 1) 的特征

值不同，故任意两个不可约表示均不等价，即得

V8n 在C上 n 个不可约表示 ρk，0 ≤ k ≤ n - 1。
（2） 设 η 是复数域 C 中的 2n 次单位根，定

义矩阵A'和 B'为

A'= ( )η 0
0 η-1 ， B'= ( )0 1

1 0 。
经过验证可知
A'2n =B'4 = I2， B'A'=A'-1B'-1， B'-1A'=A'-1B'。
定义函数 ρ'： V8n → GL( 2， C ) 为

ρ'： aibj →A'iB'j， 0 ≤ i ≤ 2n - 1， 0 ≤ j ≤ 3。
同 理 可 得 ：函 数 ρ' 为 同 态 映 射 ，即 映 射 ρ'：
 V8n → GL( 2， C ) 是 V8n 在 C 上次数为 2 的表示。

又因 η 为 2n 次单位根，则 η = ( )e
2π
2n

i
k'

= ( )e
π
n

i
k'

，其

中 k' = 0， 1， 2， ⋯， 2n - 1。由引理 4 知，当 k' =
1， 2， ⋯， n - 1 时，映射 ρ' 是 V8n 在 C 上的不可

约表示且 gρ'i 与 gρ'j(1 ≤ i， j ≤ n - 1) 的特征值

不同，即得 V8n 在 C上 n - 1 个互不等价不可约

表示 ρ'k'，1 ≤ k' ≤ n - 1。
对于 b2 ∈ V8n 经过上述不可约表示作用可得

( b2 ) ρk = ( )-1 0
0 -1 ， ( b2 ) ρ'k'= ( )1 0

0 1 ，

其中 0 ≤ k ≤ n - 1， 1 ≤ k' ≤ n - 1。故不存在

可逆矩阵 T 使 ( b2 ) ρk = T-1 ( b2 ) ρ'k'T 成立，即不

可约表示 ρk 与 ρ'k' 互不等价。

（3） 因为群 V8n 的导群 V '8n = a2， b2 ，所以

|V8n/V '8n| = 8n
2n

= 4，故 V8n 有 4 个次数为 1 的不

可约表示。

因为 n 是奇数，故 an a2， b2 = a a2， b2 ，当

0 ≤ r ≤ n - 1，1 ≤ s ≤ n - 1
2 时，有

V8n/V '8n ={ a2， b2 ， b2 a2， b2 ，a2r + 1 a2， b2 ，

} a2s a2， b2 ，a2sb2 a2， b2 ，b a2， b2 ， ab a2， b2 =

{ }a2， b2 ， a a2， b2 ， b a2， b2 ，ab a2， b2 ≅
C2 × C2 ={ }(1， 1 )， ( x， 1 )， (1， y )， ( x， y ) ，

其中x2 = y2 = 1。由引理 5可得V8n 的 4个次数为

1 的不可约表示，分别记为 ρ″1， ρ″2， ρ″3， ρ″4，如表 1 所

示，其中0 ≤ r ≤ n - 1， 1 ≤ s ≤ n - 1
2 ，m = 1， 3。

已得不可约表示的次数的平方和为 n ⋅ 22 +

( n - 1) ⋅ 22 + 4 ⋅ 12 = 8n = |V8n|，故 V8n（n 为奇数）

的 2n + 3 个不可约表示全部给出。综上得证。

2.2　群V8n上Cayley有向图的谱　

定理2 设群

V8n = a， b： a2n = b4 = 1， 
ba = a-1b-1， b-1a = a-1b ( [ n ] 为奇数 )，

S 为 V8n 中不含单位元的非空子集；令 Γ 为仅含

一个顶点和 |S| 条自环（有方向）的基础有向图，

且 Γ 的电压分配为满射 α： E → S；ρi 为 V8n 中维

数为 di 的不可约表示，且 χi 为其对应的不可约

特征标，i = 1， 2， ⋯， 2n + 3。则

（1） spCay (V8n， S ) = ∪
ρi ∈ Irep (V8n )

di ⋅ sp [ ]ρi ( B ) ；

（2） 对于每个i∈{ 1， 2， ⋯， 2n+3 }，Cay ( G， S ) 
的特征值 λj( j ∈[ 1， di ]={ 1， 2， ⋯， di } )是以下方

程组的解，且 λj 的重数为 di，

∑
j ∈{ 1， 2， ⋯， di }

λℓ
j = ∑

p ∈ Pℓ

χi ( p )， ℓ = 1， ⋯， di，

其中 χi ( p ) = χi

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú∏

j = 0

ℓ - 1
α( ujuj + 1 ) 。

证明 （1） 假设 Γ 为仅含一个顶点和 |S| 条
自环的基础有向图；Γ 的电压分配为满射 α：
 E → S，S 为群 V8n 中不含单位元的非空子集，

并且 V8n（n 为奇数）的 2n + 3 个不可约表示已

由定理 1 给出，则由引理 2 利用不可约表示可

得对应提升有向图 Γα 的谱为

sp Γα = ∪
ρi ∈{ ρ1， ⋯， ρ2n + 3 }

di ⋅ sp [ ]ρ i ( B ) ，

又 因 提 升 有 向 图 Γα 同 构 于 Cayley 有 向 图

Cay(V8n，S )，故
spCay (V8n， S )= spΓα = ∪

ρi ∈ Irep (V8n )
di ⋅ sp [ ]ρ i ( B ) 。

（2） 因为 χi = tr (gρ i)，由定理 1 可得群 V8n

（n 为奇数）的 2n + 3 个不可约特征标。又已知

表1　群V8n ( gi ∈V8n )中次数为1的不可约表示ρ″ i (1≤ i≤4 ) 
Table 1　Irreducible representations ρ″ i  (1 ≤ i ≤ 4 )  of de‐

gree 1 in group V8n ( gi ∈ V8n )

gi

ρ″1

ρ″2

ρ″
ρ″4

1

1
1
1
1

b2

1
1
1
1

a2r + 1,
a-2r - 1b2

1
1

-1
-1

a2s,
a-2s

1
1
1
1

a2sb2,
a-2sb2

1
1
1
1

ajbm 
( j为偶数 )

1
-1

1
-1

ajbm 
( j为奇数 )

1
-1
-1

1
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基础有向图 ( Γ， α ) 只有一个顶点，即 r = 1，又
因 提 升 有 向 图 Γα 同 构 于 Cayley 有 向 图

Cay(V8n， S )，则 由 引 理 3 可 得 ，对 于 每 个

i ∈ { 1， 2， ⋯， 2n + 3 }，Cay ( G， S ) 的 特 征 值

λj( j ∈ [ 1， di ] = { 1， 2， ⋯， di } ) 是以下方程组的

解，且 λj 的重数为 di，

∑
j ∈{ 1， 2， ⋯， di }

λℓ
j = ∑

p ∈ Pℓ

χi ( p )， ℓ = 1， ⋯， di。

下面给出定理 2 应用的两个实例。

例 1 设 G 为群 V8 = a， b： a2 = b4 = 1， ba =
a-1b-1，b-1a = a-1b ，S ={ a， b }，则 spCay (V8， S )= 
{ [-2 ]， [ 0 ]6， [ 2 ] }。

证明 由定理 2（1），Γ 为仅有一个顶点 v 和

|S| = 2 条自环（有方向）的基础有向图，其中电

压分配为满射α： E → S，则有顶点集为

V × G = { v }×{ V8 } = {( v， 1 )， ( v， a )，
( v， b )， ( v， b2 )， ( v， b3 )， ( v， ab )，

( v， ab2 )， ( v， ab3 ) }。
弧 集 为 E × G = { vv， vv }×{ V8 } 的 提 升 有

向图 Γα，如图 1 所示。

因为 n = 1，则由定理 1 可知群 V8 对应的 5
个不可约表示，不妨设为 ρ1， ⋯， ρ5，其中 ρ1 是

次数为 2 的不可约表示

ρ1： aibj → ( )1 0
0 -1

i( )0 1
-1 0

j

，

ρ2， ρ3， ρ4， ρ5为次数为1的不可约表示，如表2所示。

由（1）式 可 得 类 商 矩 阵 B= ( a + b )，可

得表 3。
由定理 2（1）得

spCay (V8， S )= ∪
ρi ∈ Irep (V8 )

dρi
⋅ sp [ ]ρ i ( B ) =

{ }[-2 ]， [ 0 ]6， [ 2 ] 。
为了叙述方便，若闭途径 p： u1， u2， u1 及对

应弧的电压分配为 α( u1u2 ) = a2，α( u2u1 ) = b2，

则记为

p： u1¾ ®¾¾a
2

u2¾ ®¾¾b
2

u1。

例 2 设 G 为 群 V24 =< a， b： a6 = b4 =
1， ba = a-1b-1， b-1a = a-1b >，S = { a2， b2 }，则

spCay (V24， S )=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú-3 - 3 i

2

4

， 
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú-3 + 3 i

2

4

，

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1 - 3 i

2

4

， 
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1 + 3 i

2

4

， [ 0 ]4， [ 2 ]4 。
证明 由定理 2（2），Γ 为仅有一个顶点 u 和

|S| = 2条自环（有方向）的基础有向图，每条自环通

过满射 α： E → S 赋值了 S 中的某个元素，如图 2
所示。

由电压有向图（图 2，右）可得，长度 ℓ = 1
的闭途径 Pℓ = 1 ={ p1， p2}，长度 ℓ = 2 的闭途径

Pℓ = 2 = { p3， p4， p5， p6 }，其中

p1： u¾ ®¾¾a
2

u； p2： u¾ ®¾¾b
2

u； p3： u¾ ®¾¾a
2

u¾ ®¾¾b
2

u；

p4： u¾ ®¾¾b
2

u¾ ®¾¾a
2

u； p5： u¾ ®¾¾a
2

u¾ ®¾¾a
2

u；

图1　基础有向图Γ和电压分配α对应的提升有向图Γα

注：一对方向相反的弧用实线表示。

Fig. 1　Lifted digraph Γα corresponding to the base digraph Γ 

and voltage assignment α

表2　群V8 ( gi ∈ V8 )中次数为1的不可约表示ρ i ( 2 ≤ i ≤ 5 )
Table 2　Irreducible representations ρ i ( 2 ≤ i ≤ 5 )  of degree 

1 in group V8 ( gi ∈ V8 )
gi

ρ2

ρ3

ρ4

ρ5

1
1
1
1
1

b2

1
1
1
1

a, ab2

1
1

-1
-1

b, b3

1
-1

1
-1

ab, ab3

1
-1
-1

1

表3　矩阵ρk ( B )及其谱

Table 3　Matrix ρk ( B ) and its spectrum

ρk

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

ρ5

注：ρi (1 ≤ i ≤ 5 ) 为群 V8n 中维数为 dρk
的不可约表示，

sp [ ]ρk ( B ) 为矩阵ρk ( B )对应的谱。

dρk

2

1

1

1

1

ρk ( B )

( )1 1
-1 -1

(2)
(0)
(0)

( - 2)

sp [ ]ρk ( B )

{[0] 2}
{[2] }
{[0] }
{[0] }

{[ - 2] }
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徐梦修等：群V8n上Cayley有向图的谱

p6：u¾ ®¾¾b
2

u¾ ®¾¾b
2

u。

由定理 1 得 V24 有 9 个不可约表示，不妨设为

ρ1， ρ2， ρ3， ρ4， ρ5， ρ6， ρ7， ρ8， ρ9，其中 ρ1， ρ2， ρ3， ρ4， 
ρ5是次数为 2 的不可约表示

ρ1： aibj → ( )1 0
0 -1

i( )0 1
-1 0

j

；  

ρ2：aibj →

æ

è

ç

ç

ççç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷
-1 + 3 i

2 0

0 1 + 3 i
2

i

( )0 1
-1 0

j

；

ρ3： aibj →

æ

è

ç

ç

ççç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷
-1 - 3 i

2 0

0 1 - 3 i
2

i

( )0 1
-1 0

j

；

ρ4： aibj →

æ

è

ç

ç

ççç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷
1 + 3 i

2 0

0 1 - 3 i
2

i

( )0 1
1 0

j

；

ρ5： aibj →

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷- 1
2 + 3

2 i 0

0 - 1
2 - 3

2 i

i

( )0 1
1 0

j

。

ρ6， ρ7， ρ8， ρ9是次数为1的不可约表示，如表4所示。

由定理 2（2），可分为以下 9 种情况。

（1） i = 1， d1 = 2， ℓ = 1， 2。
λ1 + λ2 = χ1 ( p1 )+ χ1 ( p2 ) = χ1[ ]α( uu ) +

χ1[ ]α( uu ) = χ1 ( a2 )+ χ1 ( b2 ) = 2 +(-2 ) = 0；
λ2

1 + λ2
2 = χ1 ( p3 )+ χ1 ( p4 )+ χ1 ( p5 )+ χ1 ( p6 ) =

χ1[ ]α( uu ) ⋅ α( uu ) + χ1[ ]α( uu ) ⋅ α( uu ) +
χ1[ ]α( uu ) ⋅ α( uu ) + χ1[ ]α( uu ) ⋅ α( uu ) =

χ1 ( a2b2 )+ χ1 ( b2a2 )+ χ1 ( a4 )+ χ1 ( b4 ) = 0，
联立两式可得：λ1 = λ2 = 0，且重数为 d1 = 2。

（2） i = 2， d2 = 2， ℓ = 1， 2。
λ1 + λ2 = χ2 ( p1 )+ χ2 ( p2 ) = χ2[ ]α( uu ) +

χ2[ ]α( uu ) = χ2 ( a2 )+ χ2 ( b2 ) =-1 +(-2 ) =-3；
λ2

1 + λ2
2 = χ2 ( p3 )+ χ2 ( p4 )+ χ2 ( p5 )+ χ2 ( p6 ) =

χ2[ ]α( uu ) ⋅ α( uu ) + χ2[ ]α( uu ) ⋅ α( uu ) +
χ2[ ]α( uu ) ⋅ α( uu ) + χ2[ ]α( uu ) ⋅ α( uu ) =

χ2 ( a2b2 )+ χ2 ( b2a2 )+ χ2 ( a4 )+ χ2 ( b4 ) = 3，
联立两式可得：

λ1 = -3 + 3 i
2 ， λ2 = -3 - 3 i

2 ，

且重数为 d2 = 2。
（3） i = 3， d3 = 2， ℓ = 1， 2。
λ1 + λ2 = χ3 ( p1 )+ χ3 ( p2 ) = χ3[ ]α( uu ) +

χ3[ ]α( uu ) = χ3 ( a2 )+ χ3 ( b2 ) =-1 +(-2 ) =-3；
λ2

1 + λ2
2 = χ3 ( p3 )+ χ3 ( p4 )+ χ3 ( p5 )+ χ3 ( p6 )=

χ3[ ]α( uu )⋅ α( uu ) + χ3[ ]α( uu )⋅ α( uu ) +
χ3[ ]α( uu )⋅ α( uu ) + χ3[ ]α( uu )⋅ α( uu ) =

χ3 ( a2b2 )+ χ3 ( b2a2 )+ χ3 ( a4 )+ χ3 ( b4 )= 3，
联立两式可得：

λ1 = -3 + 3 i
2 ， λ2 = -3 - 3 i

2 ，

且重数为 d3 = 2。
（4） i = 4， d4 = 2， ℓ = 1， 2。

λ1 + λ2 = χ4 ( p1 )+ χ4 ( p2 ) = χ4[ ]α( uu ) +
χ4[ ]α( uu ) = χ4 ( a2 )+ χ4 ( b2 ) =-1 + 2 = 1；

λ2
1 + λ2

2 = χ4 ( p3 )+ χ4 ( p4 )+ χ4 ( p5 )+ χ4 ( p6 )=
χ4[ ]α( uu )⋅ α( uu ) + χ4[ ]α( uu )⋅ α( uu ) +
χ4[ ]α( uu )⋅ α( uu ) + χ4[ ]α( uu )⋅ α( uu ) =

χ4 ( a2b2 )+ χ4 ( b2a2 )+ χ4 ( a4 )+ χ4 ( b4 )=-1，
联立两式可得：

λ1 = 1 + 3 i
2 ， λ2 = 1 - 3 i

2 ，

且重数为 d4 = 2。

图2　基础有向图Γ =(V， E )和电压有向图( Γ， α )
Fig. 2　The base digraph Γ =(V, E ) and the voltage digraph 

( Γ, α )

表4　群V24 ( gi ∈V24 )中次数为1的不可约表示ρk ( 6≤k≤9)
Table 4　Irreducible representations ρk ( 6 ≤ k ≤ 9) of degree 

1 in group V24 ( gi ∈ V24 )

gi

ρ6

ρ7

ρ8

ρ9

aibj

i = 0, 2, 4;
j = 0, 2

1
1
1
1

aubv

u = 1, 3, 5;
v = 0, 2

1
1

-1
-1

asbt

s = 0, 2, 4;
t = 1, 3

1
-1

1
-1

ambn

m = 1, 3, 5;
n = 1, 3

1
-1
-1

1
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（5） i = 5， d5 = 2， ℓ = 1， 2。
λ1 + λ2 = χ5 ( p1 )+ χ5 ( p2 ) = χ5[ ]α( uu ) +

χ5[ ]α( uu ) = χ5 ( a2 )+ χ5 ( b2 ) =-1 + 2 = 1；
λ2

1 + λ2
2 = χ5 ( p3 )+ χ5 ( p4 )+ χ5 ( p5 )+ χ5 ( p6 )=

χ5[ ]α( uu )⋅ α( uu ) + χ5[ ]α( uu )⋅ α( uu ) +
χ5[ ]α( uu )⋅ α( uu ) + χ5[ ]α( uu )⋅ α( uu ) =

χ5 ( a2b2 )+ χ5 ( b2a2 )+ χ5 ( a4 )+ χ5 ( b4 )=-1，
联立两式可得：

λ1 = 1 + 3 i
2 ， λ2 = 1 - 3 i

2 ，

且重数为 d5 = 2。
（6） i = 6， d6 = 1， ℓ = 1。

λ1 = χ6 ( p1 )+ χ6 ( p2 )= χ6[ ]α( uu ) + χ6[ ]α( uu ) =
χ6 ( a2 )+ χ6 ( b2 )= 1 + 1 = 2，

故 λ1 = 2 且重数为 d6 = 1。
（7） i = 7， d7 = 1， ℓ = 1。

λ1 = χ7 ( p1 )+ χ7 ( p2 )= χ7[ ]α( uu ) + χ7[ ]α( uu ) =
χ7 ( a2 )+ χ7 ( b2 )= 1 + 1 = 2，

故 λ1 = 2 且重数为 d7 = 1。
（8） i = 8， d8 = 1， ℓ = 1。

λ1 = χ8 ( p1 )+ χ8 ( p2 )= χ8[ ]α( uu ) + χ8[ ]α( uu ) =
χ8 ( a2 )+ χ8 ( b2 )= 1 + 1 = 2，

故 λ1 = 2 且重数为 d8 = 1。
（9） i = 9， d1 = 1， ℓ = 1。

λ1 = χ9 ( p1 )+ χ9 ( p2 )= χ9[ ]α( uu ) + χ9[ ]α( uu ) =
χ9 ( a2 )+ χ9 ( b2 )= 1 + 1 = 2，

故 λ1 = 2 且重数为 d9 = 1。
综上可得

spCay (V24， S )=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú-3 - 3 i

2

4

， 
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú-3 + 3 i

2

4

，

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1 - 3 i

2

4

， 
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1 + 3 i

2

4

， [ 0 ]4， [ 2 ]4 。
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