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树的第三小与第四小ABC能量

付彦杰，高玉斌*

（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）

摘 要：为了在所有 n ≥13 阶树中，寻找第三小与第四小 ABC 能量的树，本文运用图的删边变换、不等式的放缩及

Coulson 型积分公式的推论，给出此问题的结果。结果表明在所有 n ≥13 阶树中，An与 Bn分别为唯一具有第三小与

第四小 ABC 能量的树。所得结果对后续树的 ABC 能量极值问题研究具有一定的借鉴价值，也有利于推测相关化

学分子结构的性质。
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Trees with the Third and Fourth Minimum ABC Energy

FU Yanjie, GAO Yubin*

(School of Mathematics, North University of China, Taiyuan 030051, China)

Abstract: In order to find the trees with the third and fourth minimum ABC energy among all trees on n ≥13 vertices, the results of 

this problem are given by using edge deletion operation of graphs, the reduction of inequality and the corollary of the Coulson-type 

integral formula. The results show that among all tree of n ≥13 vertices, An and Bn are the unique tree with the third and fourth mini‐

mum ABC energy, respectively. The obtained results have certain reference value for the study of the ABC energy of extrema value 

problem of trees, and it is also useful to speculate on the properties of the relevant chemical molecular structure.

Key words: graph; ABC matrix; ABC eigenvalues; edge deletion

0 引言 

设 G 是一个简单连通图，其顶点集为 V ( G ) ={v1，v2，⋯，vn}，边集为 E ( G )，dG ( vi ) 表示图 G 中顶

点 vi 的度，A( G ) 为图 G 的邻接矩阵。设 λ1 ( G )，λ2 ( G )，⋯，λn ( G ) 表示 A( G ) 的特征值，则图 G 的能量

ε ( G ) 被定义为 ε ( G ) = ∑
i = 1

n

|| λi ( G ) ［1］。这个概念可以用来近似一个分子的电子总能量。极值图论的

基本的问题之一是在一些重要图类中寻找极值。例如树［1-9］、单圈图［10-12］、双圈图［13-15］等等。

分子拓扑指数是定义在化合物分子图上的数值不变量，Estrada 等［16］定义了一个图 G 的 ABC
指数为

IABC ( G )= ∑
vivj ∈ E ( G )

di + dj - 2
didj

。
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付彦杰等：树的第三小与第四小ABC能量

ABC 指数已经被证明可以描述烷烃的形成热，并且精度可以与密度泛函理论（Density Func‑
tional Theory，DFT）方法相当。在文献［17］中，作者给出了广义 ABC 指数的概率解释，这种解释足

以涵盖分子背景下极化键的情况，并且以 ABC 矩阵的形式引入这些概率的矩阵表示。图 G 的

ABC 矩阵定义为 Ω ( G ) = ( rij )n × n，其中

rij =
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

di + dj - 2
didj

， vivj ∈ E ( G )，

0， vivj ∉ E ( G )。
在这种矩阵表示的基础上，一些与 ABC 矩阵的特征值有关的指标开始逐渐被研究，例如 ABC

能量。图 G 的 ABC 矩阵的特征值 ρ1 ( G )，ρ2 ( G )，…，ρn ( G ) 称为图 G 的 ABC-特征值，图 G 的 ABC 能

量被定义为［17］

εABC ( G )=∑
i = 1

n

|| ρi ( G ) 。

在文献［18-19］中，作者分别给出了 ABC 能量的一个上界和下界。

在所有 n 阶树中，对具有极小 ABC 能量的树的排序问题被一些学者关注。在文献［2］中，作者

证明了在所有 n 阶树中，Sn 是唯一具有最小 ABC 能量的树；在文献［3］中，作者确定了在所有

n( n ≥ 7) 阶树中，S*
n（如图 1）是唯一具有第二小 ABC 能量的树。在此基础上，本文将进一步去刻画

具有第三小与第四小 ABC 能量的树的结构。所得结果对后续树的 ABC 能量极值问题研究具有一

定的借鉴价值，也有利于推测相关化学分子结构的性质。

1 引理 

设 Pn 表示 n 阶路。NT ( u ) 表示在树 T 中，与顶点 u 相邻的顶点组成的集合。Sn 是 n 阶星图，S*
n

（如图 1）是通过在 Sn - 1 的一个悬挂顶点处添加一条悬挂边形成的树。An（如图 1）是通过连接 P2

的一个顶点与 Sn - 2 的一个悬挂顶点形成的树。Bn（如图 1）是通过在 S*
n - 1 的度为 2 的顶点处添加一

条悬挂边形成的树。

引理1 当 n ≥ 13 时，εABC ( Bn ) < 2 n - 6 + 2 2 。

证明 经计算，Bn 的特征多项式和能量如下

ϕABC ( Bn，x )= xn - 4 (x4 - 3n2 - 19n + 34
3n - 9 x2 + 4( n - 4 )2

3n - 9 )，
εABC ( Bn )= 6( n - 3) 3n2 - 19n + 34 + * + 6( n - 3) 3n2 - 19n + 34 - *

3( n - 3) ，

其中 *= 9n4 - 162n3 + 1 093n2 - 3 212n + 3 460。下面将证明

6( x - 3) 3x2 - 19x + 34 + * + 6( x - 3) 3x2 - 19x + 34 - *
3( x - 3) < 2 x - 6 + 2 2。

上式等价于

( 3 2 x - 9 2 ) x - 6 - 2 3 ( x - 4 ) x - 3 - x + 1 > 0。

图1　三个特殊的树

Fig.  1　Three special trees
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设 f ( x ) = ( 3 2 x - 9 2 ) x - 6 - 2 3 ( x - 4 ) x - 3 - x + 1( x ≥ 13)。因为

df
dx

= 3 2x - 12 + 3 2 x - 9 2
2 x - 6

- 3 ( x - 4 )
x - 3

- 2 3 x - 3 - 1 ≥

2 9x - 27 - 2 3 x - 3 - 3 x - 3 - 1 =(6 - 3 3 ) x - 3 - 1 > 0，
故 f ( x ) ≥ f (13 ) ≈ 1.66。证毕。

引理2［2］ 设 T ∈ T ( n )，B 为 n 阶非负实对称矩阵，若 Ω (T ) ≥ B，则 εABC (T ) ≥ ε ( B )。进一步，若

存在 1 ≤ i，j ≤ n，使得 Ω (T )ij > B ij，则 εABC (T ) > ε ( B )。
设 uv ∈ E (T )，并记 T - uv = T1 ⋃ T2，其中 T1，T2 分别是 T - uv 包含顶点 u，v 的连通分支。分

别用 Ω (T )V (T1 )，Ω (T )V (T2 ) 表示由 T1，T2 的顶点生成的 Ω (T ) 的子矩阵。

引理3［3］ 设 uv ∈ E (T )，T - uv = T1 ⋃ T2，其中T1，T2 分别是T - uv包含顶点 u，v的连通分支，则

εABC (T )> ε ( Ω (T )V (T1 ) )+ ε ( Ω (T )V (T2 ) )。
若 uv ∈ E (T ) 不是悬挂边，且对任意 w ∈ (NT ( u ) ⋃ NT ( v )) \{u，v}，有 dT ( w ) ≤ 2，则

εABC (T )> εABC (T1 )+ εABC (T2 )。
引理4［2］ 设 T ∈ T ( n )( n ≥ 3)，则 εABC (T ) ≥ 2 n - 2 ，等式成立当且仅当 T ≅ Sn。

设 P5 = v1v2v3v4v5，P *
6 是通过在 P5 的 v2 顶点处添加一个悬挂顶点形成的树。

引理 5［3］ 设 n ≥ 5，在 T ( n ) 中（除 Sn 外），当 n = 5 时，P5 是唯一具有最小 ABC 能量的树。当

n = 6 时，P *
6 是唯一具有最小 ABC 能量的树。当 n ≥ 7 时，S*

n 是唯一具有最小 ABC 能量的树。

引理6［2］ 设 t ≥ 2，xi ≥ 3( i = 1，2，…，t )，∑
i = 1

t

xi ≥ 8，则

∑
i = 1

t

xi - 2 ≥ ∑
i = 1

t

xi + t - 3。

引理7 设 f ( x ) = 2 x - a + b - 2 x - 6 - 2 2 ，其中 x ≥ 13。
（i）若 a = 7，b = 2 + 2 时，f ( x ) > 0；

（ii）若 a = 8，b = 19
5 时，f ( x ) > 0；

（iii）若 a = 9，b = 23
5 时，f ( x ) > 0；

（iv）若 x ≥ 15，a = 9，b = 4 时，f ( x ) > 0。
证明 容易验证 f ( x ) = 2 x - a + b - 2 x - 6 - 2 2 ( x ≥ 13，7 ≤ a ≤ 9) 为单调递增函数。

若 a = 7，b = 2 + 2 时，f (13 ) ≈ 0.193 2，故 ( i ) 成立。若 a = 8，b = 19
5 时，f (13 ) ≈ 0.152 2，故（ii）

成立。若 a = 9，b = 23
5 时，f (13 ) ≈ 0.46，故（iii）成立。若 x ≥ 15，a = 9，b = 4 时，f (15 ) ≈ 0.070 6，

故（iv）成立。证毕。

引理8 若 x ≥ 13，则 f ( x ) = 2 11
6 + 2 x - 7 + 2x - 16 - 2 2 - 2 x - 6 > 0。

证明 df ( x )
dx

= x - 6 2x - 16 + x - 6 - x - 7 + 2x - 16 2x - 16

x - 7 + 2x - 16 2x - 16 x - 6
。

因为

( x - 6 2x - 16 + x - 6 )2 -( x - 7 + 2x - 16 2x - 16 )2 = 3x - 22 + 4 2x - 16 > 0，
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所以
df ( x )

dx
> 0，故 f ( x ) 为单调递增函数。又因为 f (13 ) ≈ 0.641 8，所以 f ( x ) > 0。证毕。

引理9 若 x ≥ 13，则 f ( x ) = 2 + 2 x - 6 + 2x - 14 - 2 2 - 2 x - 6 > 0。

证明 df ( x )
dx

= x - 6 2x - 14 + x - 6 - x - 6 + 2x - 14 2x - 14

x - 6 + 2x - 14 2x - 14 x - 6
。因为

( x - 6 2x - 14 + x - 6 )2 -( x - 6 + 2x - 14 2x - 14 )2 = x - 6 + 2 2x - 14 > 0，

所以
df ( x )

dx
> 0，故 f ( x ) 为单调递增函数。又因为 f (13 ) ≈ 0.349 6，所以 f ( x ) > 0。证毕。

引理10 设 f ( x，y ) = 2 x - 2 + 2 y - 2 - 2 x + y - a - 2 2 。

（i）若 a = 6，x ≥ 4，y ≥ 4 时，f ( x，y ) ≥ 0；
（ii）若 a = 5，x ≥ 7，y ≥ 7 时，f ( x，y ) > 0。
证明 若 a = 5 或 6 时，经过求导计算可得：若 x ≥ 4 时，f ( x，y ) 关于 y 单调递增；若 y ≥ 4 时，

f ( x，y ) 关 于 x 单 调 递 增 。 又 因 为 若 a = 6 时 ，f ( 4，4 ) = 0，所 以（i）成 立 。 若 a = 5 时 ，

f ( 7，7 ) ≈ 0.116，所以（ii）成立。证毕。

引理11 设 T ∈ T ( n )( n ≥ 13)。
（i）设 u1v1 ∈ E (T )，T - u1v1 = T1 ⋃ T2，其中 T1，T2 分别是 T - u1v1 包含顶点 u1，v1 的连通分

支。若对于任意 w ∈ (NT ( u1 ) ⋃ NT ( v1 )) \{u1，v1}，有 dT ( w ) ≤ 2 且 |V (T1 ) |= n1 ≥ |V (T2 ) |= n2 ≥ 4，
则 εABC (T ) > εABC ( Bn )。

（ii）设存在 u2v2 ∈ E (T )，使得 T - u2v2 ≅ P2 ⋃ T3，其中 P2，T3 是 T - u2v2 的两个连通分支。又

存在 u3v3 ∈ E (T3 )，使得 T3 - u3v3 ≅ P2 ⋃ T4，其中 P2，T4 是 T3 - u3v3 的两个连通分支。若对于任意

w1 ∈ (NT ( u2 ) ⋃ NT ( v2 )) \{u2，v2}，w2 ∈ (NT3 ( u3 ) ⋃ NT3 ( v3 )) \{u3，v3} 有 dT ( w1 ) ≤ 2 和 dT3 ( w2 ) ≤ 2，则

εABC (T ) > εABC ( Bn )。
（iii）设存在 u4v4 ∈ E (T )，使得 T - u4v4 ≅ P2 ⋃ T5，其中 P2，T5 是 T - u4v4 的两个连通分支。又

存在 u5v5 ∈ E (T5 )，使得 T5 - u5v5 ≅ P3 ⋃ T6，其中 P3，T6 是 T5 - u5v5 的两个连通分支。若对于任意

w3 ∈ (NT ( u4 ) ⋃ NT ( v4 )) \{u4，v4}，w4 ∈ (NT5 ( u5 ) ⋃ NT5 ( v5 )) \{u5，v5} 有 dT ( w3 ) ≤ 2 和 dT5 ( w4 ) ≤ 2，则

εABC (T ) > εABC ( Bn )。
（iv）设存在 u6v6 ∈ E (T )，使得 T - u6v6 ≅ P3 ⋃ T7，其中 P3，T7 是 T - u6v6 的两个连通分支。又

存在 u7v7 ∈ E (T7 )，使得 T7 - u7v7 ≅ P3 ⋃ T8，其中 P3，T8 是 T7 - u7v7 的两个连通分支。若对于任意

w5 ∈ (NT ( u6 ) ⋃ NT ( v6 )) \{u6，v6}，w6 ∈ (NT7 ( u7 ) ⋃ NT7 ( v7 )) \{u7，v7} 有 dT ( w5 ) ≤ 2 和 dT7 ( w6 ) ≤ 2，则

εABC (T ) > εABC ( Bn )。
证明 （i）通过引理 3、引理 4 及引理 10（i）得

εABC (T )> εABC (T1 )+ εABC (T2 )≥ 2 n1 - 2 + 2 n2 - 2 ≥ 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。
（ii）通过引理 3 及引理 4 得

εABC (T )> εABC (T3 )+ εABC ( P2 )> εABC (T4 )+ 2 2 ≥ 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。
（iii）通过引理 3、引理 4 及引理 7（i）得

εABC (T )> εABC (T5 )+ εABC ( P2 )> εABC (T6 )+ 2 + 2 ≥
2 n - 7 + 2 + 2 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。

（iv）通过引理 3、引理 4 及引理 7（ii）得

εABC (T )> εABC (T7 )+ εABC ( P3 )> εABC (T8 )+ 4 ≥ 2 n - 8 + 4 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。
证毕。

325



48（2） 2025山西大学学报（自然科学版）

2 主要结论 

引理12 若 n > 13 时，εABC ( Bn ) < εABC ( Pn )。
证明 由引理 3 及引理 4，可得

εABC ( Pn ) > εABC ( Pn - 4 )+ εABC ( P4 ) > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。
证毕。

引理13 若 n > 13 时，εABC ( An ) < εABC ( Bn )。
证明 设 An，Bn 的 ABC-特征多项式分别为

ϕABC ( An，x )= ∑
k = 0

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

n
2

(-1)ka2k xn - 2k， ϕABC ( Bn，x )= ∑
k = 0

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

n
2

(-1)kb2k xn - 2k，

其中 a0 = b0 = 1。易知，

a2 = 2n2 - 13n + 26
2n - 6 ，b2 = 3n2 - 19n + 34

3n - 9 ，

a4 = ( n - 4 )2

n - 3 + 1
4，b4 = 4( n - 4 )2

3( n - 3) ，

a2k = b2k = 0 （当k ≥ 3时）。

故

a2 - b2 = 10 - n
6n - 18 < 0，

a4 - b4 = ( n - 4 )2

n - 3 + 1
4 - 4( n - 4 )2

3( n - 3) = -4n2 + 35n - 73
12n - 36 < 0，

所以 εABC ( An ) < εABC ( Bn )。证毕。

设 T ∈ T ( n )( n ≥ 13)，用 R(T ) 表示 T 中度至少为 3 的顶点集合。

引理14 设 n > 13，T ∈ T ( n )\{Sn，S*
n，An}且 |R(T ) |= 1，则 εABC ( Bn ) < εABC (T )。

证明 设 R(T ) = { v }，T - v = n1 P1 ⋃ n2 P2 ⋃ … ⋃ nm Pm，∑
i = 1

m

ini + 1 = n。考虑以下情形。

情形1 存在 4 ≤ i，使得 ni ≠ 0。则存在一条边 uv，使得 T - uv = T1 ⋃ T2，其中 T1，T2 分别 T -
uv 包 含 顶 点 u，v 的 连 通 分 支 。 并 且 对 于 任 意 w ∈ (NT ( u ) ⋃ NT ( v )) \{u，v}，有 dT ( w ) ≤ 2 且

|V (T1 ) |= n1 ≥ |V (T2 ) |= n2 ≥ 4，则由引理 11（i）可得结论。

情形2 存在 4 ≤ i，使得 ni = 0。
情形2.1 n3 = 0。
若 n2 = 0 时，T ≅ Sn； 若 n2 = 1 时，T ≅ S*

n； 若 n2 ≥ 2 时，则由引理 11（ii）可得结论。

情形2.2 n3 = 1。
若 n2 = 0 时，T ≅ An； 若 n2 = 1 时，则由引理 11（iii）可得结论。若 n2 ≥ 2 时，则由引理 11（ii）可

得结论。

情形2.3 n3 ≥ 2。
由引理 11（iv）可得结论。证毕。

引理15 设 n > 13，T ∈ T ( n )且 |R(T ) |≥ 2。若在 R(T )中没有相邻顶点，则 εABC ( Bn ) < εABC (T )。
证明 设 u，v ∈ R(T )，Pl = uv1…vl - 2v 是连接 u，v 的一条路径，其中 dT ( v1 ) = … = dT ( vl - 2 ) = 2。

分以下几种情形讨论。

情形1 l ≥ 4。
由引理 11（i）可得结论。

情形2 l = 3。
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设 T1，T2 分别是 T - uv1 - v1v 包含顶点 u，v 的连通分支， 并且 |V (T1 ) |= s， |V (T2 ) |= t， t +
s + 1 = n。

情形2.1 s = 3。

（i）若 T2 ≠ Sn - 4 时，T 的 ABC 矩阵可写为 Ω (T ) = ( )B C
CT D

，其中

B =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷0 0 2
3 0

0 0 2
3 0

2
3

2
3 0 1

2

0 0 1
2 0

， C = ( )03 × 1 03 ×( t - 1)

1
2 01 ×( t - 1)

， D = Ω (T )V (T2 )。

设 A = ( )B 0
0 Ω (T ) ，很容易得到 Ω (T ) > A。由引理 2、引理 5 及引理 8 可得

εABC (T )> ε ( A )= ε ( B )+ εABC (T2 )≥

2 11
6 + 2 n - 7 + 1

n - 6 + 2 n - 8 + 1
n - 6 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。

（ii）若 T2 ≅ Sn - 4 时，则

εABC (T )= 6 ( ( n - 4 )( 3n2 - 23n + 47 + * ) + ( n - 4 )( 3n2 - 23n + 47 - * ) )
3( n - 4 ) ，

其中 * = 9n4 - 204n3 + 1 711n2 - 6 060n + 8 425。
现证明 εABC ( Bn ) < εABC (T )。等价于证明

6 n - 4 ( n - 3) 11n2 - 106n + 259 - 4 3 ( n - 4 )2 n - 3 - n2 + 6n - 5 > 0。
因为由 Maple 计算得出 6 n - 4 ( n - 3) 11n2 - 106n + 259 - 4 3 ( n - 4 )2 n - 3 - n2 +

6n - 5 < 0 的整数解为{6，7，8}，所以当 n ≥ 13 时，结论成立。

情形2.2 3 < s < 7。

情形2.2.1 T1 是星图。则 T 的 ABC 矩阵可写为 Ω (T ) = ( )B' C '
C 'T D'

，其中

B'=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷0 0 ⋯ s - 1
s

0

0 0 ⋯ s - 1
s

0

⋮ ⋮ ⋱ s - 1
s

0

s - 1
s

s - 1
s

⋯ 0 1
2

0 0 ⋯ 1
2 0

( s + 1)×( s + 1)

， C '= ( )0( s + 1)× 1 0( s + 1)×( t - 1)

1
2 01 ×( t - 1)

，

D' = Ω (T )V (T2 )。设 A' = ( )B' 0
0 Ω (T2 ) ，很容易得到 Ω (T ) > A'。由引理 2 及引理 4 可得
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εABC (T )> ε ( A')= ε ( B')+ εABC (T2 )≥
2s( 2s2 - 3s + 2 )

s
+ 2 n - s - 3 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。 （1）

不等式（1）成立是因为：若 3 < s < 7 时，

f ( n，s ) = 2s( 2s2 - 3s + 2 )
s

+ 2 n - s - 3 - 2 n - 6 - 2 2

关于 n 单调递增，并且 f (13，s ) > 0。
情形2.2.2 T1 不是星图。

（i）若 s = 4 时，T1 ≅ P4。设 T1 = u1uu2u3，由引理 3、引理 4 及引理 7（i）可得

εABC (T )> 2 + εABC (T - u2 - u3 )≥ 2 + εABC ( P3 )+ εABC (T2 )≥
2 + 2 + 2 n - 7 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。

（ii）若 s = 5 时，T1 ≅ P5 或 S*
5。因为 εABC ( P5 ) < εABC ( S*

5 ) ≈ 3.983 1，所以我们只考虑 T1 ≅ S*
5。

若 T1 ≅ S*
5 时，由引理 3、引理 4 及引理 7（ii）得

εABC (T )> εABC (T1 )+ εABC (T2 )≥ 3.983 1 + 2 n - 8 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。
（iii）若 s = 6 时，则 T1 ≅ T6.1 或 T6.2，T6.3，T6.4，T6.5 （如图 2 所示）。

因为 εABC (T6.4 )> εABC (T6.5 )> εABC (T6.2 )> εABC (T6.1 )> εABC (T6.3 )≈ 4.626 0，所以我们只考虑T1 ≅ T6.3。

若 T1 ≅ T6.3 时，由引理 3、引理 4 及引理 7（iii）得

εABC (T )> εABC (T1 )+ εABC (T2 )≥ 4.626 0 + 2 n - 9 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。
情形2.3 s ≥ 7，7 ≤ t ≤ n - 8。
由引理 3、引理 4 及引理 10（ii）可得

εABC (T )> εABC (T1 )+ εABC (T2 )≥ 2 s - 2 + 2 t - 2 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。
证毕。

引理16 设 n > 13，T ∈ T ( n ) 且 |R(T ) |≥ 2。若在 R(T ) 中存在相邻顶点，则 εABC ( Bn ) ≤ εABC (T )，
等式成立当且仅当 T ≅ B n。

证明 设 E0 ={uv ∈ E (T )|d ( u )，d ( v ) ≥ 3}，T - E0 = xP1 ⋃ yP2 ⋃ T1 ⋃ … ⋃ Tz，其中 T1，…，Tz 为

T - E0 中至少有 3 个顶点的连通分支。设 |V (Ti ) |= si，不失一般性假设 3 ≤ sz ≤ sz - 1 ≤ ⋯ ≤ s2 ≤
s1，则可以得到［3］

2( n - 1)= x + 2n - z，
所以 z ≥ x + 2。现讨论以下几种情形。

图2　所有的6阶树

Fig.  2　All trees with 6 vertices
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情形1 y = 0，z = 2。
若 y = 0，z = 2 时，x = 0，s1 + s2 = n。

情形1.1 s1 ≥ 4，s2 ≥ 4。
由引理 11（i）可得结论。

情形1.2 s1 = 3，s2 ≥ 10。
若 s1 = 3，s2 ≥ 10 时，T2 ≅ Sn - 3 或 T2 ≠ Sn - 3。

（i） T2 ≅ Sn - 3 时，T ≅ Bn。

（ii） T2 ≠ Sn - 3 时，由引理 3、引理 5 及引理 9 可得

εABC (T )> εABC (T1 )+ εABC (T2 )≥ 2 n - 6 + 1
n - 5 + 2 n - 7 + 1

5 + 2 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。

情形2 y = 0，z ≥ 3。

情形2.1 ∑
i = 1

z - 2
si ≥ 8。

若 ∑
i = 1

z - 2
si ≥ 8 时，n ≥ 14。若 n = 14 时，直接计算，结论成立。若 n ≥ 15 时，由引理 3、引理 4、引

理 6 及引理 7（iv）可得

εABC (T )>∑
i = 1

z

εABC (Ti )≥ 2∑
i = 1

z

si - 2 ≥

2 ∑
i = 1

z - 2
si +( z - 2 )- 3 + 2 sz - 1 - 2 + 2 sz - 2 ≥

2 n - sz - sz - 1 - 3 + 2 sz - 1 - 2 + 2 sz - 2 ≥
2 n - 9 + 4 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。 （2）

不等式（2）成立是因为设 f ( x，y ) = 2 n - x - y - 3 + 2 x - 2 + 2 y - 2 ，若 y 不变，3 ≤ x ≤
n - y - 1

2 时， f ( x，y ) 关于 x 单调递增。同理若 x 不变，3 ≤ y ≤ n - x - 1
2 时，f ( x，y ) 关于 y 单调

递增。

情形2.2 4 ≤ ∑
i = 1

z - 2
si ≤ 7。

若 4 ≤ ∑
i = 1

z - 2
si ≤ 7 时，经过直接计算，结论成立。

情形3 y ≥ 1，z ≥ 3。

情形3.1 ∑
i = 1

z - 1
si ≥ 8。

若 ∑
i = 1

z - 1
si ≥ 8 时，n ≥ 13。由引理 3、引理 4 及引理 6 可得

εABC (T )> 2y
2
3 +∑

i = 1

z

εABC (Ti )≥ 2y
2
3 + 2∑

i = 1

z

si - 2 ≥

2y
2
3 + 2 n - sz - 2y + 2 - 4 + 2 sz - 2 ≥

2y
2
3 + 2 n - 3 - 2y - 2 + 2 3 - 2 > （3）

2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。 （4）
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不等式（3）成立是因为：若 x ≤ n - 2y
2 时，f ( x ) = 2y

2
3 + 2 n - x - 2y - 2 + 2 x - 2 关于 x 单

调递增。不等式（4）成立是因为：设 f ( x，y ) = 2y
2
3 + 2 x - 2y - 5 + 2 - 2 x - 6 - 2 2 ，若 y

不变时，f ( x，y ) 关于 x 单调递增。若 x 不变时，f ( x，y ) 关于 y 单调递增，并且 f (13，1) ≈ 0.412 1 > 0。

情形3.2 ∑
i = 1

z - 1
si ≤ 7。

若 ∑
i = 1

z - 1
si ≤ 7 时，z = 3，x ≤ 1。即 s1 + s2 = 6 或 7。先考虑 s1 + s2 = 7 的情形。

（i）若 x = 1 时，n = 2y + 11。由引理 3 可得

εABC (T )> 2y
2
3 + εABC (T1 )+ εABC (T2 )+ εABC (T3 )≥ 2y

2
3 + 2 2 + 4 =

( n - 11) 2
3 + 2 2 + 4 > 2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。

（5）

不等式（5）成立是因为：设 f ( x ) = ( x - 11) 2
3 + 2 2 + 4 - 2 x - 6 - 2 2 ，f ( x ) 在 x ≥ 13 时单

调递增并且 f (13 ) ≈ 0.438 51 > 0。
（ii）若 x = 0 时，n = 2y + 10。类似 ( i ) 的分析，结论成立。

通过类似分析，若 s1 + s2 = 6 时，结论成立。

情形4 y ≥ 1，z = 2。
若 y ≥ 1，z = 2 时，x = 0，n = 2y + s1 + s2。由引理 3 及引理 4 可得

εABC (T )> 2y
2
3 + εABC (T1 )+ εABC (T2 )≥ 2y

2
3 + 2 s1 - 2 + 2 s2 - 2 ≥

2y
2
3 + 2 n - 2y - s2 - 2 + 2 s2 - 2 ≥ 2y

2
3 + 2 n - 2y - 3 - 2 + 2 3 - 2 >

2 n - 6 + 2 2 > εABC ( Bn )。
证毕。

结合引理 12—引理 16，得到以下主要结论。

定理 1 在 T ( n )\{Sn，S*
n}中，An 是唯一具有最小 ABC 能量的树。在 T ( n )\{Sn，S*

n，An}中，Bn 是

唯一具有最小 ABC 能量的树。
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