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黏弹形状记忆合金系统的随机响应分析

郭蓉，李俊林*，刘健康
（太原科技大学 应用科学学院，山西 太原 030024）

摘 要：本文研究了窄带噪声激励下黏弹形状记忆合金（Shape Memory Alloy， SMA）弹簧振子系统的动力学响应。

根据SMA多项式本构关系，引入黏弹性介质描述弹簧阻尼，建立了随机SMA动力学方程。采用Lindstedt-Poincaré

和多尺度相结合方法，得到系统的幅频响应和稳态矩方程，并探讨了幅频响应与稳态矩随黏弹参数、噪声强度等变

化的规律。研究结果表明，黏弹项能够影响系统的非线性刚度和结构阻尼；噪声强度和黏弹参数都能够诱导系统

发生随机跃迁现象。这些都为黏弹SMA复合结构的稳定性提供了理论参考。
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Stochastic Response Analysis of Viscoelastic Shape Memory Alloy System

GUO Rong, LI Junlin*, LIU Jiankang
(School of Applied Science, Taiyuan University of Science and Technology, Taiyuan 030024, China)

Abstract: This article investigates the dynamic response of a viscoelastic shape memory alloy (SMA) spring oscillator system under 

narrow-band noise excitation. According to the constitutive relation of SMA polynomial, viscoelastic medium is introduced to de‐

scribe spring damping, and the stochastic SMA dynamic equation is established. By using the method of combining Lindstedt-Poin‐

caré and multi-scale, we get the amplitude-frequency response and steady-state moment equation of the system, and discuss the influ‐

ence of viscoelastic parameters and noise intensity on the amplitude-frequency response and steady-state moment. The results show 

that the viscoelastic term can affect the nonlinear stiffness and structural damping of the system. Both noise intensity and viscoelastic 

parameters can induce random transition in the system. These results provide a theoretical reference for the stability of viscoelastic 

SMA composite structures.
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0 引言 

形状记忆合金（Shape Memory Alloy， SMA）作为一类特殊的具有功能性和结构强度的新型智

能材料，以其独特的形状记忆、超弹性、电阻敏感性和优良的抗腐蚀性等特性被广泛关注［1-2］。尤

其是超弹性特性，也称伪弹性，是指在外力作用下产生的应变可以随着外力的卸载而恢复。SMA
这种优异的力学性能主要是由于高温下的马氏体和低温下的奥氏体在温度和压力作用下发生了

相变。近年来，SMA 在土木工程、航空航天、医疗设备等领域广泛应用［3-6］。

随着智能材料的快速发展，SMA 结构的动力学特性，如混沌、分岔、激变等已成为非线性动力
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学问题中的一个重要研究方向，主要包括形状记忆合金弹簧振子、形状记忆合金梁、形状记忆合金

支架等等。例如，Piccirillo 等［7-8］研究了 SMA 弹簧振子的主共振和次共振，通过相位图、功率谱图、

李雅普诺夫指数和庞加莱图像分析了自由振动和受迫振动时振子表现出的混沌行为，发现了丰富

的随机动力学现象。Lacarbonara 等［9］基于热力学模型研究了单自由度 SMA 振子的非线性响应和分

岔现象。Spanos 等［10］通过 Preisach 方法研究了白噪声激励下 SMA 振荡器的响应。Dobson 等［11］研究

了具有不对称迟滞的单自由度 SMA 振荡器系统的随机振动，该系统由 Bouc-Wen 模型描述。Yan 和

Nie［12］采用等效线性化技术来预测受到高斯白噪声作用的 SMA 振荡器的伪弹性响应。Yue 等［13-14］

通过数值胞映射方法从全局角度研究了 SMA 振子系统的动力学行为。Guo 等［15-16］利用多尺度方法

和随机平均法分别研究了窄带噪声和高斯色噪声激励下 SMA 弹簧振子系统的响应问题。Zhang
等［17］研究了 SMA 层合梁系统的厚度比、激励参数对系统分岔特性的影响。

近年来，黏弹性材料由于既能存储势能又能耗散能量的特性，已被广泛用到力学和工程系统

中［18-20］。Zhu 和 Cai［21］利用随机平均法研究了宽带噪声激励下黏弹系统的随机振动，并讨论了黏

弹参数对系统的影响。Ling 等［22］等利用随机平均法研究了单自由度强非线性黏弹系统的响应及

其稳定性。Deng［23］应用随机平均法和摄动法计算了矩 Lyapunov 指数，研究了宽带噪声激励下线

性黏弹系统的随机稳定性。Xu 等［24-25］将 Lindstedt-Poincaré 摄动法与多尺度法相结合，研究了随机

激励下含分数阶阻尼的黏弹系统的动力学响应。孙双双等［26］利用有限元法对黏弹基形状记忆合

金复合梁的弯曲问题进行了建模和分析，实验结果表明热黏弹性理论可以用来分析 SMA 复合材

料的响应问题。秦惠增等［27］研究了具有 SMA 层的黏弹柔性梁的动力学响应特性，分析了应力诱

发马氏体相变的影响。目前，基于黏弹性材料和 SMA 相结合的复合结构的研究大都是针对确定

性系统，随机情形的很少。而在实际工程中，不确定的随机因素会对结构的振动、稳定性造成灾难

性破坏。因此，研究随机噪声激励下黏弹 SMA 系统的动力学问题具有重要的实际应用价值。本

文利用 SMA 多项式本构关系，建立了窄带噪声激励下的黏弹性阻尼 SMA 弹簧振子振动方程，研

究了系统主共振时的稳态响应，分析了黏弹性参数、外部激励幅值、噪声强度对系统稳态响应的影

响，为黏弹性 SMA 复合结构的应用提供了理论基础。

1 SMA弹簧振子模型 

考虑如图 1 具有黏弹性阻尼的单自由度 SMA 弹簧振子系统，系统由质量块 M、黏弹性阻尼器

C 和 SMA 弹簧组成。

采用 Falk［28］提出的多项式本构方程描述 SMA 振子的弹簧恢复力，在 Guo 等［15］建立的 SMA 振

动模型的基础上，加入黏弹项 H ( )x，l，t ，引入无量纲变换，得到系统振动的无量纲方程为：

ẍ + ε2αẋ + ε2 βH ( )x，l，t + ω2
0 x + εγx3 + ε2δx5 = ε2 f ξ ( )t  ， （1）

其中黏弹项 H ( )x，l，t 为

注：M代表质量，C代表黏弹性阻尼器。

Note: M stands for mass and C stands for viscoelastic damper.

图1　黏弹性阻尼SMA弹簧振子系统

Fig. 1　SMA spring oscillator system with viscoelastic damping
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H ( )x，l，t =∫
0

t 1
l

exp ( )- t - s
l

x ( s ) ds， （2）

其中 x 为无量纲位移，t 是无量纲时间，α， β， l 及 ω0 分别为系统阻尼、黏弹项系数、黏弹参数及系

统固有频率，γ 和 δ 是非线性项系数，f 为参激的激励强度，ε 为小参数。系统所受外部激励 ξ ( )t 为

窄带噪声，具体形式为

ξ ( )t = cos [ ]Ωt + hW ( )t ， （3）
其中 Ω 是随机激励的频率，h 是标准维纳过程 W ( )t 的强度。

2 窄带噪声激励下的理论分析 

在这一部分我们把 Lindstedt-Poincaré 方法和多尺度方法相结合，研究系统的近似解析解。

首先，根据 Lindstedt-Poincaré 方法，引入时间变换，将系统的振幅和频率联系起来，即

τ = ωt， （4）
则黏弹项变形为

H ( )x，l，t =∫
0

t 1
l

exp ( )- t - s
l

x ( s ) ds =

∫
0

τ 1
l

exp é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú- 1

l ( )τ
ω

- η
ω

x ( η ) d η
ω

=∫
0

τ 1
lω

exp ( )- τ - η
lω

x ( η ) dη = H ( l̄，x，τ )，
（5）

其中 l̄ =lω。因此把式（3）-式（5）代入式（1），得到新的系统方程：

ω2 x″ + ε2ωαx ′ + ε2 βH ( l̄，x，τ )+ ω2
0 x + εγx3 + ε2δx5 = ε2 f cos é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

Ωτ
ω

+ hW ( )τ
ω

， （6）

其中 x″ 代表对时间变量 τ 的二阶导数。

其次，引入快与慢时间尺度，T0 = τ，T1 = ετ，T1 = ε2τ，令

D0 = 􀆟
􀆟T0

，D1 = 􀆟
􀆟T1

，D2 = 􀆟
􀆟T2

，

则常微分算子可以展开为下列偏微分序列

d
dτ

=D0 +εD1 +ε2 D2 +⋯，

d2

dτ 2 =D2
0 +2εD0 D1 +ε2( )D2

1 +2D0 D2 +⋯。
（7）

进而，方程（6）的近似解析解可表示为如下形式

x = x0 ( )T0，T1，T2 + εx1 ( )T0，T1，T2 + ε2 x2( )T0，T1，T2 。 （8）
同时将频率以 ω2

0 = ω2 - εω1 - ε2ω2 的形式进行摄动，将式（7）和式（8）代入式（6）中，重新整理，根

据小参数 ε 的阶次，得到一系列的摄动方程

O ( )ε0 ∶ω2 D2
0 x0 + ω2 x0 = 0， （9a）

O ( )ε1 ∶ω2 D2
0 x1 + ω2 x1 =-2ω2 D0 D1 x0 + ω1 x0 - γx3

0， （9b）
O ( )ε2 ∶ω2 D2

0 x2 + ω2 x2 =-2ω2 D0 D1 x1 - ω2( )D2
1 + 2D0 D2 x0 - ωαD0 x0 - βH ( -l，x，τ )+

ω1 x1 + ω2 x0 - 3γx2
0 x1 - δx5

0 + f cos é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

Ωτ
ω

+ h̄W ( )τ ， （9c）

其中 h̄ = h

ω
。

由微分方程知识可设（9a）的解为 x0 = a cos ( )T0 + φ ，等价形式为

x0 = a ( )T1，T2 eiT0 + Ā ( )T1，T2 e-iT0， （10）
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其中 Ā 为 A 的共轭，显然我们可以得到 A = 1
2 aeiφ。

将式（10）代入方程（9b）中，消除久期项，得到

-2iω2 D1 A + ω1 A - 3γA2 Ā = 0。 （11）
对于方程（11）来说，我们假设 D1 A = 0，可得 ω1 = 3γAĀ。显然 ω1 是一个实数，也就是说我们的假

设是合理的。将式（10）和（11）代入方程（9b）中，消除久期项，求解方程可得

x1 = γ
8ω2 A3e3iT0 + c.c.， （12）

其中 c.c. 表示其前一项的共轭复数。因此我们得到了系统的一阶近似解，为了进一步研究系统的

主共振响应，将参激频率展开为如下形式

Ω = ω ( )1 + ε2σ ， （13）
根据黏弹项表达式（5），忽略瞬态部分可得

H ( )l̄，x0，T0 = 1
l̄ ∫

0

T0 exp ( )- T0 - s
l̄

x0 ( s ) ds = A
-l

e-T0

l̄ ∫
0

T0

exp ( )1
l̄

+ i sds + c.c. =

Ae-T0

l̄
1 - l̄i
1 + l̄2 ( )e( )1

l̄
+ i T0 - 1 + c.c. = 1 - l̄i

1 + l̄2 x0 - 1 - l̄i
1 + l̄2 Ae-T0

l̄ + c.c.。 （14）

将式（12）-（14）代入方程（9c）中，消除久期项可得

-2ω2iD2 A - ωαiA - 1 - l̄i
1 + l̄2 βA + ω2 A - 3γ2

8ω2 A3 Ā2 - 10δA3 Ā2 + 1
2 fei( σT2 + h͂W (T2 ) ) = 0， （15）

其中

h̄W (T0 )= h̄W ( )T2

ε2 = ( )h̄
ε

W ( )T2 = h͂W (T2 )。
对于式（15），如果假设 D2 A = 0，得到 ω2 是一个复数，说明假设不合理，所以令 ω2 = 0，那么方程

（15）变为

-iω2( )D2a + iaD2φ - 1
2 ωαia - 1 - l̄i

2(1 + l̄2 )
βa - 3γ2

256ω2 a5 - 5δ
16 a5 - 1

2 feiψ = 0， （16）

其中 ψ = σT2 + h͂W ( )T2 - φ。

根据以上分析可得系统频率 ω 近似为：ω = ω2
0 + 3

4 εγa2 。

分离方程（16）的实部和虚部得到

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

D2a =- 1
2ω

αa + l̄
2ω2( )1 + l̄2

βa + 1
2ω2 f sin ψ，

aD2 ψ = a ( )σ + h͂D2W - 1
2ω2( )1 + l̄2

βa - 3γ2

256ω4 a5 - 5δ
16ω2 a5 + 1

2ω2 f cos ψ。
（17）

通过求解公式（17）可以得到系统的振幅 a 和相位 ψ。因此，结合公式（10），公式（12）和公式（17），

我们得到了系统（6）的二阶近似解析解

x = a cos ( )T0 + φ + ε
δ

32ω2 a3 cos 3 ( )T0 + φ + O ( )ε2 ， （18）

其中 O ( )ε 代表小参数 ε 的高阶项。

首先考虑确定情形下 h = 0 的 SMA 弹簧振子系统。当 D2a = D2 ψ = 0 时，公式（17）可化简为
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ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

- 1
ω

αa0 + l̄
ω2( )1 + l̄2

βa0 + 1
ω2 f sin ψ0 = 0，

σ - 1
2ω2( )1 + -l

2
β - 3γ2

256ω4 a4
0 - 5δ

16ω2 a4
0 + 1

2ω2a0
f cos ψ0 = 0。

（19）

消除式（19）中的参数 ψ0，得到黏弹性阻尼 SMA 模型的幅频响应方程为

é

ë

ê
ê
êê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úωα

f
a0 - l̄

f ( )1 + l̄2
βa0

2

+
é

ë

ê
ê
êê
ê
ê
- 2ω2a0

f
σ + 1

f ( )1 + l̄2
βa0 + ù

û

ú
úú
ú3γ2

128ω2 f
a5

0 + 5δ
8f

a5
0

2

= 1。 （20）

进一步考虑噪声 h ≠ 0 对 SMA 弹簧振子系统的影响。基于摄动思想，引入如下展开式

a = a0 + a1，ψ = ψ0 + ψ1， （21）
其中 a1 和 ψ1 分别是确定性结果 a0 和 ψ0 的小摄动，可以被视为小量。将式（21）代入式（17），

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

D2a1 =- 1
2ω

αa1 + l̄
2ω2( )1 + l̄2

βa1 + 1
2ω2 fψ1 cos ψ0，

D2 ψ1 = h͂D2W ( )T1 - 3γ2

64ω4 a3
0a1 - 5δ

4ω2 a3
0a1 - 1

2ω2a0
fψ1 sin ψ0 - 1

2ω2a2
0

fa1 cos ψ0 。
（22）

结合式（21）消除高阶小量可以得到如下 It ô 方程

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï
ï
ï

da1 = (- 1
2ω

αa1 + l̄
2ω2( )1 + l̄2

βa1 + )1
2ω2 fψ1 cos ψ0 dT2，

dψ1 = (- 3γ2

64ω4 a3
0a1 - 5δ

4ω2 a3
0a1 - 1

2ω2a0
fψ1 sin ψ0 - )1

2ω2a2
0

fa1 cos ψ0 dT2 + h͂dW ( )T2 。
（23）

在稳态情形下，根据 It ô 微积分的性质有

dE ( )a1

dT2
= dE ( )ψ1

dT2
= dE ( )a2

1

dT2
= dE ( )ψ2

1

dT2
= dE ( )a1 ψ1

dT2
= 0。 （24）

其中 E ( )⋅ 表示数学期望算子。则可以得到系统振幅 a 的一阶和二阶稳态矩

E ( )a = a0 + E ( )a1 = a0， （25a）

E ( )a2 = a2
0 + E ( )a2

1 = a2
0 + h͂2 P 2

2

P1 P2Q1 + P1Q 2
2 + P 2

1 Q2 + Q1Q2 P2
， （25b）

其中

P1 = 1
ω

α - l̄
ω2( )1 + l̄2

β， P2 = 1
ω2 f cos ψ0，

Q1 = 3γ2

32ω4 a3
2 + 5δ

2ω2 a3
0 + 1

ω2a2
0

f cos ψ0，

Q2 = 1
ω2a2

0
f sin ψ0。

3 随机响应分析 

这一部分，我们将通过数值模拟验证所得近似解析解的正确性，进而论证理论分析方法的有效

性。在所有数值模拟中，主要系统参数根据文献［26］给出：α = 0.2，ε = 0.1 ，β = 0.5，ω0 = 2.0，γ =
87.4，δ = 2.8 × 104，其他参数的取值会在对应位置具体说明。

如图 2 所示，关于确定性系统的幅频响应，通过将经典的林德斯泰特-庞加莱（Lindstedt-Poin⁃
caré，L-P）与多尺度方法结合，获得的近似解析解结果和数值结果具有很好的一致性。从图 2（a）
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与图 2（b）可以看出，当外部激励的频率 Ω 或幅值 f 在一定的范围内时，系统呈现出多值响应现象，

如图中蓝色区域所示，在这个范围内，黏弹性 SMA 系统的响应包含高振幅振荡和低振幅振荡，即

系统出现了双稳态行为，这很大程度上依赖于系统的初值条件。这种现象通过图 3 就可以很直观地

说明。如图 3（a），当初始条件为 x ( )0 = 0.01， ẋ ( )0 = 0.01 时，系统处于低振幅振荡状态，对应于双稳

态区域幅值响应的下分支。图 3（b）中，当初始条件为 x ( )0 = 0.1， ẋ ( )0 = 0.1 时，系统处于高振幅振

荡状态，对应于双稳态区域振幅响应的上分支。此外，在幅频响应中，随着外部激励频率 Ω 或幅值 f

的增大或减小，可以观察到系统响应从上半支/下半支到下半支/上半支的随机跃迁现象。

接下来，我们研究在确定情形下不同外部激励幅值 f 及黏弹性参数 l 对 SMA 弹簧系统稳态响

应，结果如图 4 所示。从图 4（a）可以看到，随着外部激励幅值 f 的增大，双稳区域向右移动，对应区

间的面积也增大。同样，随着黏弹性参数 l 的增大，双稳区域面积也逐渐增大，如图 4（b）所示。这

主要是因为增大黏弹性参数 l 降低了系统的结构阻尼，提高了 SMA 系统的结构刚度。

现在，我们对具有非零噪声强度 h ≠ 0 的黏弹性 SMA 系统的稳态响应进行详细分析。前面利

图2　黏弹SMA弹簧振子系统的稳态幅值响应。系统参数固定为 l = 3.0， h = 0
（a）幅值 f = 0.1； （b）频率Ω = 2.65。蓝色区域表示多值响应区域。

Fig. 2　Steady-state amplitude response of the viscoelastic SMA spring oscillator system. The system parameters are fixed as l =
3.0, h = 0

(a) f = 0.1; (b) Ω = 2.65. The blue area represents the multi-valued response area.

图3　在不同初始条件下，黏弹SMA弹簧振子系统的稳态响应，系统参数固定为 l = 3.0， f = 1.0， Ω = 2.65， h = 0
（a）初始条件为x ( )0 = 0.01，ẋ ( )0 = 0.01；（b）初始条件为x ( )0 = 0.1， ẋ ( )0 = 0.1。

Fig. 3　Steady-state response of the viscoelastic SMA spring oscillator system under different initial conditions, the system parame‐

ters are fixed as l = 3.0， f = 1.0， Ω = 2.65， h = 0
(a) The initial conditions are x ( )0 = 0.01, ẋ ( )0 = 0.01; (b) The initial conditions are x ( )0 = 0.1, ẋ ( )0 = 0.1.
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用 L-P 与多尺度相结合的方法，得到了随机激励下系统的解析一阶矩（23a）和二阶矩（23b）。利用

四阶龙格库塔算法，从图 5（a）和图 5（b）可以看出理论解和数值解吻合得很好，验证了本方法的有

效性。

此外，如图 5 所示，随着外部激励频率 Ω 在一定范围内增大或减小时，黏弹性 SMA 弹簧振子系

统出现了多值区域，同确定性情形一样。图 6（a）， 6（b）研究了不同黏弹性参数 l 下系统的稳态一

阶矩和稳态二阶矩，我们发现随着黏弹性参数 l 的逐渐增大，双稳区域有向右移动，对应的区域面

积增大。根据式（14）可知，随着黏弹性参数 l → 0，黏弹性阻尼退化为经典的纯黏性阻尼，在这种

情况下双稳现象消失，说明了在随机情形下，黏弹性参数 l 可影响系统的双稳特性。

接下来，我们采用 Monte Carlo 数值模拟计算了响应幅值的稳态概率密度。如图 7 所示，在随机

扰动作用下，我们发现稳态概率密度的拓扑结构发生了显著变化。当噪声强度 h = 0.01 时，观察到

一个低振幅振荡的峰。随着噪声强度 h 的逐渐增大，稳态概率密度出现双峰。当噪声强度 h 足够大

时，稳态概率密度又一次变为单峰。从稳态密度的变化可以猜想到，黏弹性 SMA 系统的稳态响应包

含两种可能的运动形式，即高幅值和低幅值的随机振动，这意味着此刻系统发生了随机跃迁现象。

图4　黏弹SMA弹簧振子系统在不同幅值 f和黏弹性参数 l 时的振幅-频率响应（噪声强度h = 0）
（a） 黏弹性参数 l = 3.0； （b） 外部激励幅值 f = 1.0。

Fig. 4　Amplitude-frequency response of the viscoelastic SMA spring oscillator system with different amplitude f and viscoelastic 

parameter l (noise intensity h = 0)

(a) Viscoelastic parameter l = 3.0; (b) External excitation amplitude f = 1.0.

图5　随机激励下黏弹性SMA系统的稳态响应（系统参数为γ = 3.0， f = 1.0， h = 0.05）
（a）稳态一阶矩；（b）稳态二阶矩。蓝色区域表示多值响应区域。

Fig. 5　Steady-state response of the viscoelastic SMA system under random excitation (the system parameters are γ= 3.0, f = 1.0, 

h = 0.05)

 (a) Steady first-order moment; (b) Steady second-order moment. The blue area represents the multi-valued response area.
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最后，为了更直观地展示图 5 所示的跃迁现象，绘制了一些时间历程图来说明。在图 8（a）中，

当 h = 0.09，即噪声强度较小时，系统响应仅受到轻微扰动，且没有观察到随机跃迁现象。随着噪

声强度的增大，如图 8（b）-8（d）所示，系统响应出现了从高振幅振荡到低振幅振荡的明显跃迁现

象，并且这种现象变得越来越频繁。

以上分析表明，窄带噪声会诱导黏弹性阻尼 SMA 弹簧振子系统出现随机跃迁现象，这种稳态

概率密度拓扑结构变化的现象也称为随机 P 分岔。需要注意的是，频繁的随机跃迁会造成 SMA
系统内部的损伤，进而造成安全隐患。因此，在实际工程应用中，设计人员应采取相应的措施来避

免这种情况出现。

4 结论 

本文考虑材料的黏弹性，建立了随机激励下黏弹 SMA 弹簧振子模型。利用理论方法得到系统

的二阶近似解析解，并通过数值模拟验证了该方法的有效性。当外部激励频率或幅值取值在一定

范围内时，系统出现双稳行为；随着激励幅值、黏弹参数及黏弹系数的逐渐增大，振幅的稳态矩和

图6　黏弹性SMA系统在不同黏弹性参数 l时的稳态响应（系统参数为 f = 1.0，h = 0.05）
（a）稳态一阶矩；（b）稳态二阶矩。

Fig. 6　Amplitude-frequency response of the viscoelastic SMA spring oscillator system with different viscoelastic parameter l (the 

system parameters are f = 1.0, h = 0.05)

(a) Steady first-order moment; (b) Steady second-order moment.

图7　黏弹性SMA系统振幅a的稳态概率密度图（l = 3.0， f = 1.0， Ω = 2.65，初始条件为x ( )0 = 0.01， ẋ ( )0 = 0.01）
Fig. 7　Steady-state probability density of amplitude a of the viscoelastic SMA system, (l = 3.0, f = 1.0, Ω= 2.65; the initial 

conditions are x ( )0 = 0.01, ẋ ( )0 = 0.01)
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双稳区域的频率区间也随之增大；窄带噪声能够诱导 SMA 系统出现高幅值和低幅值振荡状态之

间的随机跃迁现象。随机跃迁的发生意味着系统稳定性的改变，为了提升系统的稳定性与安全

性，可以从 SMA 模型响应的早期预警方面进一步研究。
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