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具有时滞的Holling-III型捕食系统的Hopf分支

张嘉祥，袁海龙*，樊雨
（陕西科技大学 数学与数据科学学院，陕西 西安 710021）

摘 要：本文主要研究了一类满足齐次Neumann边界条件的具有时滞Holling-III型捕食-食饵系统。首先，以时滞

参数作为分支参数，研究时滞效应对该系统正常数平衡点稳定性的影响，得到了产生Hopf分支的条件；其次，借助

偏泛函微分方程的中心流形理论和标准型方法，得到了Hopf分支的方向和分支周期解的稳定性；最后，通过运用

MATLAB软件的数值模拟功能，对文内所提出的理论结果进行了检验。

关键词：时滞；存在性；稳定性；数值模拟

中图分类号：O175.26   文献标志码：A   文章编号：0253-2395（2025）04-0677-15

Hopf Bifurcation in a Holling-III Predator System with Time Delay

ZHANG Jiaxiang, YUAN Hailong*, FAN Yu

(School of Mathematics and Data Science, Shaanxi University of Science and Technology, Xi'an 710021, China)

Abstract: In this paper, a Holling-III predator-prey system with time delay under the homogeneous Neumann boundary conditions is 

studied. Firstly, by choosing the time delay as the bifurcation parameter, we study the effect of time delay on the stability of the posi‐

tive equilibrium point of the system, thereby the conditions for generating Hopf bifurcations are obtained. Secondly, with the aid of 

partial functional differential equations of center manifold theory and standard method, the direction of the Hopf bifurcations and sta‐

bility of periodic solutions of a bifurcation are gained. Finally, by using the numerical simulation function of MATLAB software, the 

theoretical results proposed in the paper are tested.
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0 引言 

在生物数学中，捕食-食饵模型具有重要的现实意义。最初的捕食-食饵系统是著名的 Lotka-
Volterra 系统，考虑到饱和因素对捕食者消化食饵的影响，学者们提出了功能反应函数的概念，功

能反应函数又分为食饵依赖型功能反应函数和捕食者依赖型功能反应函数。其中，Holling 于 1965
年建立的 Holling 型的功能反应函数是经典的食饵依赖型功能反应函数［1］。

在现实世界中，种群系统考虑到繁殖期、成熟周期、资源再生时间等等，时滞都是必不可少的

因素。由于加入了时滞，系统比原先呈现了更加精彩的动力学行为。例如，一个原本稳定的平衡

点，在加入时滞参数后，可能变得不稳定，在某些临界点处，可能会引起分支，时滞微分方程由此产
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生。生物科学的许多文献中介绍了各种线性非线性的时滞微分方程和应用领域的背景，为时滞微

分方程的深入研究提供了现实基础［2-10］。分支问题是微分方程中的一个方向，分支现象一般分为

两大类；动态分支和静态分支，我们主要研究比较重要的动态分支-Hopf 分支，Hopf 分支包括局部

Hopf 分支和全局 Hopf 分支，它主要是研究时滞微分方程周期轨的存在性和稳定性问题。

近来，王婷婷等［11］对具有时滞的 Holling-III 型捕食模型进行了分析讨论，利用常微分方法，积

分性质以及微分不等式理论分别证明了系统解的正性与有界性；其次通过 Jacobian 矩阵分析了在

常微系统下平衡点的稳定性；讨论时滞的不同情况对内部平衡点的稳定性与 Hopf 分支的影响，最

后推出判断 Hopf 分支的方向和分支周期解稳定性的显式公式，讨论了在临界值处分支周期解的方

向、稳定性和周期。Xu 等［12］提出了一个具有 Allee 效应、时滞和反捕食行为的扩散捕食者-食饵模

型，对系统平衡点进行了深入研究，分析讨论了其存在性和稳定性，同时获得了产生 Hopf 分支的

条件，最后经过计算，得到了确定 Hopf 分支方向及其稳定性和周期的公式。Xie 等［13］提出了一类

食饵具有强 Allee 效应和非局部竞争、捕食者具有恐惧效应和繁殖时滞的扩散捕食者-食饵模型。

主要研究了共存平衡点的局部稳定性以及 Hopf 分支的存在性和性质。

Yan 和 Shi［14］对 Logistic 单种群模型进行了研究，并分析讨论加入了两个时滞参数后的模型，同

时研究发现由于 Hopf 分支的原因，模型的正平衡点稳定性会发生改变最终变为不稳定。文献

［15］中，沈维认为 Logistic 单种群模型出现稳定性切换的主要原因是时滞项 cu（t- 2τ）的出现，进

而研究了以下模型
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du
dt = u ( )1 - u ( t- τ )

K
- mu2v

1 + u2， t> 0，

dy
dt =-θv+ mu2v

1 + u2， t> 0，

u ( 0 )≥ 0，v ( 0 )≥ 0。

(1 )

通常而言，在具有单时滞的捕食系统中，随着时滞的引入，由于 Hopf 分支的原因，模型的正平

衡点稳定性会发生改变最终变为不稳定。针对这一问题，为了研究在单一时滞系统中，时滞的增

加使得平衡点的稳定性发生了什么变化，最终是否能够稳定［16-20］。本文考虑在没有时滞项

cu ( )t- 2τ 且不增加捕食者时滞的情况下，研究系统的稳定性变化和时滞效应对食饵种群的影响。

并在系统（1）的基础上考虑模型
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∂u
∂t -d1Δu= u ( )1 - u

K
- mu2v ( t- τ )

1 + u2 ， t> 0，

∂v
∂t -d2Δv=-θv+ mu2v

1 + u2， t> 0，

∂νu= ∂νv= 0， t> 0，
u ( 0 )≥ 0，v ( 0 )≥ 0，

( 2 )

其中 Δ 代表拉普拉斯算子；∂Ω 为光滑边界；Ω ⊂ RN ( )N≥ 1 为边界为 ∂Ω 的有界开集；ν是 ∂Ω 上的单位

外法向量；u表示捕食者的数量；v表示猎物的数量；d1 表示捕食者的扩散系数；d2 表示猎物的扩散系

数；K ( u < K )是猎物的承载能力；m是攻击系数；θ> 0 是捕食者的死亡率；τ>0 代表时滞参数。

本研究是针对一类满足齐次 Neumann 边界条件的具有时滞 Holling-III 型捕食-食饵系统，深入

探讨了该系统对应的常微分及偏微分系统，研究该系统中正常数平衡点的稳定性关于时滞参数的

变化，并且对平衡点附近是否产生 Hopf 分支、如何产生 Hopf 分支做了计算工作，同时经过计算得

到了分支周期解的稳定性和分支方向；最后得出，系统的稳定性会随着时滞参数的变化而变化，当

时滞参数经过某特殊的临界值，此时系统由稳定变为不稳定，同时伴随着 Hopf 分支的出现。

本文结构安排如下：第 1 节主要针对具有时滞的 Holling-III 型捕食系统所对应的常微分和偏
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微分系统，对系统中产生 Hopf 分支的条件和系统在正常数平衡点附近是否处于稳态问题进行了

讨论；第 2 节分析了 Hopf 分支的方向和分支周期解的稳定性；第 3 节进行数值模拟验证前面

结论。

1 具有时滞的系统中Hopf分支的存在性和正常数平衡点的稳定性 

1.1　具时滞的常微分方程　

本节内容将对具有时滞参数的常微分方程系统进行探讨，
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du
dt = u ( )1 - u

K
- mu2v ( t- τ )

1 + u2 ， t> 0，

dv
dt =-θv+ mu2v

1 + u2， t> 0，

u ( t )= u0 ( t )≥ 0，v ( t )= v0 ( t )≥ 0， t∈[-τ，0 ]。

( 3 )

经过计算得到，该系统的平衡点为 E0 ( 0，0 )，Ek (K，0 )，观察参数 m，发现当 m> θ时，系统（3）存

在正平衡点

E* =( u*，v* )= ( )θ
m- θ

，
K θ (m- θ ) - θ
Kθ (m- θ ) 。

接下来讨论系统（3）的正常数平衡点，发现当没有时滞参数 ( τ= 0 ) 时，若满足条件 0 < K<

2θ θ
m- θ

2θ- m
，则可以观察到，正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 此时具有局部渐近稳定性。不过，我们的研究

重点在于考察时滞 τ ( τ≠ 0 ) 因素对系统（3）中正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 稳定性呈现的作用及其影

响，下面进行讨论。

令 û= u- u*，v̂= v- v*，为了分析方便，我们把系统（3）转换为更为简易的形式
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du
dt =( u+ u* ) ( )1 - u+ u*

K
- m ( u+ u* )2 ( vτ+ v* )

1 +( u+ u* )2 ， t> 0，

dv
dt =-θ ( v+ v* )+ m ( u+ u* )2v

1 +( u+ u* )2， t> 0，

u ( t )= u0 ( t )≥ 0，v ( t )= v0 ( t )≥ 0， t∈[-τ，0 ]，

( 4 )

其中 u= u ( t )，v= v ( t )，vτ = v ( t- τ )。我们将系统（4）在（0，0）处进行展开，得到该系统的线性化

系统为
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du
dt = é

ë
ê
êê
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û
úúúú1 - 2u*

K
- 2mu*v*

(1 + u2
* )2 u ( t )- θv ( t- τ )，

dv
dt = 2mu*v*

(1 + u2
* )2 u ( t )。

下面计算该系统的特征方程

λ2 -Aλ+Be-λτ= 0， (5 )
其中，

A= 1 - 2u*

K
- 2mu*v*

(1 + u2
* )2  ，B= 2mθu*v*

(1 + u2
* )2。

结合特征方程（5）的纯虚根 λ= iω(ω> 0 ) 可得

{ω2 =B cosωτ，
-Aω=B sinωτ。 ( 6 )
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根据三角函数定理对式（6）变形，

ω4 +A2ω2 -B2 = 0， ( 7 )

A2 = ( )1 - 2u*

K
- 2mu*v*

(1 + u2
* )2

2

，-B2 = -4m2u*
2v*

2

(1 + u2
* )4 ，

显然，-B2 < 0 是一定存在的，这意味着方程（7）至少存在一个大于 0 的根 ω0 满足

ω0
2 = -A2 + A4 + 4B2

2 。 

将 ω0 代入式（6），可以解得

τ= τ j0 = 1
ω0

arccos ω0
2

Bθ
+ 2jπ
ω0

，j∈N。 

下面验证横截条件。令

Γ(ω )=ω4 +A2ω2 -B2，

对其求导得

dΓ
dω = 2ω( 2ω2 +A2 )，

有

dΓ
dω | ω=ω0 = 2ω0 A4 + 4B2θ2 > 0。

故当 ω= ω0 时，满足横截条件，得到定理 1。

定理1 若 0 < K<
2θ θ

m- θ
2θ- m

，有

（1）当 τ< τ 0
0 时，系统（3）在正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 处局部渐近稳定；

（2）当 τ> τ 0
0 时，系统（3）在正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 处不稳定；

（3）当 τ= τ 0
0 时，系统（3）在正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 处产生 Hopf 分支。

1.2　具时滞的偏微分方程　

本节主要考虑偏微分方程，该系统定义在 Ω = ( 0，lπ ) 上，并且带有时滞
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∂u
∂t -d1

∂2u
∂x2 = u ( )1 - u

K
- mu2v ( t- τ )

1 + u2 ， x∈( 0，lπ )，t> 0，

∂v
∂t -d2

∂2v
∂x2 =-θv+ mu2v

1 + u2， x∈( 0，lπ )，t> 0，

∂u ( x，t )
∂x = ∂v ( x，t )

∂x = 0， x= 0，lπ，t> 0，

u ( x，t )= u0 ( x，t )≥ 0，v ( x，t )= v0 ( x，t )≥ 0， x∈[ 0，lπ ]，t∈[-τ，0 ]，

( 8 )

其中 l ∈ R+。设 û= u- u*，v̂= v- v*，为了分析方便，仍用 u，v代替 û，v̂，并把系统（8）转换为更

为简易的形式
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ut - d1uxx = ( u+ u* ) ( )1 - u+ u*

K
- m ( u+ u* )2 ( vτ + v* )

1 +( u+ u* )2 ， x ∈ ( 0，lπ )，t> 0，

vt - d2vxx =-θ ( v+ v* )+ m ( u+ u* )2 ( v+ v* )
1 +( u+ u* )2 ， x ∈ ( 0，lπ )，t> 0，

∂u ( x，t )
∂x = ∂v ( x，t )

∂x = 0， x= 0，lπ，t> 0，

u ( x，t ) = u0 ( x，t ) ≥ 0，v ( x，t ) = v0 ( x，t ) ≥ 0， x ∈ [ 0，lπ ]，t ∈ [-τ，0 ]，

( 9 )

系统（9）中 u= u ( t )，v= v ( t )，vτ = v ( t- τ )。我们规定 X= C ( [ 0，lπ ]，R2 ) 并表明系统（9）在抽象
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空间 C ( [-τ，0 ]，X ) 中可以等效改写为抽象微分方程形式，形式如下

dU ( t )
dt =dΔU ( t )+L(Ut )+F (Ut )， (10 )

其中 dΔ = (d1Δ，d2Δ )T，dom(dΔ ) = {( u，v )T：u，v ∈ C2 ( [ 0，lπ ]，R )，ux，vx = 0，x= 0，lπ }。
因为 L：C ( [-τ，0 ]，X ) → X，F：C ( [-τ，0 ]，X ) → X，对 ϕ= (ϕ1，ϕ2 )T ∈ C ( [-τ，0 ]，X )，存在

L(ϕ )=

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷( )1 - 2u*

K
- 2mu*v*

1 +( u2
* )2 ϕ1 ( 0 )- θϕ2 (-τ )

2mu*v*

1 +( u2
* )2 ϕ1 ( 0 )

，F (ϕ )= ( )F1 (ϕ )
F2 (ϕ )

，

其中

F1 (ϕ )=(ϕ1 ( 0 )+ u* ) ( )1 - ϕ1 ( 0 )+ u*

K
- m (ϕ1 ( 0 )+ u* )2 (ϕ2 (-τ )+ v* )

1 +(ϕ1 ( 0 )+ u* )2 -

( )1 - 2u*

K
- 2mu*v*

1 +( u2
* )2 ϕ1 ( 0 )+ θϕ2 (-τ )，

F2 (ϕ )=-θ (ϕ2 ( 0 )+ v* )+ m (ϕ1 ( 0 )+ u* )2 (ϕ2 ( 0 )+ v* )
1 +(ϕ1 ( 0 )+ u* )2 - 2mu*v*

1 +( u2
* )2 ϕ1 ( 0 )，

于是我们得到系统（9）在（0，0）处附近的线性化系统，即为

dU ( t )
dt =dΔU ( t )+L(Ut )。 (11)

该系统的特征方程可以等价转化为

λy-dΔy-L( eλ* y )= 0，y∈ dom(dΔ )，y≠ 0。 (12 )
由以下问题

-ψ″=μψ，x∈( 0，lπ )，ψ′( 0 )=ψ′( lπ )= 0，

我们可以求得上述式子中的特征值为 μn = n2

l2 ( n ∈ N ) 及特征值对应的特征函数为 ψn ( x ) = cos n
l
x。

将 y= ∑
n= 0

∞
cos n

l
x ( )y1n

y2n
代入系统（11）特征方程的等价转化方程，即特征方程（12），得到

æ

è

ç

ç
ççç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷÷

÷

÷

÷1 - 2u*

K
- 2mu*v*

1 +( u2
* )2 - d1n2

l2 -θe-λτ

2mu*v*

1 +( u2
* )2 -d2n2

l2

( )y1n

y2n
= λ ( )y1n

y2n
，n∈N。

同时可以求得特征方程（12）的所有特征根，并且我们确定这些特征根满足下述特征方程关系式

λ2 +Anλ+Be-λτ+Cn= 0，n∈N， (13 )

其中An=(d1 +d2 ) n
2

l2 - 1 + 2u*

K
+ 2mu*v*

1 +( u2
* )2，B= 2mθu*v*

(1 +u2
* )2，Cn=

-d2n2

l2 ( )1 - 2u*

K
- 2mu*v*

1 +( u2
* )2 - d1n2

l2 。
设特征方程（13）存在一对纯虚根，为 λ=±iω(ω> 0 )，则有

ì
í
î

ω2 -Cn=B cosωτ，
ωAn=B sinωτ， n∈N。 (14 )

我们经过一系列化简可以求得

ω4 +(An
2 - 2Cn )ω2 +C 2

n -B2 = 0，n∈N， (15 )

A2
n- 2Cn= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú(d1 +d2 ) n

2

l2 - 1 + 2u*

K
+ 2mu*v*

1 +( u2
* )2

2

+ 2 d2n2

l2 ( )1 - 2u*

K
- 2mu*v*

1 +( u2
* )2 - d1n2

l2 ， (16 )
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C 2
n -B2 = d2

2n4

l4 ( )1 - 2u*

K
- 2mu*v*

1 +( u2
* )2 - d1n2

l2

2

- 4m2θ2u2
*v2

*

(1 + u2
* )4 。 (17 )

由于当 n=0 时满足 C 2
0 - B2 < 0，因为 lim

n→ ∞
(C 2

n - B2 ) = ∞，那么一定会有一个最小的 N0 ≥ 0，存在

一个 n，使得当 n>N0 时，方程（15）的正根不存在，当 0 ≤ n≤N0 时，方程（15）至多存在一个正根。

对于 0 ≤ n≤ N0，方程（15）存在一个特定的正根 ωn 使得

ω2
n= -(A2

n- 2Cn )+ (A2
n- 2Cn )2 - 4(C 2

n -B2 )
2 。 (18 )

从而，能够对时滞参数 τ的表达式进行明确定义，形式如下

τ= τ jn= τ 0
n + 2jπ

ωn
，j∈N， (19 )

其中

τ 0
n =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

1
ωn

arccos ω
2
n-Cn

B
， An≥ 0，

1
ωn ( )2π - arccos ω

2
n-Cn

B
， An< 0，

( 20 )

此时，方程（13）有一对纯虚特征根±iωn。

引理 1 我们设方程（13）的根是 λn ( τ ) = αn ( τ )+ iωn ( τ )，并且时滞参数当 τ 逼近 τ jn 时，使得

αn ( τ jn ) = 0 和 ωn ( τ jn ) = ωn 成立，此时满足横截条件，即当 0 ≤ n≤ N0 和 j ∈ N成立时，可以推得有

dαn
dτ τ= τ jn

> 0 成立。

证明 对方程（13）两边同时关于 τ求导，得到

dλn
dτ = Bλne-λnτ

2λn-Bτe-λnτ+An
， ( 21)

并将 τ= τ jn 代入上式中得

dλn
dτ | τ= τ jn =

Biωne-iωnτ jn

2iωn-Bτ jne-iωnτ j +An

， ( 22 )

又

dαn
dτ | τ= τ jn = Re ( dλn

dτ | τ= τ jn )，
结合式（22）有

Re ( dλn
dτ | τ= τ jn )-1

= (A2
n- 2C 2

n )- 4(C 2
n -B2 )

B2 > 0，

横截条件成立，证毕。

根据式（19）易得  τ j+ 1
n > τ jn。接下来给出 τ jn 关于 n的单调性。

引理2 设 0 < K<
2θ θ

m- θ
2θ- m

，则当  0 ≤ n≤ N0，j ∈ N时有 τ jn+ 1 > τ jn 成立。

证明 对式（18）进行变形，有

ω2
n= -(A2

n- 2Cn )+ (A2
n- 2Cn )2 - 4(C 2

n -B2 )
2 = 2

(A2
n- 2Cn )2

(B2 -C 2
n )2 + 4

B2 -C 2
n

+ A2
n- 2Cn

B2 -C 2
n

，
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由式（16）和式（17）可以求得 A2
n - 2Cn 和 C 2

n - B2。通过计算我们得到 K<
2θ θ

m- θ
2θ- m

，因此当

0 ≤ n≤ N0，j ∈ N 时，A2
n - 2Cn 关于 n 是严格递增的，C 2

n - B2 关于 n 是严格递减的。由此可知

ω2
n+ 1 < ω2

n，同 时 存 在 An > 0，故 由 式（20）得 τ 0
n = 1

ωn
arccos ω

2
n - Cn

B
，则 当 0 ≤ n≤ N0，j ∈ N 时 有

τ 0
n+ 1 > τ 0

n，又因为 ωn+ 1 < ωn，则由 τ的表达式可知 τ jn+ 1 > τ jn，其中，0 ≤ n≤ N0，j ∈ N。证毕。

选取参数 K= 5，m= 0.7，θ= 0.4，d1 = 0.07，d2 = 0.05，给出引理 2 中的 τ jn 关于 n的单调性具

体分析，如图 1。

因此经过上述分析，可以得到定理 2。

定理2 设 0 < K<
2θ θ

m- θ
2θ- m

，C 2
0 - B2 < 0，则可得

（1）当 τ ∈ [ 0，τ 0
0 )，此时系统（8）在正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 处处于局部渐近稳定状态；

（2）当 τ ∈ ( τ 0
0，∞ )，此时系统（8）在正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 处处于不稳定状态；

（3）当 τ= τ jn ( 0 ≤ n≤ N0，j ∈ N )，此时系统（8）在正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 处产生 Hopf 分支。

2 Hopf分支方向和稳定性 

本节对时滞参数 τ= τ0 ≡ τ 0
0 时的 Hopf 分支方向和分支周期解的稳定性进行了分析讨论。令

τ= τ0 + μ，并将 t= τt͂代入抽象微分方程（10），为方程形式简明，将 t͂记为 t，得到如下方程

dU ( t )
dt = τ0dΔU ( t )+ τ0L0 (Ut )+G (Ut，μ )， ( 23 )

其中对于 ϕ ∈ C ( [-1，0 ]，X ) 有

L0 (ϕ )=

æ

è

ç

ç

ççç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷÷÷

÷

÷

÷( )1 - 2u*

K
- 2mu*v*

1 +( u2
* )2 ϕ1 ( 0 )- θϕ2 (-1)

2mu*v*

1 +( u2
* )2 ϕ1 ( 0 )

，

G (ϕ，μ )=μdΔϕ( 0 )+μL0 (ϕ )+( μ+ τ0 )F0 (ϕ )，

图1　参数K= 5， m= 0.7， θ= 0.4， d1 = 0.07， d2 = 0.05时， τ jn单调性图像

Fig. 1　The monotonic graph of τ jn, when parameters K= 5, m= 0.7, θ= 0.4, d1 = 0.07, d2 = 0.05

683



48（4） 2025山西大学学报（自然科学版）

F0 (ϕ )=
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷(ϕ1 ( 0 )+u* ) ( )1- ϕ1 ( 0 )+u*

K
-m (ϕ1 ( 0 )+u* )2 (ϕ2 (-τ )+v* )

1+(ϕ1 ( 0 )+u* )2 + ( )1- 2u*

K
- 2mu*v*

(1+u2
* )2 ϕ1 ( 0 )+θϕ2 (-τ )

-θ (ϕ2 ( 0 )+v* )+m (ϕ1 ( 0 )+u* )2 (ϕ2 ( 0 )+v* )
1+(ϕ1 ( 0 )+u* )2 - 2mu*v*

(1+u2
* )2 ϕ1 ( 0 )

。

同时在（0，0）处对系统（9）进行线性化处理，得到相应的线性化系统为

dU ( t )
dt = τ0dΔU ( t )+ τ0L0 (Ut )。 ( 24 )

根据先前节所述，可以确认线性化系统（24）存在特征值±iω0τ0。根据里斯表示定理，存在 2×
2 的有界变差函数矩阵 η(θ，μ )(θ ∈ [-1，0 ] ) 使得

( τ0 +μ )L0 (ϕ )=∫
-1

0
dη(θ，μ )ϕ(θ )，ϕ(θ )∈C ( [-1，0 ]，R2 )，

其中

η(θ，μ )=( τ0 +μ )

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷1 - 2u*

K
- 2mu*v*

1 +( u2
* )2 0

2mu*v*

1 +( u2
* )2 0

δ (θ )-( τ0 +μ ) ( )0 -θ
0 0 δ (θ+ 1)，

同时对 δ (θ )：[-1，0 ] → (X，X )，(X，X ) 表示双线性型的定义域，有

δ (θ )=ì
í
î

0， θ∈[-1，0 )，
-1， θ= 0。

下面定义算子A( 0 )，若满足条件 ϕ(θ ) ∈ C1 ( [-1，0 ]，R2 )，则规定A( 0 ) 为

A( 0 )(ϕ(θ ) )=
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

dϕ(θ )
dθ ， θ∈[-1，0 )，

∫
-1

0
dη(θ，0 )ϕ(θ )， θ= 0。

定义算子A*，若满足条件 ψ ( s ) ∈ C1 ( [-1，0 ]，(R2 )* )，则规定A* 为

A* ( ψ ( s ) )=
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

- dψ ( s )
ds ， s∈( 0，1 ]，

∫
-1

0
ψ (-s ) dη(θ，0 )， s= 0。

对于 u= ( u1，u2 )，v= ( v1，v2 ) ∈ X= C ( [ 0，lπ ]，R2 )，我们规定其内积如下

< u，v>= 1
lπ ∫

0

lπ
u1 v̄1 dx+ 1

lπ ∫
0

lπ
u2 v̄2 dx。

另外，对于 ϕ(θ ) ∈ C1 ( [-1，0 ]，R2 ) 和 ψ ( s ) ∈ C1 ( [-1，0 ]，(R2 )* ) 引入如下双线性型的情形

<ϕ(θ )，ψ ( s )> 0 = ψ̄ ( 0 )ϕ( 0 )-∫
-1

0 ∫
0

θ

ψ̄ ( ξ- θ ) dη(θ，0 )ϕ( ξ ) dξ。
我们得到 A( 0 ) 和 A* 的定义为一对双线性形式下的伴随算子。通过计算，求得算子 A( 0 ) 和 A* 的特

征值为 ±iω0τ0，令 A( 0 ) 的特征值 iω0τ0 的特征向量为 q(θ )，令 A* 的特征值 -iω0τ0 的特征向量为

q* ( s )，同时使得

A( 0 )q(θ )= iω0τ0q (θ )， A*q* ( s )=-iω0τ0q* ( s )，
然后得到 q(θ ) 和 q* ( s ) 的表达式如下

q(θ )=( q1，q2 )Teiω0τ0θ ( )θ∈[-1，0 ] ， q* ( s )= 1
D̄

( q1
*，q2

* )eiω0τ0 s ( s∈[-1，0 ] )。
根据A( 0 ) 和A* 的定义计算可得
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( q1，q2 )= ( )1，
iω0 - 1 + 2u*

K
+ 2mu*v*

1 +( u2
* )2

θe-iω0τ0
，

( q1
*，q2

* )= ( )1，- iθ
ω0

。
对于 q(θ ) 和 q* ( s )，当 < q* ( s )，q(θ ) > 0 = 1，< q* ( s )，q̄(θ ) > 0 = 0 时，则有

D= 1 +
-ω0 - i + 2iu*

K
+ 2imu*v*

1 +( u2
* )2

ω0e-iω0τ0
- iτ0ω0 + τ0 - 2u*τ0

K
- 2mu*v*τ0

1 +( u2
* )2。

接 下 来 考 虑 系 统（24）的 中 心 子 空 间 ，设 为 Y= {( zq(θ )+ z̄q̄ (θ ) )：z ∈ C }，在 系 统（23）中 令

μ= 0，我们得以确立一个相应的中心流形存在，为

W ( z，z̄ )=W20 (θ ) z
2

2 +W11 (θ ) zz̄+W02
z̄2

2 +O ( 3 )，

其中O ( 3 ) = O (  ( z，z̄ ) 3 )。
令 ϕ= (q(θ )，q̄ (θ ) )，ψ= (q* ( s )，q̄* ( s ) )T，同时系统（23）在中心流形中的流可表述为以下形式

ut=ϕ( z ( t )，z̄ ( t ) )T+W ( z ( t )，z̄ ( t ) )=

zq(θ )+ z̄q̄ (θ )+W20 (θ ) z
2

2 +W11 (θ ) zz̄+W02
z̄2

2 +O ( 3 )。
由内积公式得 < ϕ，f0 >= ( < ϕ，f0 1 >，< ϕ，f0 2 > )T，其中

ϕ∈C ( [-1，0 ]，X )，  f0 =( f0 1，f0 2 )T，  f0 1 = ( )1
0 ，  f0 2 = ( )0

1 。
因此，当 μ= 0 有

∂z
∂t = iω0τ0z ( t )+ q̄* ( 0 )<G (Ut，0 )，  f0 > = iω0τ0z ( t )+g ( z，z̄ )，

其中

g ( z，z̄ )= q̄* ( 0 )<G (Ut，0 )，f0 > = g20
z2

2 + g11zz̄+ g02
z̄2

2 + g21
z2 z̄
2 +O ( 4 )， ( 25 )

式中O ( 4 ) = O (  ( z，z̄ ) 4 )。根据 G (ϕ，μ ) 的表达式可知 G (ϕ，0 ) = τ0F0 (ϕ ) = τ0 (G1，G2 )T ，其中

G1 = ( )1
2 - 1

K
+ mv* ( 3u2

* - 1)
(1 + u2

* )3 ϕ1
2 ( 0 )- 2mu*

(1 + u2
* )2 ϕ1 ( 0 )ϕ2 (-1)+

4mu*v* (1 - u2
* )

(1 + u2
* )4 ϕ1

3 ( 0 )+ m ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 ϕ1

2 ( 0 )ϕ2 (-1)+O ( 4 )， ( 26 )

G2 =-m ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 ϕ1

2 ( 0 )+ 2mu*

(1 + u2
* )2 ϕ1 ( 0 )ϕ2 ( 0 )+

4mu*v* ( u2
* - 1)

(1 + u2
* )4 ϕ1

3 ( 0 )+ m ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 ϕ1

2 ( 0 )ϕ2 ( 0 )+O ( 4 )， ( 27 )

式中O ( 4 ) = O (  ( u，v ) 4 )。
由式（25）—式（27）可得

g20 = 2q̄1
*τ0

D
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )1

2 - 1
K

+ mv* ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 q1

2 - 2mu*

(1 + u2
* )2 q1q2e-iω0τ0 +

2q̄2
*τ0

D
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-mv* ( 3u2

* - 1)
(1 + u2

* )3 q1
2 + 2mu*

(1 + u2
* )2 q1q2 ，
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g11 = q̄1
*τ0

D
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )1 - 2

K
+ 2mv* ( 3u2

* - 1)
(1 + u2

* )3 q1 q̄1 - 2mu*

(1 + u2
* )2 ( q1 q̄2eiω0τ0 + q̄1q2e-iω0τ0 ) +

q̄2
*τ0

D
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-2 mv* ( 3u2

* - 1)
(1 + u2

* )3 q1 q̄1 + 2mu*

(1 + u2
* )2 ( q1 q̄2 + q̄1q2 ) ，

g02 = 2q̄1
*τ0

D
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )1

2 - 1
K

+ mv* ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 q̄1

2 - 2mu*

(1 + u2
* )2 q̄1 q̄2eiω0τ0 +

2q̄2
*τ0

D
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-mv* ( 3u2

* - 1)
(1 + u2

* )3 q̄1
2 + 2mu*

(1 + u2
* )2 q̄1 q̄2 ，

g21 = 2q̄1
*τ0

D
ì
í
î

ïï
ïï

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )1

2 - 1
K

+ mv* ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 ( 2q1W 1

11 ( 0 )+ q̄1W 1
20 ( 0 ) ) -

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

2mu*

(1 + u2
* )2 ( 2q1W 2

11 (-1)+ q̄1W 2
20 (-1)+ q̄2W 1

20 ( 0 )e-iω0τ0 + 2q2eiω0τ0W 1
11 ( 0 ) ) +

ü
ý
þ

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

4mu*v* (1 - u2
* )

(1 + u2
* )4 ( 6q1W 1

11 ( 0 )+ 3q1
2 q̄1 + q̄1W 1

20 ( 0 ) ) + é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

m ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 ( q1

2 q̄2eiω0τ0 + 2q1q2 q̄1e-iω0τ0 ) +

2q̄2
*τ0

D
ì
í
î

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-mv* ( 3u2

* - 1)
(1 + u2

* )3 ( 2q1W 1
11 ( 0 )+ q̄1W 1

20 ( 0 ) ) +

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

2mu*

(1 + u2
* )2 ( 2q1W 2

11 ( 0 )+ q̄1W 2
20 ( 0 )+ q̄2W 1

20 ( 0 )+ 2q2W 1
11 ( 0 ) ) +

ü
ý
þ

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

4mu*v* (1 - u2
* )

(1 + u2
* )4 ( 6q1W 1

11 ( 0 )+ 3q1
2 q̄1 + q̄1W 1

20 ( 0 ) ) + é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

m ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 ( q1

2 q̄2 + 2q1q2 q̄1 ) 。
为了得到 g21 的值，需计算W20 (θ ) 和W11 (θ )。由于W ( z ( t )，z̄ ( t ) ) 满足

∂W
∂t =A( 0 )W+X0G ( ut，0 )-ϕ<ψ，

<X0G ( ut，0 )，f0 >> 0 ⋅ f0 =A( 0 )W+H20
z2

2 +H11zz̄+H02
z̄2

2 +O ( 3 )，
( 28 )

式中O ( 3 ) = O (  ( z，z̄ ) 3 )，X0 = ì
í
î

O，θ ∈ [-1，0 )
I，θ= 0， ，I为单位矩阵，通过链式法则

∂W
∂t = ∂W ( z，z̄ )

∂z · ∂z
∂t + ∂W ( z，z̄ )

∂z̄ · ∂z̄
∂t，

可得

H20 =[ 2iω0τ0 - A( 0 ) ]W20，H11 =-A( 0 )W11，H02 =[-2iω0τ0 - A( 0 ) ]W02。 ( 29 )
当 θ ∈ [-1，0 ) 时，由式（28）可得

-ϕ<ψ，<X0G ( ut，0 )，f0 >> 0 ⋅ f0 =H20
z2

2 +H11zz̄+H02
z̄2

2 +O ( 3 )，

其中O ( 3 ) = O (  ( z，z̄ ) 3 )，则当 θ ∈ [-1，0 ) 时，有

H20 (θ )=-g20q (θ )- ḡ02 q̄ (θ )，H11 (θ )=-g11q (θ )- ḡ11 q̄ (θ )。 ( 30 )
结合式（29）和式（30）得到微分方程

dW20 (θ )
dθ = 2iω0τ0W20 (θ )+g20q (θ )- ḡ02 q̄ (θ )，dW11 (θ )

dθ = g11q (θ )+ ḡ11 q̄ (θ )。 ( 31)

由此可得微分方程（31）的解为

W20 (θ )= ig20

ω0τ0
q (θ )+ iḡ02

3ω0τ0
q̄ (θ )+K1e2iω0τ0θ，W11 (θ )= ig11

ω0τ0
q (θ )+ iḡ11

ω0τ0
q̄ (θ )+K2。
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当 θ= 0 时，由式（29）和

H20 (θ )=-g20q ( 0 )- ḡ02 q̄ ( 0 )+ τ0K ( 2 )
1 ，H11 ( 0 )=-g11q ( 0 )- ḡ11 q̄ ( 0 )+ τ0K ( 2 )

2 ，

可得 K1 = K (1)
1 ·K ( 2 )

1 ，K2 = K (1)
2 ·K ( 2 )

2 ，其中

K (1)
1 =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷2iω0 - 1 + 2u*

K
+ 2mu*v*

(1 + u2
* )2 -θe-2iω0τ0

2mu*v*

(1 + u2
* )2 2iω0

-1

，

K ( 2 )
1 =

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷( )1
2 - 1

K
+ mv* ( 3u2

* - 1)
(1 + u2

* )3 q1
2 + 2mu*v*

(1 + u2
* )2 q1q2e-iω0τ0

-mv* ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 q1

2 + 2mu*v*

(1 + u2
* )2 q1q2

，

K (1)
2 =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷-1 + 2u*

K
+ 2mu*v*

(1 + u2
* )2 -θ

2mu*v*

(1 + u2
* )2 0

-1

，

K ( 2 )
2 =

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷( )1 - 2
K

+ 2mv* ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 q1 q̄1 - 2mu*

(1 + u2
* )2 ( q1 q̄2eiω0τ0 + q̄1q2e-iω0τ0 )

-2 mv* ( 3u2
* - 1)

(1 + u2
* )3 q1 q̄1 + 2mu*

(1 + u2
* )2 ( q1 q̄2 + q̄1q2 )

，

最后得到了 g21 的表达式。在综合前述理论分析之后，我们得以推导出一系列用以确定 Hopf 分支

方向及其周期解稳定性参数的数值。

C1 ( 0 )= i
2ω0τ 0

0 ( )g11g20 - 2 | g11 |
2 - || g02

2

3 + g21

2 ，μ2 = Re(C1 ( 0 ) )
Re(( λ′( τ 0

0 ) )，

β2 = 2Re(C1 ( 0 ) )，T2 =- Im(C1 ( 0 ) )+μ2Im( λ′( τ 0
0 ) )

ω0τ 0
0

。

因此，我们得出了定理 3。
定理3 针对模型（8），有

（1）Hopf 分支方向由 μ2 决定，当 μ2 > 0( μ2 < 0 ) 时，分支方向超临界的（次临界的）；

（2）分支周期解的稳定性由 β2 决定，当 β2 < 0 时，分支周期解渐近稳定，当 β2 > 0 时，分支周期

解不稳定；

（3）分支周期解的周期由 T2 决定，当 T2 > 0 时，周期增大，当 T2 < 0 时，周期减少。

3 数值模拟 

本节通过运用 MATLAB 软件对先前推导的理论成果进行了进一步的检验。

对于系统（2）进行参数分析时，本研究选定参数 K，m，θ分别赋值为 K= 3，m= 3，θ= 2，在此

参数条件下，通过精确计算，得到了正常数平衡点为 E* ( u*，v* ) = (1.414，0.374 )，同时满足条件

0 < K<
2θ θ

m- θ
2θ- m

，且获得 τ 0
0 的取值，τ 0

0 = 1.304 6，取 τ= 0.7 < τ 0
0 ，因此由定理 1 可以归纳判断，

在给定的参数条件下，系统（2）中所推导出的正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 确实表现出局部渐近稳定的

性质，图 2 分别给出 t取不同值时的情形。

对 参 数 K，m，θ 分 别 赋 值 为 K= 3，m= 3，θ= 2，在 此 参 数 条 件 下 ，正 常 数 平 衡 点 为

E* ( u*，v* ) = (1.414，0.374 )，取 τ= 1.4 > τ 0
0 ，由定理 1 知，正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 失去稳定性，此时系
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统（2）在 ( u*，v* ) 处产生 Hopf 分支，图 3 分别给出 t取不同值时的情形。

针对系统（8），参数 K，m，θ，d1，d2 取 K= 5，m= 0.7，θ= 0.4，d1 = 1，d2 = 0.5， 经计算可知正

常数平衡点为 E* ( u*，v* ) = (1.155，2.217 )，且满足条件 0 < K<
2θ θ

m- θ
2θ- m

，此时有 τ 0
0 = 1.106，根据

定理 2 和定理 3 可知，当 τ经过 τ 0
0 = 1.106 时，正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 会失去它的稳定性并产生

Hopf 分 支 ，见 图 3— 图 5。 根 据 定 理 3 和 第 2 节 的 公 式 推 导 可 得 μ2 = 1.881 6 × 10-4 > 0，β2 =
-0.003 8 < 0，T2 = 0.020 7 > 0，由此可知当 τ经过 τ 0

0 = 1.106 时，产生的 Hopf 分支方向为超临界，

注：参数 τ= 0. 7 < τ 0
0，初值取( u0，v0 )=( 0. 707，0. 457 )。

图2　常微分系统增加小于 τ 0
0 的时滞后，系统（2）的正常数平衡点E* ( u*，v* )局部渐近稳定

Fig. 2　When a delay less than τ 0
0  is added to the ordinary differential system, the positive constant equilibrium point E* ( u*,v* ) 

of system (2) is locally asymptotically stable
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并且分支周期解是稳定的，周期增加。取 τ= 0.7 < τ 0
0 和初值 u ( x，t ) = u* + 0.01 sin ( 3x )，v ( x，t ) =

v* + 0.01 sin ( 3x )，因此系统（8）在正常数平衡点 E* ( u*，v* ) 处局部渐近稳定，图 4 分别给出 t取不同

值时的情形。参数 K，m，θ，d1，d2 取 K= 5，m= 0.7，θ= 0.4，d1 = 1，d2 = 0.5，经计算可知正常数

平衡点为 E* ( u*，v* ) = (1.155，2.217 )，取 τ= 15 > τ 0
0 ，由定理 2 和定理 3 可知系统（8）在正常数平衡点

E* ( u*，v* ) 处产生 Hopf 分支，当初值取 u ( x，t ) = u* + 0.01cos(1.5x )，v ( x，t ) = v* + 0.01sin( 3x ) 时，图 5
分别给出 t取不同值时的情形。

注：参数 τ= 1. 4 > τ 0
0，初值取( u0，v0 )=( 0. 707，0. 457 )。

图3　常微分系统增加大于 τ 0
0 的时滞后，系统（2）的正常数平衡点E* ( u*，v* )失去稳定性。此时系统（3）在E* ( u*，v* )处产生

Hopf分支

Fig. 3　When a time delay greater than τ 0
0  is added to an ordinary differential system, the positive constant equilibrium point 

E* ( u*,v* ) of system (2) loses stability.  At this point, a Hopf bifurcation occurs at E* ( u*,v* ) in system (3)
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