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广义∗-Sylvester矩阵方程的重新表述
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摘 要：本文主要考虑∗-Sylvester矩阵方程AXB+CX *D=E的重构问题。通过分离矩阵的实部和虚部，在一定

条件下可将广义∗-Sylvester矩阵方程重新表述为广义Sylvester矩阵方程，以便更好地构造数值算法。
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Abstract: This paper considers the generalized ∗-Sylvester matrix equation AXB+CX *D=E. By separating the real and imagi‐

nary parts of the matrices, the generalized ∗-Sylvester matrix equation is reformulated into the generalized Sylvester matrix equation 

under a certain condition, which can better construct numerical algorithms
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0 引言 

设数域 F表示实数域 R或复数域 C。我们考虑广义∗-Sylvester 矩阵方程

AXB+CX *D=E （1）
的重构问题，此处 A ∈ Fm× n，B，C，E ∈ Fm× m，D ∈ Fn× m 是给定的已知矩阵，X ∈ Fn× m 是待求的未知矩

阵。算子 ∗表示矩阵的转置或共轭转置运算。方程（1）在系统与控制论中具有广泛而重要的应

用［1-5］，例如：观测器设计［6］，特征结构配置［7］，有约束输入的系统控制［8］，故障检测［9］，等等。

方程（1）是∗-Sylvester 方程 AX+ X *D= E的自然拓展。当∗表示共轭转置时，方程（1）称为广

义∗-Sylvester 矩阵方程。当∗表示转置时，方程（1）称为广义 T-Sylvester 矩阵方程

AXB+CX TD=E， （2）
它是 T-Sylvester 方程

AX+X TD=E （3）
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的拓展。

最近，Oozawa 等［10］证明了方程（3）在一定条件下且当 m= n时能够转换成 Lyapunov 矩阵方

程。由于矩阵被假设为方阵 (m= n )，因此在理论上仍有一定的局限性。在文献［11］，Satake 等在

矩阵A和D是长方阵的情形下将方程（3）等价转换为广义 Sylvester 矩阵方程。

本文旨在当矩阵 A和 D是长方阵的情形下将广义∗-Sylvester 矩阵方程（1）进行重新表述。由

于存在共轭运算，文献［11］中的相似变换不能应用于广义∗-Sylvester 矩阵方程（1）。通过分离实

部和虚部，我们可以将广义∗-Sylvester 矩阵方程（1）等价转换为广义 Sylvester 矩阵方程，这样能更

方便地构造数值算法。这一结果可视为文献［10-11］中结果的推广。

本文组织如下：第 1 节回顾一些基本记号和预备结论；第 2 节提出并证明本文的主要结果；最

后在第 3 节给出小结。整篇论文，用符号 (⋅)R 和 (⋅)I 表示矩阵或向量的实部和虚部。 i = -1 ，λ(A )
表示矩阵A的谱，即特征值的集合。

1 预备知识 

对 于 矩 阵 A= ( a1，a2，⋯，an ) ∈ Fm× n，ai 表 示 矩 阵 A 的 第 i 列 ，算 子 vec：Fm× n → Fmn 定 义 为

vec(A ) = ( aT
1，aT

1，⋯，aT
1 )T ∈ Fmn，其逆算子 vec-1：Fmn → Fm× n 定义为 vec-1 ( vec(A ) ) = A。

对于给定的矩阵 A= ( aij ) ∈ Fm× n 和 B= (bij ) ∈ Fp× q，A⊗ B ∈ Fmp× nq 表示它们的 Kronecker 积，其

( i，j )-块为 aijB。此外，Kronecker 积具有如下基本性质：

（1） (A⊗ B )T = AT ⊗ BT；

（2） (A⊗ B )(C⊗ D ) = (AC ) ⊗ ( BD )， ∀C ∈ Fn× l，C ∈ Fq× r；

（3） vec(AXB ) = ( BT ⊗ A ) vec( X )， ∀X ∈ Fn× p。

引理1［12］ 设 A ∈ Fm× n，B ∈ Fp× q，Pmn 为置换阵，定义为

Pmn≔∑
j= 1

m

∑
k= 1

n

( ekn⊗ ejm )( ejm⊗ ekn )T ∈Fmn×mn，

其中 ejm 分别是m阶单位阵 Im 的第 j列，则下列性质成立：

（1） P T
mn = Pmn；

（2） P T
mnPmn = PmnP T

mn = Imn；
（3） vec(A ) = Pmnvec(AT )；
（4） Pmp (A⊗ B ) P T

nq = B⊗ A。
将 vec 算子应用于广义∗-Sylvester 矩阵方程（1），可得

( BT ⊗A ) vec( X )+Pmn (C⊗DT )vec( X̄ )= vec( E )， （4）
其中 X̄是 X的共轭。分裂矩阵 A，B，C，D，E和 X的实部和虚部，得：

A=AR + iAI， B=BR + iBI， C=CR + iCI，
D=DR + iDI， E=ER + iEI， X=XR + iXI，

那么方程（4）变为

Ax= ( )A11 A12

A21 A22
( )xR

xI
= ( )eR

eI
， （5）

此处，xR = vec( XR )， xI = vec( XI )， eR = vec( ER )， eI = vec( EI )，以及

A11 =(+T
R ⊗AR -BT

I ⊗AI )+Pmn (CR ⊗DT
R -CI ⊗DT

I )，
A12 =-( BT

R ⊗AI +BT
I ⊗AR )+Pmn (CI ⊗DT

R +CR ⊗DT
I )，

A12 =( BT
R ⊗AI +BT

I ⊗AR )+Pmn (CI ⊗DT
R +CR ⊗DT

I )，
A22 =( BT

R ⊗AR -BT
I ⊗AI )-Pmn (CR ⊗DT

R -CI ⊗DT
I )。

下面给出 ∗-非互倒的定义。注意到在此定义下 0 和 ∞ 将会成为谱集 { λ1，λ2，…，λn } 的可能

元素。
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定义1 称集合 { λ1，λ2，…，λn } ⊂ C ∪{ ∞ } 是∗-非互倒的，若 λi ≠ 1/λ̄j， ∀1 ≤ i，j≤ n。

注意到在该定义下，λ= 0，∞ 这两个值与传统假设是相同的，即对于 λ= 0，有 λ-1 = λ̄-1 = ∞；

对于 λ= ∞ 有 λ-1 = λ̄-1 = 0。
引理2 设 A，B ∈ Cn× m，则方程 AXB+ X * = E存在唯一解的充分必要条件是对任意的右端项

E，谱集 λ(AB* ) 是∗-非互倒的。

2 主要结果 

本节我们将广义∗-Sylvester 矩阵方程（1）转换为广义 Sylvester 矩阵方程。考虑如下两种情形：

（1） m≥ n，（2） m≤ n。
定理 1 （m≥ n 情 形）设 m≥ n，A ∈ Cm× n，B，C，D，E ∈ Cm× m。 如 果 存 在 矩 阵 S ∈ Cm× m 使 得

B* ⊗ (SĀ ) = C⊗ DT 且 λ(S ) 是∗-非互倒的，则广义∗-Sylvester 方程（1）等价于如下广义 Sylvester 矩
阵方程

AXB-DTXCTS* =E-E*ST。 （6）
证 令

K= ( )Im⊗ Im-Pmm ( Im⊗SR ) -Pmm ( Im⊗SI )
-Pmm ( Im⊗SI ) Im⊗ Im+Pmm ( Im⊗SR )

，

则 K是非奇异的。事实上，考虑下面的线性方程组

Ky= ( )Im⊗ Im-Pmm ( Im⊗SR ) -Pmm ( Im⊗SI )
-Pmm ( Im⊗SI ) Im⊗ Im+Pmm ( Im⊗SR ) ( )yR

yI
= ( )fRfI ，

这一方程组等价于下面的∗-Stein 矩阵方程

Y-Y *ST =F， （7）
这里 Y= vec-1 ( yR )+ i vec-1 ( yI ) ∈ Cm× m，F= vec-1 ( fR )+ i vec-1 ( fI ) ∈ Cm× m。因此，矩阵 K 非奇异

当且仅当矩阵方程（7）对任意的右端项 F有唯一解。根据引理 2，易知∗-Stein 矩阵方程（7）对任意

的右端项 F有唯一解当且仅当谱集 λ(S ) 是 ∗-非互倒的。因此根据定理的条件，矩阵 K是非奇

异的。

由 B* ⊗ (SĀ ) = C⊗ DT，可得

BT
R ⊗(SRAR +SIAI )+BT

I ⊗(SIAR -SRAI )=CR ⊗DT
R -CI ⊗DT

I， （8）
-BT

I ⊗(SRAR +SIAI )+BT
R ⊗(SIAR -SRAI )=CI ⊗DT

R +CR ⊗DT
I。 （9）

用非奇异矩阵 K乘以方程（5）的两边，得

KAx= ( )K11A11 +K12A21 K11A12 +K12A22

K21A11 +K22A21 K21A12 +K22A22
x=K ( )eR

eI
， （10）

这里 Kij ( i，j= 1，2 ) 表示矩阵 K的 ( i，j )-块。根据式（8）和式（9），可得

K11A11 +K12A21 =(BT
R ⊗AR -BT

I ⊗AI )-[(SRCR +SICI )⊗DT
R -(SRCI -SICR )⊗DT

I ]，
K11A12 +K12A22 =-(BT

R ⊗AI +BT
I ⊗AR )-[(SRCR +SICI )⊗DT

I -(SRCI -SICR )⊗DT
R ]，

K21A11 +K22A21 = (BT
R ⊗AI +BT

I ⊗AR )+[(SRCR +SICI )⊗DT
I -(SRCI -SICR )⊗DT

R ]，
K21A12 +K22A22 =(BT

R ⊗AR -BT
I ⊗AI )-[(SRCR +SICI )⊗DT

R -(SRCI -SICR )⊗DT
I ]，

以及

K ( )eR

eI
= ( )eR -Pmm ( Im⊗SR )eR -Pmm ( Im⊗SI )eI

eI -Pmm ( Im⊗SI )eR +Pmm ( Im⊗SR )eI
。

另一方面，将算子 vec 作用于广义 Sylvester 矩阵方程（6）并考虑分离矩阵的实部和虚部，我们可以

把广义 Sylvester 方程（6）看作线性方程组（10）。这就完成了定理的证明。

定理2 （m≤ n情形）设 m≤ n，A ∈ Cm× n，B，C，D，E ∈ Cm× m。若存在矩阵H ∈ Cn× m 和 G ∈ Cm× m
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使得 C= AH， D= GB且 λ(GT H̄ ) 是∗-非互倒的，则广义∗-Sylvester 方程（1）等价于如下广义 Syl⁃
vester 矩阵方程

AX͂B-( C̄GT ) X͂ (H T D̄ )=E， （11）
其中 X͂满足 X= X͂- HX͂ *G。

证明 设

Q= ( )Im⊗ Im-Q1 -Q2

-Q2 Im⊗ Im+Q1
，

这里 Q1 = Pmm (HR ⊗ G T
R - HI ⊗ G T

I )，Q2 = Pmm (HR ⊗ G T
I + HI ⊗ G T

R )。那么 Q是非奇异的。事实

上，考虑下面的线性方程组

Qy=Q ( )yR

yI
= ( )fRfI 。

此方程组等价于下面的∗-Stein 矩阵方程

Y-HY *G=F， （12）
这里Y= vec-1 ( yR )+ i vec-1 ( yI ) ∈ Cm× m，F= vec-1 ( fR )+ i vec-1 ( fI ) ∈ Cm× m。因此，矩阵Q非奇异当

且仅当矩阵方程（12）对任意的右端项 F有唯一解。根据引理 2，易知∗-Stein 矩阵方程（12）对任意

的右端项 F有唯一解当且仅当谱集 λ(GT H̄ ) 是∗-非互倒的。因此根据定理的条件，矩阵 Q是非奇

异的。

因 C= AH和D= GB，即

C=CR + i CI =(ARHR -AIHI )+ i (ARHI -AIHR )， （13）
D=DR + i DI =(GRBR -GIBI )+ i (GRBI -GIBR )。 （14）

我们可推得

(BT
R ⊗AR -BT

I ⊗AI )Q1 -(BT
R ⊗AI -BT

I ⊗AR )Q2 =Pmm (CR ⊗DT
R -CI ⊗DT

I )， （15）
(BT

R ⊗AI +BT
I ⊗AR )Q1 +(BT

R ⊗AR -BT
I ⊗AI )Q2 =Pmm (CI ⊗DT

R -CR ⊗DT
I )。 （16）

事实上，由引理 1、式（13）和式（14）可得

Pmm [(BT
R ⊗AR -BT

I ⊗AI )Q1 -(BT
R ⊗AI -BT

I ⊗AR )Q2 ]-Pmm [ Pmm (CR ⊗DT
R -CI ⊗DT

I ) ]=
(AR ⊗BT

R -AI ⊗BT
I )(HR ⊗G T

R -HI ⊗G T
I )-(AI⊗BT

R +AR ⊗BT
I )(HR ⊗G T

I +HI ⊗G T
R )-

(CR ⊗DT
R -CI ⊗DT

I )=(ARHR -AIHI )⊗(GRBR -GIBI )T -
(ARHI +AIHR )⊗(GIBR -GRBI )T -(CR ⊗DT

R -CI ⊗DT
I ) = 0，

和

Pmm [(BT
R ⊗ AI + BT

I ⊗ AR )Q1 +(BT
R ⊗ AR - BT

I ⊗ AI )Q2 ]- Pmm [ Pmm (CI ⊗ DT
R - CR ⊗ DT

I ) ] =
(AI ⊗ BT

R + AR ⊗ BT
I )(HR ⊗ G T

R - HI ⊗ G T
I )+(AR ⊗ BT

R - AI ⊗ BT
I )(HR ⊗ G T

I + HI ⊗ G T
R )-

(CI ⊗ DT
R + CR ⊗ DT

I ) = (ARHI + AIHR ) ⊗ (GRBR - GIBI )T +
(ARHR - AIHI ) ⊗ (GIBR + GRBI )T -(CI ⊗ DT

R + CR ⊗ DT
I ) = 0。

因为 Pmm 是非奇异的，关系式（15）和（16）成立。

将线性方程组（5）重写为

AQ ( )x͂R

x͂I
= ( )A11Q11 +A12Q21 A11Q12 +A12Q22

A21Q11 +A22Q21 A21Q11 +A22Q22
( )x͂R

x͂I
= ( )eR

eI
， （17）

其中Qij ( i，j= 1，2 ) 是矩阵Q的 ( i，j )-块，且

( )x͂R

x͂I
=Q-1 ( )xR

xI
。 （18）

根据式（15）和式（16），我们有

A11Q11 +A12Q21 =(BT
R ⊗AR -BT

I ⊗AI )-[(H T
R DR +H T

I DI )T ⊗(CRG T
R +CIG T

I )-
(H T

I DR -H T
R DI )T ⊗(CRG T

I -CIG T
R ) ]，
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A11Q12 +A12Q22 =-(BT
R ⊗AI +BT

I ⊗AR )-[(H T
R DR +H T

I DI )T ⊗(CRG T
I -CIG T

R )+
(H T

I DR -H T
R DI )T ⊗(CRG T

R -CIG T
I ) ]，

A21Q11 +A22Q21 =(BT
R ⊗AI +BT

I ⊗AR )+[(H T
R DR +H T

I DI )T ⊗(CRG T
I -CIG T

R )+
(H T

I DR -H T
R DI )T ⊗(CRG T

R +CIG T
I ) ]，

A21Q11 +A22Q22 =(BT
R ⊗AR -BT

I ⊗AI )-[(H T
R DR +H T

I DI )T ⊗(CRG T
R +CIG T

I )-
(H T

I DR -H T
R DI )T ⊗(CRG T

I -CIG T
R ) ]。

此外，xR 和 xI 满足

( )xR

xI
=Q ( )x͂R

x͂I
= ( )( Im⊗ Im-Q1 ) x͂R -Q2 x͂I

-Q2 x͂R +( Im⊗ Im+Q1 ) x͂I
。

记 X= vec-1 ( xR )+ i vec-1 ( xI )，X͂= vec-1 ( x͂R )+ i vec-1 ( x͂I )，那么有 X= X͂- HX͂ *G。

另一方面，将算子 vec 作用于广义 Sylvester 方程（11）并考虑分离矩阵的实部和虚部，我们可以

把广义 Sylvester 方程（11）看成线性方程组（17）。证毕。

3 小结 

本文证明了在一定条件下，广义∗-Sylvester 矩阵方程可以转化为广义 Sylvester 矩阵方程。我们

注意到，定理 1 和定理 2 分别是文献［11］中的定理 6 和定理 8 的拓展。

本文的主要结果表明，广义∗-Sylvester 矩阵方程可以等价转换为相应的广义 Sylvester 矩阵方

程，而求解广义 Sylvester 矩阵方程已存在大量有效的数值算法。
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