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拟微分算子弱（1，1）估计的一个证明

邓宇龙*

（长沙师范学院 数学科学学院，湖南 长沙 410100）

摘 要：本拟微分算子是现代调和分析的核心研究对象之一，在偏微分方程的理论研究中有着重要的应用。本文

探讨了象征属于Hörmander类的拟微分算子的弱型端点估计问题，通过运用经典的Calderón-Zygmund分解理论，

得到了拟微分算子的弱（1，1）有界性成立的充分条件。具体而言，当象征函数的阶m≤-( n+ 1)(1 - ρ )时，这类

算子是Lebesgue空间到弱Lebesue空间上有界的线性算子。该研究丰富了拟微分算子的有界性理论。
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A Proof of Weak (1, 1) Estimates for Pseudodifferential Operators

DENG Yulong*

(School of Mathematical Science, Changsha Normal University, Changsha 410100, China)

Abstract: Pseudodifferential operators are one of the core research objects in modern harmonic analysis and they have important ap‐

plications in the theoretical study of partial differential equations. In this paper, we discuss the weak type endpoint estimates for pseu‐

dodifferential operators with symbols in Hörmander classes and get a sufficient condition such that these operators are of weak type 

(1,1) by employing the classical Calderón-Zygmund decomposition theory. Specifically, under the condition that the order of the 

symbol function m≤-( n+ 1)(1 - ρ ), these operators are bounded from Lebesgue spaces to weak Lebesgue spaces. This research 

enriches the boundedness theory of pseudodifferential operators.
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0 引言 

拟微分算子在偏微分方程理论研究中有重要的应用，如二阶椭圆方程的解的存在性、线性偏

微分方程 Cauchy 问题解的唯一性和局部可解性问题等［1］。通常，人们把拟微分算子 T定义为：

Tf ( x )=∫Rn
a ( )x，ξ e2πixξ f ̂ ( )ξ dξ，f∈S (Rn )，

其中 f ̂ 是函数 f的 Fourier 变换，算子 T的象征 a( x，ξ ) 属于 Hörmander 象征类 Smρ，δ (Rn )［2］。称 Rn × Rn

上的光滑函数 a( x，ξ ) ∈ Smρ，δ (Rn )，如果对任意的多重指标 α，β ∈ Nn 和实数 m ∈ R以及 ρ，δ ∈ [ 0，1 ]，成
立不等式

|| ∂αx∂βξ a( x，ξ ) ≤Cα，β( )1 + || ξ
m- ρ|β| + δ|α|

， （1）
其中 Cα，β 是与 x和 ξ无关的常数。记象征属于 Hörmander 类 Smρ，δ (Rn ) 的拟微分算子全体为 ℘m

ρ，δ，由文
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献［3］可知，任意的 T ∈ ℘m
ρ，δ 可表示为：

Tf ( x )=∫Rn
K ( x，y ) f ( y ) dy。

记 Rn 中的 Schwartz 函数空间为 S (Rn )，S' (Rn ) 是其对偶空间。易知，拟微分算子是 S (Rn ) 到 S'
(Rn ) 上的有界线性算子，从而分布核 K ( x，y ) ∈ S' (Rn × Rn )［3］。

引理1 （［4］命题 3.1 或［5］） 设拟微分算子 T ∈ ℘m
ρ，δ，ρ ∈ ( 0，1 ]，δ ∈ [ 0，1)，则算子 T由

K ( x，y )= lim
ε→ 0 ∫Rn

e2πixξa( x，ξ )ψ ( εξ ) dξ （2）

定 义 的 分 布 核 K ( x，y ) 在 对 角 线 {( x，x )：x ∈ Rn } 外 光 滑 。 其 中 ，ψ ( ξ ) ∈ C∞
0 (Rn ) 且 当 |ξ| ≤ 1 时 ，

ψ ( ξ ) = 1。（2）式的极限与 ψ的选取无关且按 S' (Rn ) 意义收敛。则

（i）对任意的多重指标 α，β ∈ Nn 和自然数N> 0，有

sup
|x- y| ≥ 1

2

|| x- y
N ||Dα

xDβ
yK ( x，y ) ≤Cα，β，N。

（ii）设M ∈ Z+ 且M+ m+ n> 0。则存在常数 CM > 0，使得

sup
|α+ β| =M

||Dα
xDβ

yK ( x，y ) ≤CM
1

|x- y|
M+m+ n

ρ

，x≠ y。

随着偏微分方程理论基本问题的重大突破，拟微分算子逐步产生和发展。Kohn 和 Nirenberg［6］

以及 Hörmander［2］等对拟微分算子进行了开创性研究。随后，人们广泛研究了拟微分算子的 Lp 有
界性［3 ，7-9］和加权 Lp 有界性［10-11］。

本文主要探讨拟微分算子 T ∈ ℘m
ρ，δ 的弱型端点估计问题。在文献［12］中，Álvarez，Hounie 和

Pérez 指出，m=-n
2 (1 - ρ ) 是考察拟微分算子弱型估计的最大阶。事实上，当-n< m<-n(1 -

ρ ) 时，他们发现拟微分算子 T ∈ ℘m
ρ，δ 可以被分数阶奇异积分算子 I

n- m+ n
ρ

逐点控制。这意味着，由分

数阶奇异积分算子可以得到拟微分算子的一个弱型估计。

定理 A （文献［12］推论 5.2） 设拟微分算子 T ∈ ℘m
ρ，δ，其中-n< m<-n(1 - ρ )，0 < ρ≤ 1 且

0 ≤ δ< 1。则 T为弱 ( )1， nρ
m+ n

型。

令 λ= max{ }0，δ- ρ
2 。 Alvarez 和 Hounie 在文献［5］中得到了拟微分算子 T ∈ ℘m

ρ，δ 的一个弱

(1，1) 型估计，即

定 理 B （文 献［5］定 理 3.2） 设 拟 微 分 算 子 T ∈ ℘m
ρ，δ，其 中 0 < ρ≤ 1，0 ≤ δ< 1 且 m<

-n é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

1 - ρ
2 + λ 。则 T为弱 (1，1) 型。

由引理 1 以及文献［13］的定理 4.1 易知，定理 B 成立。文献［5］关于定理 B 的证明主要基于泛

函分析和算子理论。本文将采用经典调和分析 Calderón-Zygmund 分解的方法来给出拟微分算子的

弱 (1，1) 型估计。我们的主要结论如下。

定理1 设拟微分算子 T ∈ ℘m
ρ，δ，其中 0 < ρ≤ 1，0 ≤ δ< 1 且

-( n+ 1)<m≤-( n+ 1)(1 - ρ )。
则 T为弱 (1，1) 型。特别地，参数m的容许范围可拓宽到m≤-( n+ 1)(1 - ρ )。

注意到-( n+ 1)(1 - ρ ) 小于 m=-n é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

1 - ρ
2 + λ 的下确界-n

2 (1 - ρ )，显然，定理 1 的结论蕴

含在定理 B 中。尽管如此，本文关于定理 1 的证明与文献［5］不同。同时，我们抛砖引玉，期望探

1114



邓宇龙：拟微分算子弱（1，1）估计的一个证明

讨用 Calderón-Zygmund 分解来完成参数 m在-( n+ 1)(1 - ρ ) 和-n
2 (1 - ρ ) 之间关于拟微分算子

弱 (1，1) 型估计的证明。

1 相关引理和符号说明 

我们约定，C是一个与主要参量无关的常数。若存在常数 C> 0 使得 a< Cb，则记作 a≺ b。
a~b当且仅当 a≺ b且 b≺ a。设 A是 Lebesegue 可测集，|A| 和 χA 分别表示集合 A的 Lebesgue 测度

和特征函数。中心在点 x，半边长为 r的方体 Q记为 Q= Q ( x，r )。当 t> 0 时，tQ= Q ( x，tr )。设

0 < p< ∞，则 Lp 空间表示使

 f
Lp (Rn )

= ( )∫
Rn

|| f ( x ) pdx
1
p
< ∞ （3）

成立的 Rn 上的可测函数 f ( x ) 全体构成的空间，记为 Lp (Rn )。弱 Lp 空间，记为WLp (Rn )，由满足

 f
WLp (Rn )

= sup
λ> 0

λ ||{ }x∈Rn： || f ( x ) > λ
1
p < ∞ （4）

的可测函数 f ( x ) 全体构成。拟微分算子 T ∈ ℘m
ρ，δ 有如下的 Lp 有界性。

引理2 设拟微分算子 T ∈ ℘m
ρ，δ，其中 0 < ρ≤ 1，0 ≤ δ< 1 且

m≤-n(1 - ρ )
|

|

|
||
||

|

|
||
| 1
p

- 1
2 + λ。

则当 1 < p< ∞ 时，T是 Lp (Rn ) 空间上的有界算子。即存在常数 C> 0，使
 Tf

Lp (Rn )
≤C f

Lp (Rn )
。

引理 2 改进了 Fefferman［8］的结论，把参数 δ的范围从 0 ≤ δ< ρ< 1 推广到 0 ≤ δ< 1。文献［3］

指出，m≤-n(1 - ρ )
|

|

|
||
||

|

|
||
| 1
p

- 1
2 是 Sharp 的，这个结论为 Hardy-Littlewood-Hirschman-Wainger 不等式。

2 定理1的Calderón-Zygmund分解证明 

本节，我们用经典的 Calderón-Zygmund 分解理论来证明拟微分算子 T ∈ ℘m
ρ，δ 是从 L1 (Rn ) 空间到

WL1 (Rn ) 空间上的有界算子。

证明 不妨设 f ∈ L1 (Rn )，则对任意的 λ> 0，由 Calderón-Zygmund 分解可知，存在互不相交的方

体列 {Qk }∞
k= 1 和函数 g，b，使得

| f ( x ) |≤ λ a.e. 于Ω =∪
k
Qk； （5）

λ< 1
||Qk
∫Qk

|| f ≤ 2n λ； （6）

|| Ω ≤∑
k

||Qk ≤ 1
λ
 f

L1 (Rn )
； （7）

f= g+ b。 （8）
其中，

g ( x )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

f ( x )， x∉ Ω，
1

|Qk| ∫Qk

f， x∈Qk，

b( x )=∑
k

bQk
( x )，且bQk

( x )= ( )f ( x )- 1
||Qk
∫Qk

f χQk
( x )。
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于 是 ， || g ( x ) ≤ 2n λ 在 Rn 上 几 乎 处 处 成 立 ，bQk
支 撑 在 Qk 上 且 ∫Qk

bQk
( x ) dx= 0。 由 于 Tf ( x ) =

Tg ( x )+ Tb( x )，我们有

||{ }x∈Rn： ||Tf > λ ≤
|

|

|
||
||

|

|
||
|{ }x∈Rn： ||Tg > λ

2 +
|

|

|
||
||

|

|
||
|{ }x∈Rn： ||Tb > λ

2 = I+ J。

对于 I，由 Chebyshev 不等式和引理 2（取 p= 2），可得

I=
|

|

|
||
||

|

|
||
|{ }x∈Rn： ||Tg ( x ) > λ

2 ≤ C
λ2 ∫

{ x∈Rn：|Tg ( x )| > λ
2 }

||Tg ( x ) 2 dx≤ C
λ2 ∫Rn

||Tg ( x ) 2 dx=

C
λ2  Tg

2

L2 (Rn )
≤ C
λ2  g 2

L2 (Rn )
= C
λ2 ∫Rn

|| g ( x ) 2 dx≤ C
λ ∫

Rn
|| g ( x ) dx≤ C

λ ∫
Rn

|| f ( x ) dx= C
λ
 f

L1 (Rn )
。

（9）

接下来估计 J。设Q *
k = 2 n Qk，Ω* =∪kQ

*
k。可得

|| Ω* = ||∪kQ
*
k ≤∑

k
||Q *

k ≤ ( )2 n
n∑
k

||Qk ≤ C
λ
 f

L1 (Rn )
（10）

和
|

|

|
||
||

|

|
||
|{ }x∈Rn： ||Tb( x ) > λ

2 ≤ |Ω*| +
|

|

|
||
||

|

|
||
|{ }x∈Rn\Ω*： ||Tb( x ) > λ

2 ≤ é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

C
λ
 f

L1 (Rn )
+ C
λ ∫Rn\Ω*Tb( x ) dx 。

由于Qk 是互不相交的方体，因此 ||Tb( x ) ≤ ∑
k

||TbQk
( x ) 几乎处处成立。显然，我们只要证明

∑
k
∫
Rn\Ω*

||Tb( x ) dx≤C f
L1 (Rn )

。

记Qk = Qk ( ck，rk )，则

∫
Rn\Q *

k

||TbQk
( x ) dx=∑

j= 0

∞ ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k
||TbQk

( x ) dx=( )∑
j= 0

j0

+ ∑
j= j0 + 1

∞ ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k

||TbQk
( x ) dx=( J1 + J2 )，

其中 j0 = max{ }j ∈ N：2j2 n rk ≤ 1 。我们首先证明，对任意的 y ∈ Qk ( ck，rk ) 和每一个 x ∈ Rn\Q *
k，有

|x- ck|~|x- y|。事实上，由 |y- ck| ≤ n rk 和 |x- ck| ≥ 2 n rk，易知

|x- y| ≤ |x- ck| + |y- ck| ≤
3
2 |x- ck|， （11）

|x- y| ≥ |x- ck| - |y- ck| ≥
1
2 |x- ck|。 （12）

其次，当 x ∈ 2j+ 1Q *
k\2jQ *

k 时，我们有 |x- ck|~2j2 n rk。这是因为

2j2 n rk≤ |x- ck| ≤ 2 n 2j2 n rk⇒ |x- ck|~2j2 n rk。 （13）
进一步，我们还有

|2j+ 1Q *
k\2jQ *

k | = 2n ( 2n- 1)( 2j2 n rk )n~C ( 2j2 n rk )n。 （14）
于是，对于 J1，依次利用 bQk

的消失矩条件、中值定理以及引理 1 的（ii）（取M= 1），并注意到 1 +
m+ n> 0，可得

J1 =∑
j= 0

j0 ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k

|
|
|||||

|
||||∫Qk

K ( x，y )bQk
( y ) dy dx=∑

j= 0

j0 ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k

|
|
|||||

|
||||∫Qk

(K ( x，y )-K ( x，ck ) )bQk
( y ) dy dx≤

∑
j= 0

j0 ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k
∫Qk

||K ( x，y )-K ( x，ck )||bQk
( y ) dy dx≤∑

j= 0

j0 ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k
∫Qk

|y- ck|

|x- ck|
1 +m+ n

ρ

||bQk
( y ) dy dx≤

∑
j= 0

j0 ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k

n rk

|x- ck|
1 +m+ n

ρ

dx∫Qk

||bQk
( y ) dy≤∑

j= 0

j0 ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k

n rk

|x- ck|
1 +m+ n

ρ

dx b
L1 (Qk )

。

（15）
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由（13）式和（14）式可知

∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k

n rk

|x- ck|
1 +m+ n

ρ

dx≤C
( 2j2 n rk )n n rk

( 2j2 n rk )
1 +m+ n

ρ

。 （16）

显然，当
1 + m+ n

ρ
≤ n+ 1 时，（16）式的右边小于等于

C
2j+ 1 。因此，当 m≤-( n+ 1)(1 - ρ ) 时，我

们有

J1 ≤C b
L1 (Qk )

。 （17）
对于 J2，根据 j0 的选取，注意到对每一个 x ∈ 2j+ 1Q *

k\2jQ *
k 和任意的 y ∈ Qk，都有

|x- y| ≥ |x- ck| - |y- ck| ≥ 2j2 n rk- n rk≥( 2j- 1)2 n rk≥ 1。
于是，依次利用引理 1 的（i）、（13）式以及（14）式，可得

J2 = ∑
j= j0 + 1

∞ ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k

|
|
|||||

|
||||∫Qk

K ( x，y )bQk
( y ) dy dx≤ ∑

j= j0 + 1

∞ ∫2j+ 1Q *
k\2jQ *

k

1
|x- ck|n+ 1 dx∫Qk

||bQk
( y ) dy≤

C ∑
j= j0 + 1

∞ 1
( 2j2 n rk )

 b
L1 (Qk )

≤C b
L1 (Qk )

。
（18）

综合（17）式和（18）式，有

∫
Rn\Q *

k

||TbQk
( x ) dx≤C b

L1 (Qk )
。

这说明

∑
k
∫Rn\Q *

k
||TbQk

( x ) dx≤C∑
k

 b
L1 (Qk )

≤C f
L1 (Rn )

。 （19）

最后，我们按文献［14］的方法说明 m的容许范围可延拓到整个 m≤-( n+ 1)(1 - ρ )。事实

上，对于 Smρ，δ (Rn ) 来说，如果m1 ≤ m2 ≤ 0，则
Sm1
ρ，δ (Rn )⊂Sm2

ρ，δ (Rn )。
令mc =-( n+ 1)(1 - ρ )，对任意的 a( x，ξ ) ∈ Smρ，δ (Rn )，注意到 0 < ρ≤ 1，显然

a( x，ξ )∈Smρ，δ (Rn )⊂Smc
ρ，δ (Rn )。

从而，m的容许范围可延拓到整个m≤-( n+ 1)(1 - ρ )。综上，定理 1 得证。
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