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完备Witt李代数的1/2-导子及转置泊松结构

张雯婷，吴鹤楠*

（山西大学 数学科学学院，山西 太原 030006）

摘 要：完备Witt李代数 L̂是由形式幂级数代数的导子构成的李代数。我们确定了 L̂的所有1/2-导子，证明了 L̂有

非 平 凡 的 转 置 泊 松 结 构 ，并 且 给 出 了 L̂ 的 转 置 泊 松 结 构 的 乘 法 的 一 般 形 式 为 ( ∑
i=-1

∞
xiLi) ⋅ ( ∑

j=-1

∞
yjLj)=

∑
q=-1

∞ ( )∑
i
∑
j
xi yjaq- i- j Lq，其中，a1，a2，… ∈C。对广义的完备Witt 李代数也得到了类似的结果。
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1/2-Derivations and Transposed Poisson Structures on the Completed 

Witt Lie Algebra

ZHANG Wenting, WU Henan*

(School of Mathematical Sciences, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

Abstract: The completed Witt Lie algebra L̂ is a Lie algebra consisting of derivations of the algebra of formal series. We determine 

all 1/2-derivations of L̂. We prove transposed Poisson structures of L̂ are nontrivial, and the general form of multiplication of trans‐

posed Poisson structures of L̂ is ( ∑
i=-1

∞
xiLi) ⋅ ( ∑

j=-1

∞
yjLj)= ∑

q=-1

∞ ( )∑
i
∑
j
xi yjaq- i- j Lq,where a1，a2，… ∈C. Similar results are also 

obtained for the generalized completed Witt Lie algebra.
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0 引言 

泊松代数起源于 20 世纪 70 年代的泊松几何，从那时起，泊松代数已经在数学和物理的几个领

域显示了它的重要性，如泊松流形，代数几何，量子化理论，量子群和量子力学。许多学者对泊松

代数及其相关的代数结构进行了深入的研究，例如 generic Poisson 代数［1］，Novikov-Poisson 代数［2］，

quiver Poisson 代数［3］。当下研究具有固定李代数上的所有可能的泊松结构是泊松代数理论中的热

门课题，学者们研究了 oscillator 李代数［4］，有限维半单李代数及 Kac-Moody 代数［5］的泊松结构。

近年，Bai 等通过交换定义泊松代数的莱布尼茨规则中两个二元运算的角色，引入了泊松代数
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的对偶概念，称为转置泊松代数［6］。研究具有固定李代数上的所有可能的转置泊松结构有助于理

解一般的转置泊松代数的结构问题。为了研究固定李代数上的所有可能的转置泊松结构，Ferreira
等［7］引出了 1/2-导子的定义，他们指出转置泊松代数的每个左乘算子都是相应李代数上的 1/2-导
子，从而可以利用李代数的 1/2-导子去确定它上面的转置泊松结构。之后学者们根据李代数的 1/2-
导子与转置泊松代数之间的关系，研究了具有固定李代数的转置泊松结构。这些学者们发现了一

些李代数没有非平凡的转置泊松结构，例如，Yuan，Hua［8］研究了 twisted Heisenberg-Virasoro 代数，

Schrödinger-Virasoro 代数，扩张的 Schrödinger-Virasoro 代数，twisted Schrödinger-Virasoro 代数的转置

泊松结构，发现了这些李代数没有非平凡的 1/2-导子，所以这些李代数上没有非平凡的转置泊松

结构。Kaygorodov 等［9］对伽利略型李代数上的转置泊松结构进行了研究，Kaygorodov 等证明了伽

利略型李代数没有非平凡的 1/2-导子，所以伽利略型李代数上没有非平凡的转置泊松结构。而一

些李代数上有非平凡的转置泊松结构，例如，Kaygorodov 等［10］对 block 李（超）代数上的转置泊松结

构进行了研究，证明了 block 李（超）代数上有非平凡的转置泊松结构。Witt 类代数是一类重要的

李代数，最早 Ferreira 等［7］研究了 Witt 代数和 Virasoro 代数上的所有转置泊松结构，发现了 Witt 代
数上有非平凡的转置泊松结构，Virasoro 代数上没有非平凡的 1/2-导子，所以没有非平凡的转置泊

松结构。之后 Kaygorodov 等［11］研究了 Witt 型李代数上的转置泊松结构，发现了当 f (Γ) = 1 时，

Witt 型李代数上没有非平凡的 1/2-导子，所以没有非平凡的转置泊松结构，当 f (Γ) ≥ 2 时，Witt 型
李代数上有非平凡的转置泊松结构。完备 Witt 李代数是经典 Witt 代数的一种推广，它是一元形式

幂级数代数 C [ [ t ] ] 的导子代数。在本文中，我们想要研究完备 Witt 李代数的转置泊松结构，进而

更清楚地了解 Witt 类代数上的转置泊松代数结构。

本篇论文有以下几个部分构成，第 1 节介绍了转置泊松代数、1/2-导子、完备 Witt 李代数及广

义完备 Witt 李代数的定义。第 2 节计算了完备 Witt 李代数的 1/2-导子并且研究了它的转置泊松结

构，第 3 节计算了广义完备 Witt 李代数的 1/2-导子并且研究了它的转置泊松结构，第 4 节进行

总结。

1 基本概念 

在这一节中我们给出了转置泊松代数的定义，1/2-导子的定义，以及完备 Witt 李代数、广义完

备 Witt 李代数的定义。

定义1［6］ 若 L是带有两个乘法运算·和 [⋅，⋅] 的线性空间，并且满足三个条件：

（1） (L，⋅ )是一个交换结合代数，

（2） (L，[⋅，⋅])是一个李代数，

（3） 对 ∀x，y，z ∈ L，
2z ⋅[ x，y ] [= z ⋅x，y ]+[ x，z ⋅ y ]，

则称 (L，[⋅，⋅])是一个转置泊松代数。

定义2［7］ 设 (L，[⋅，⋅])是一个李代数，并且 ϕ是 L的线性变换。若

ϕ [ x，y ]= 1
2 ([ϕ( x )，y ]+[ x，ϕ( y ) ])，

则 ϕ被称为是 L的 1/2-导子，L的所有 1/2-导子构成的线性空间记为 Der 1
2
L。

设 (L，[⋅，⋅])是一个转置泊松代数，对任意 x ∈ L，左乘变换

Lx：y↦xy，∀y∈L
是 (L，[⋅，⋅])的 1/2-导子。

众 所 周 知 ，单 边 Witt 代 数 W+
1 是 一 元 多 项 式 代 数 C [ t ] 的 导 子 代 数 ，即 W+

1 = DerC [ t ] =
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C [ t ] d
dt。 若令 Li = t i+ 1 d

dt，则 W+
1 具有一组基为 {Li|i ∈ Z，i≥ -1}，括积运算为 [ Li，Lj ] = ( j-

i )Li+ j。类似地也可以考虑一元形式幂级数代数 C [ [ t ] ] 的导子，那么就会得到完备 Witt 李代数的

定义。

定义 3［12］ 完备 Witt 李代数 L̂ 是一元形式幂级数代数 C [ [ t ] ] 的导子代数，简单计算可知

DerC [ [ t ] ] = C [ [ t ] ] d
dt。令 Li = t i+ 1 d

dt，那么 L̂是由元素 ∑
i=-1

∞
ai Li 构成的不可数维的线性空间，可

以推出括积运算为

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑
i=-1

∞
aiLi，∑

j=-1

∞
bjLj

ù

û

ú
úú
ú= ∑

k=-1

∞ ( )∑
j=-1

k+ 1
( 2j- k )ak- jbj Lk。 （1）

上述是经典的完备 Witt 李代数的定义，还可以推广这个概念，定义 L͂为所有下截断的形式幂

级数

∑
i∈Z
aiLi，∃m∈Z，ai= 0，i<m

构成的李代数，其括积由下式给出

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑

i

aiLi，∑
j

bjLj
ù

û

ú
úú
ú=∑

k ( )∑
j
( )2j- k ak- jbj Lk。 （2）

我们称 L͂为广义的完备 Witt 李代数。

2 完备Witt李代数 L̂的1/2-导子及转置泊松结构 

这节将计算 Der 1
2
L̂。首先注意到 {Li|i ∈ Z，i≥ -1}并不是 L̂的一组基，L̂上的一般的线性变换

在所有 Li，i≥ -1 上的取值并不能确定这个线性变换。文献［12］证明了 L̂的导子由其在 Li，i≥
-1 上的取值完全确定。这个结论也可以推广到 1/2-导子上来。

引理1 设D ∈ Der 1
2
( L̂)，使得D (Li ) = 0，∀i≥ -1，那么D= 0。

证明 设 x= ∑
i=-1

∞
ai Li ∈ L̂，假设 D ( x ) = ∑

i=-1

∞
bi Li，接下来计算 bi0，其中 i0 ≥ -1，取 N> i0 + 1，

然后得到

D ( x )=D ( ∑
i=-1

∞
ai Li)=D ( ∑

i=-1

N- 2
ai Li+ ∑

i=N- 1

∞
ai Li)=D ( ∑

i=N- 1

∞
ai Li)=

D ( ∑
i=-1

∞
ai+N Li+N)=D (éëêêêêLN，∑

i≠N

ai+N

i-N
Li
ù

û
úúúú+ a2NL2N)= 1

2
é

ë

ê
êê
ê
ê
êLN，D (∑i≠N

ai+N

i-N
Li) ùûúúúú。

若 D (∑i≠ N

ai+ N

i- N
Li) = ∑

i=-1

∞
ci Li，然后得到 ∑

i=-1

∞
bi Li =

1
2
é

ë
ê
êê
êLN，∑

i=-1

∞
ci Li

ù

û
úúúú= 1

2 ∑
i=-1

∞
ci ( i- N )Li+ N，这

表明 bi0 = 0。因为 i0 是任意取的，所以得到D ( x ) = 0。
设D ∈ Der 1

2
( L̂)，并且有

D (Li )= ∑
j=-1

∞
aj，i Lj，

其中 aj，i ∈ C。令 ak = ak，0，k≥ -1，约定 ak = 0，k<-1。我们将计算 aj，i，i，j≥ -1。为了下面讨论

中的式子写起来简单可以约定 aj，i = 0，j<-1。
引理2 对任意的 j，m≥ -1，aj，m = aj- m。

73



49（1） 2026山西大学学报（自然科学版）

证明 因为 [Lm，Li ]= ( i- m )Lm+ i， 将D作用在上式可以得到

2( i-m ) ∑
j=-1

∞
aj，m+ i Lj= ∑

j=-1

∞
aj，m ( i- j )Li+ j+ ∑

j=-1

∞
aj，i ( j-m )Lm+ j。 （3）

比较 Lj 前面的系数得到，

2( i-m )aj，m+ i=( 2i- j )aj- i，m-( 2m- j )aj-m，i，∀m，j，i≥-1。 （4）
在公式（4）中令 i= 0 得到 ( 2m- j )aj，m = ( 2m- j )aj- m，0，当 j≠ 2m时，有

aj，m= aj-m，0。 （5）
下面计算 a2m，m。只需考虑m> 0，在公式（4）中令 j= 5m，i= 3m，有

4ma5m，4m=ma2m，m+ 3ma4m，3m。 （6）
根据公式（5）得到 a5m，4m = a4m，3m = am，0，将式子代入公式（6）得到 a2m，m = am，0。综上所述 aj，m = aj- m。

引理3 a-1 = 0。
证明 在公式（4）中，令 j=-1，i= 1，m=-1 得到 4a-1，0 = 3a-2，-1 + a0，1，又因为 a-2，-1 = 0，可

以得到 3a-1，0 = 0，所以 a-1 = 0。

由引理 2 与引理 3 可得到D (Li ) = ∑
k= 0

∞
ak Li+ k，∀i≥ -1。

相反，对任意的一组复数 ai，i≥ 0，我们定义

D′( ∑
i=-1

∞
xiLi)= ∑

t=-1

∞ ( )∑
i=-1

t

xiat- i Lt。

容易看出，D′是 L̂ 的一个线性变换。特别地，对任意 i≥ -1，D′(Li) = ∑
t=-1

∞
at- iLt = ∑

k= 0

∞
akLi+ k =

D (Li)。
引理4 D′∈ Der 1

2
( L̂)，从而D= D′。

证明 根据式（1）得到

2D′
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑
i=-1

∞
xiLi，∑

j=-1

∞
yjLj

ù

û

ú
úú
ú= 2D′( )∑

i=-1

∞

∑
j=-1

i

( )2j- i xi- j yjLj = ∑
t=-1

∞

∑
i=-1

t

∑
j=-1

i

( )4j- 2i xi- j yjat- iLt。 （7）

é

ë

ê
êê
ê
ê
êD′( ∑

i=-1

∞
xiLi)，∑

j=-1

∞
yjLj

ù

û

ú
úú
ú= ∑

t=-1

∞

∑
i=-1

t

∑
j=-1

i

( )2j- t xi- j yjat- iLt。 （8）

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑
i=-1

∞
xiLi，D′( ∑

j=-1

∞
yjLj) ùûúúúú= ∑

t=-1

∞

∑
i=-1

t

∑
j=-1

i

( )t- 2i+ 2j xi- j yjat- iLt。 （9）

根据式（7）—式（9）然后可以得到

2D′
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑
i=-1

∞
xiLi，∑

j=-1

∞
yjLj

ù

û

ú
úú
ú=

é

ë

ê
êê
ê
ê
êD′( ∑

i=-1

∞
xiLi)，∑

j=-1

∞
yjLj

ù

û

ú
úú
ú+

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑
i=-1

∞
xiLi，D′( ∑

j=-1

∞
yjLj) ùûúúúú。

根据定义 2 推出 D′∈ Der 1
2
( L̂)。 因为 D ∈ Der 1

2
( L̂)，所以 D- D′∈ Der 1

2
( L̂)，根据引理 1 可以得到

D- D′= 0，也就是D= D′。
令 N表示自然数的集合，CN 表示从 N到 C的所有函数构成的线性空间，即

CN ={(a0，a1，…，am，…) |ai∈C}。
命题1 作为线性空间，Der 1

2
( L̂) ≅ CN。

证明 由引理 1、2、3、4 可以得到每一个 D都与线性空间 CN 中的一个向量一一对应。这里
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D ∈ Der 1
2
( L̂)，(a0，a1，…，am，…) ∈ CN。所以 Der 1

2
( L̂) ≅ CN。

定理 1 完备 Witt 李代数 L̂的转置泊松结构是非平凡的，L̂的转置泊松结构的乘法的一般形

式为

( ∑
i=-1

∞
xiLi) ⋅ ( ∑

j=-1

∞
yjLj)= ∑

q=-1

∞ ( )∑
i
∑
j

xi yjaq- i- j Lq，

其中 a1，a2，… ∈ C。

证 明 设 T 是 L̂ 上 的 一 个 转 置 泊 松 代 数 ，Di 表 示 左 乘 Li 这 个 变 换 ，由 命 题 1 知 存 在

ak，i ∈ C，k ∈ N使得

Di (Lj )= ∑
k≥ 0
ak，iLj+ k，∀j≥-1。

由乘法的交换律知 Dj(Li) = Li ⋅ Lj = Lj ⋅ Li = Di(Lj)。当 i≥0 时，由 D0 (Li) = Li ⋅ L0 = L0 ⋅ Li =
Di(L0)得

am，i={am- i，0 m≥ i
0 m< i

。

当 i=-1 时，由 D0 (L-1) = L-1 ⋅ L0 = D-1 (L0)，得 ∑
k≥ 0
ak，0L-1 + k = ∑

k≥ 0
ak，-1Lk，根据上式比较基 Lm

前的系数得到 am，-1 = am+ 1，0，比较基 L-1 前的系数得到 a0，0 = 0。令 ak = ak，0。

Li ⋅Lj= ∑
k= 1

∞
ak Li+ j+ k。 （10）

根据引理 4 得到 ( ∑
i=-1

∞
xiLi) ⋅ Lj = Dj( ∑

i=-1

∞
xiLi) = ∑

t=-1

∞ ( )∑
i

xiat- i- j Lt，同理根据引理 4 将 ∑
j=-1

∞
yjLj

看成一个整体，得到

( ∑
i=-1

∞
xiLi) ⋅ ( ∑

j=-1

∞
yjLj)= ( ∑

j=-1

∞
yjLj) ⋅ ( ∑

i=-1

∞
xiLi)= ∑

q=-1

∞ ( )∑
i
∑
j

xi yjaq- i- j Lq。
可以验证这样定义的乘法符合转置泊松代数的要求。

3 广义完备Witt李代数 L͂的1/2-导子及转置泊松结构 

这节将计算 Der 1
2
( L͂ )。首先注意到对任意的 i ∈ Z，Li ∈ L͂。但{Li|i ∈ Z}并不是 L͂的一组基，L͂上

的线性变换在所有 Li，i ∈ Z上的取值并不能确定这个线性变换。但是，下面的结论实际上告诉我

们，L͂的 1/2-导子由其 Li，i ∈ Z上的取值完全确定。

引理5 设D ∈ Der 1
2
( L͂ )，使得D (Li ) = 0，∀i≥ -1，那么D= 0。

证 明 对 任 意 的 x= ∑
i

∞
ai Li ∈ L͂，D ( x ) = ∑

j

∞
bj Lj。 对 任 意 的 N ∈ Z，令 xN = x- a2NL2N =

∑
i≠ 2N

∞
ai Li，则 D (xN) = D (x) - a2ND (L2N) = D (x)。 令 zN = ∑

i≠ N

∞ ai
i- N

Li， 则 [LN，zN ]= xN。 由 

D ∈ Der 1
2
L͂，D (LN) = 0 知

2D (x)= 2D (xN)= [LN，D (zN) ]。 （11）
由此可推断出 D (x) 不含 L2N 的项，即 b2N = 0，∀N ∈ Z。从而可以得到对任意的 x ∈ L͂，D (x) 只

含奇数下标的项。在式（11）中令 N= 1 得 2D (x) = [L1，D (z1) ]。比较左右两边项的奇偶性可得

D (x) = 0。
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设D ∈ Der 1
2
( L͂)，并且有

D (Li )=∑
j

∞
aj，i Lj，

其中 aj，i ∈ C。令 ak = ak，0，k ∈ Z，类似于完备 Witt 李代数 L̂的情形，也可以证明

aj，m= aj-m，∀j，m∈Z，
并且

D (∑i∞ xiLi)=∑
t

∞ ( )∑
i

xiat- i Lt。
令V表示从 Z到 C的下截断函数构成的线性空间，即

V={(…，ai- 1，ai，ai+ 1，…) |ai∈C，∃m∈Z，aj= 0，j≤m}。
由引理 5 及以上结论可完全确定 Der 1

2
( L͂)。类似于命题 1 的证明可得。

命题2 作为线性空间 Der 1
2
( L͂) ≅ V。

定理 2 广义完备 Witt 李代数 L͂的转置泊松结构是非平凡的，L͂的转置泊松结构的乘法的一般

形式为

(∑i∞ xiLi) ⋅ (∑j∞ yjLj)=∑
q

∞ ( )∑
i
∑
j

xi yjaq- i- j Lq，

其中 (…，ak，…) ∈ V。
证明 设 T是 L͂上的一个转置泊松代数，类似定理 1 的证明可推出存在 a= (…，ak，…) ∈ V。

使得

Li ⋅Lj=∑
k

∞
ak Li+ j+ k， （12）

并且

(∑i∞ xiLi) ⋅ (∑j∞ yjLj)= (∑j∞ yjLj) ⋅ (∑i∞ xiLi)=∑
q

∞ ( )∑
i
∑
j

xi yjaq- i- j Lq。 （13）

可以验证这样定义的乘法符合转置泊松代数的要求。

4 结论 

完备 Witt 李代数是由形式幂级数代数的导子构成的李代数。 L̂是由元素 ∑
i=-1

∞
ai Li 构成的不可

数维的线性空间，{Li|i ∈ Z，i≥ -1}并不是 L̂的一组基，但 L̂的 1/2-导子由其在 Li，i≥ -1 上的取值

完全确定。本文确定了完备 Witt 李代数的所有 1/2-导子，并且研究得到了完备 Witt 李代数上有非

平凡的转置泊松结构。 L̂的转置泊松结构的乘法的一般形式为

( ∑
i=-1

∞
xiLi) ⋅ ( ∑

j=-1

∞
yjLj)= ∑

q=-1

∞ ( )∑
i
∑
j

xi yjaq- i- j Lq，

其中 a1，a2，… ∈ C。
对广义的完备 Witt 李代数，我们也得到了类似的结果。广义完备 Witt 李代数 L͂有非平凡的转

置泊松结构，L͂的转置泊松结构的乘法的一般形式为

(∑i∞ xiLi) ⋅ (∑j∞ yjLj)=∑
q

∞ ( )∑
i
∑
j

xi yjaq- i- j Lq，
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其中 a= (…，ak，…) ∈ V，并且V={(…，ai- 1，ai，ai+ 1，…) |ai ∈ C，∃m ∈ Z，aj = 0，j≤ m}。
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