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具有变号位势的Kirchhoff-Choquard型问题正解的存在性

车银芳，桑彦彬*

（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）

摘 要：本文研究了一类带有变号权函数的 Kirchhoff-Choquard型问题。本文将分为两种情况对临界项进行估计。

首先运用Nehari流形的极小化方法和与问题相对应的能量泛函及纤维映射，当参数λ在充分小邻域内，获得了该问

题正基态解的存在性；其次利用Ekeland变分原理，在一定条件下，得到了该问题正基态解的存在性。

关键词：Kirchhoff-Choquard型问题；临界指数；Nehari流形；正基态解

中图分类号：O175   文献标志码：A   文章编号：0253-2395（2025）02-0332-09

Existence of Positive Solutions for Kirchhoff-Choquard Type Problems with a 

Sign-changing Potential

CHE Yinfang, SANG Yanbin*

(School of Mathematics, North University of China, Taiyuan 030051, China)

Abstract: In this paper, we study a class of Kirchhoff-Choquard type problems with sign-changing weight functions. This article will 

be divided into two cases to estimate the critical term. First, by using the minimization method of Nehari manifold and the energy 

functional and fiber mapping corresponding to the problem, when the parameter λ is in a sufficiently small neighborhood, the exis‐

tence of positive ground state solution of the problem is obtained. Second, by using the Ekeland variational principle, the existence 

of the positive ground state solution of the problem is obtained under certain conditions.
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0 引言及主要结果 

本文研究一类具有临界指数的 Kirchhoff-Choquard 型问题解的存在性：
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-( )a + b∫Ω
||∇u 2 dx Δu = λu + f ( x ) ( )∫Ω

|| u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dy || u 2∗

μ - 2u， x ∈ Ω，

u = 0， x ∈ ∂Ω，

（1）

其中 Ω 是 RN（N≥3）中具有光滑边界的有界区域，参数 a，b，λ > 0，0 < μ < N，2∗
μ = 2N - μ

N - 2 是 Har‑

dy-Littlewood-Sobolev 不等式意义下的上临界指数。 f (x)是一变号函数，且满足 f ∈ L∞(Ω )与集合
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{x ∈ Ω：f ( )x > 0 }具有正测度。记  u = (∫Ω
|∇u |2 dx)

1
2
为 H 1

0 (Ω ) 空间的标准范数，| u |
p
= (∫Ω

| u |p dx)
1
p

为 Lp(Ω )空间的标准范数。

Kirchhoff 型问题与物质世界关系密切，被广泛应用于物理、力学、人口动力学等领域，其具有很

高的研究价值。近几十年来，作为非线性椭圆方程的重要分支之一，Choquard 型问题也受到众多

研究者的青睐，目前对于 Choquard 型问题的研究主要集中于解的存在性、正则性以及稳定性等方

面。本文将两类问题结合推广为含有 Choquard 项的 Kirchhoff 型问题。杨柳和王立雄［1］研究下列具

有变号位势的临界 Kirchhoff 型问题：
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-( )a + b∫Ω
||∇u 2 dx Δu = λu + g ( x ) || u 2∗ - 2u， x ∈ Ω，

u = 0， x ∈ ∂Ω，

其中 2∗ = 2N
N - 2（N ≥ 3），参数 a，b，λ > 0，g (x) 是变号函数，且满足 g ∈ L∞(Ω ) 与集合 {x ∈ Ω：

g ( )x > 0 }具有正测度。利用 Nehari 流形的性质、变分方法和山路引理得到问题解的存在性结果。

其他关于 Kirchhoff 型问题的研究参见文献［2-7］。

Goel 等［8］进一步研究下列具有临界增长的 Kirchhoff-Choquard 型问题：
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-( )a + εp( )∫Ω
|∇u|2 dx

θ - 1

Δu = λf ( )x || u q - 2u + ( )∫Ω

|| u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dy || u 2∗

μ - 2u， x ∈ Ω，

u = 0， x ∈ ∂Ω，

（2）

其中 1 < q ≤ 2，参数 a，λ，p，θ 为正实数，函数 f (x) 是一个连续的实值变号函数，满足 f ∈ Lr (Ω )，

其中 r = 2∗

2∗ - q
。利用 Nehari 流形的变分方法及山路引理证明问题（2）两个正解的存在性。Lan 和

He［9］将问题（2）推广到带有变号权函数的分数阶 Choquard 型问题上，其中 1 < q < 2，函数 f，g 满足

两个条件 ( )f1 f ∈ C ( -Ω ) 和 f + = max{ }f，0 ≡0，x ∈ Ω，( )g1 g ∈ C ( -Ω ) 和 g+ = max{ }g，0 ≡0，x ∈ Ω。利

用 Nehari 流形建立下列问题解的存在性及多重性：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

( )-Δ su = λf ( )x || u q - 2u + g ( )x ( )∫Ω

|| u ( )y
2∗

μ，s

|| x - y
μ dy || u 2∗

μ，s - 2u， x ∈ Ω，

u = 0， x ∈RN\Ω 。
Li 等［10］研究一类具有 Hartree 型非线性项的 Kirchhoff 系统的变号解，利用 Nehari 流形的极小化方法

和形变引理，证明了该系统具有变号解。其余具有变号位势的 Kirchhoff-Choquard 型问题的结果参

见文献［11-14］。

受到上述文献的启发，本文将文献［1］中的 Kirchhoff 型问题推广到带有变号权函数的整数阶

Kirchhoff-Choquard 型问题上，其中变号函数和临界指数的存在使得证明问题（1）的紧性变得困难，

因此关键是克服嵌入紧性的缺失。本文将分类讨论，当 2∗
μ > 2 时，通过 Nehari 流形和对应的纤维映

射，对参数 λ 进行限制后，得到问题（1）的正基态解；当 1 < 2∗
μ < 2 时，利用 Ekeland 变分原理，进一

步建立问题（1）的正基态解。

根据文献［15］，定义下述最佳嵌入常数：
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SH，L = inf
u ∈ D1，2 ( )RN \{ }0

∫RN
||∇u 2 dx

( )∫RN∫RN

|| u ( )x
2∗

μ || u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy

N - 2
2N - μ

。 （3）

下 确 界 SH，L 可 以 达 到 当 且 仅 当 u = C ( b

b2 + || x - a 2 )
N - 2

2

，其 中 C > 0 是 固 定 常 数 ，a ∈ RN，

b ∈ (0，+∞ )皆为参数。

参照文献［16］，设 λ1 为 ( - Δ，H 1
0 ( )Ω )的主特征值，有以下变分特征

λ1 ≔ inf
u ∈ H 1

0 ( )Ω \{ }0

∫Ω
||∇u 2 dx

∫Ω
|| u 2 dx

。 （4）

能量泛函 Jλ 引入问题（1），Jλ 可以定义为：

Jλ (u)= a
2  u 2 + b

4  u 4 - λ
2 ∫Ω

u2 dx - 1
2 ⋅ 2∗

μ
∫Ω∫Ω

f ( x ) || u ( )x
2∗

μ || u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy， （5）

则

J 'λ ( )u ，u = a u 2 + b u 4 - λ∫Ω
u2 dx -∫Ω∫Ω

f ( x ) || u ( )x
2∗

μ || u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy。 （6）

下面给出本文的主要结果及其证明。

定理 1 假设 2∗
μ > 2，a，b > 0 且 f ∈ L∞(Ω )，其中集合 {x ∈ Ω：f ( )x > 0 }的测度不为 0。若 λ1a <

λ < λ1a + θ 且 θ = ( )2∗
μ - 2 λ1b

2∗
μ - 1

2∗
μ - 2 S

2∗
μ

2∗
μ - 2

H，L

2( 2∗
μ - 1)

2∗
μ - 1

2∗
μ - 2 || f

1
2∗

μ - 2
∞

，则问题（1）至少有一个正基态解。

定理2 令 1 < 2∗
μ < 2 且 f ∈ L∞(Ω )，其中集合{x ∈ Ω：f ( )x > 0 }的测度不为 0。若

4N + 2 - μ(N + 2 - μ) N + 2 - μ| f |N - 2

∞
≤ aμ - 4bN + 2 - μ(2μ - 8) 4 - μ(4N - 2μ) N - 2

S2N - μ
H，L ，

则当 λ > λ1a 时，问题（1）有一个正基态解。

1 定理1的证明 

由于能量泛函 Jλ (u)在 H 1
0 (Ω )上是非下方有界的，因此建立 Nehari 流形

Nλ ≔{u ∈ H 1
0 (Ω ) \{0}：J 'λ ( )u ，u = 0}，

其中 ⋅，⋅ 表示 H 1
0 (Ω ) 和 H -1

0 (Ω ) 之间的对偶积，且 Nλ 包含问题（1）的所有非零解。令 u ∈ H 1
0 (Ω ) \

{0}，定义和 Jλ (u)相对应的纤维映射 ψu(t ) = Jλ (tu) ( t > 0 )。这意味着 tu ∈Nλ 当且仅当 ψ'u(t ) = 0，特
别的 u ∈Nλ 当且仅当 ψ'u(1) = 0，且经过计算可得

ψ″u(1)=( 2 ⋅ 2∗
μ - 2 ) λ∫Ω

u2 dx -( 2 ⋅ 2∗
μ - 2 ) a u 2 -( 2 ⋅ 2∗

μ - 4 )b u 4 =

2b u 4 -( 2 ⋅ 2∗
μ - 2 ) ∫Ω∫Ω

f ( x ) || u ( )x
2∗

μ || u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy 。 （7）

和文献［17］的方法类似，可将Nλ 分为三部分：

334



车银芳等：具有变号位势的Kirchhoff-Choquard型问题正解的存在性

N +
λ ={u ∈Nλ：ψ″( )1 > 0 }， N 0

λ ={u ∈Nλ：ψ″( )1 = 0 }， N -
λ ={u ∈Nλ：ψ″( )1 < 0 }。

令

tmax =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

b u 4

( 2∗
μ - 1) ∫Ω∫Ω

f ( x ) || u ( )x
2∗

μ || u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

1
2 × 2∗

μ - 4

，

则有如下引理成立。

引理1 假设 2∗
μ > 2，且 u ∈ H 1

0 (Ω ) \{0}满足 ∫Ω∫Ω
|| x - y
-μ || u ( )x

2∗
μ || u ( )y

2∗
μ dxdy > 0，有如下结论：

（1） 若 a u 2 ≥ λ∫Ω
u2 dx，则存在唯一的 t- ( u ) > tmax 使得 t-u ∈N -

λ 和 Jλ (t-u) = sup
t > 0

Jλ (tu)。

（2） 若 a u 2 < λ∫Ω
u2 dx 且 λ1a < λ < λ1a + θ0

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
θ0 = ( )2∗

μ - 2 λ1b
2∗

μ - 1
2∗

μ - 2 S
2∗

μ

2∗
μ - 2

H，L

( 2∗
μ - 1)

2∗
μ - 1

2∗
μ - 2 || f

1
2∗

μ - 2
∞

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
，则存在唯一的 t+ =

t+ ( u )，t- = t- ( u ) 满足 t- ( u ) > tmax > t+ ( u )，使得 t+u ∈N +
λ ，t-u ∈N -

λ 和

Jλ (t+u)= inf
0 < t < tmax

Jλ (tu)，Jλ (t-u)= sup
t ≥ tmax

Jλ (tu)。

证明 取 u ∈ H 1
0 (Ω ) \{0}满足 ∫Ω∫Ω

f ( )x || u ( )x
2∗

μ || u ( )y
2∗

μ || x - y
-μ dxdy > 0，令

hλ (t )= a u 2 + bt 2 u 4 - λ∫Ω
u2 dx - t 2 ⋅ 2∗

μ - 2∫Ω∫Ω

f ( x ) || u ( )x
2∗

μ || u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy，

方程 hλ (t )存在唯一的临界点 tmax，其中 hλ (0) = a u 2 - λ∫Ω
u2 dx。当 t ∈ (0，tmax )时，hλ (t )是严格递增

的；当 t ∈ (tmax，+∞ ) 时，hλ (t ) 是严格递减的。显然 tu ∈Nλ 当且仅当 hλ (t ) = 0，并且经计算可得

ψ″u(t ) = th'λ (t )。因此有 t+ = t+ ( u )（或 t- = t- ( u )）当且仅当 h'λ (t ) > 0（或 h'λ (t ) < 0）。

（1） 若 a u 2 ≥ λ∫Ω
u2 dx，则 hλ (t ) = 0 存 在 唯 一 解 t-，满 足 t- > tmax 且 t-u ∈N -

λ 。 由 于 当

t ∈ (0，t- )时，有 hλ (t ) > 0，当 t ∈ (t-，+∞ )时，有 hλ (t ) < 0，因此有 Jλ (t-u) = sup
t > 0

Jλ (tu)。

（2） 若 a u 2 < λ∫Ω
u2 dx 和 λ1a < λ < λ1a + θ0，有 hλ (0) = a u 2 - λ∫Ω

u2 dx < 0。根据（4）式和 

Sobolev 不等式，可得

hλ (tmax)= a u 2 + bt 2
max u 4 - λ∫Ω

u2 dx - t 2 ⋅ 2∗
μ - 2

max ∫Ω∫Ω

f ( x ) || u ( )x
2∗

μ || u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy ≥

(a - λ
λ1 ) u 2 +( 2∗

μ - 1)
1 - 2∗

μ

2∗
μ - 2

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( 2∗

μ - 1)
2∗

μ - 2
2∗

μ - 2 - 1
ù

û

ú
úú
ú b

2∗
μ - 1

2∗
μ - 2 S

2∗
μ

2∗
μ - 2

H，L

|| f
1

2∗
μ - 2

∞

 u 2 =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
a - λ

λ1
+ 2∗

μ - 2

( 2∗
μ - 1)

2∗
μ - 1

2∗
μ - 2

b
2∗

μ - 1
2∗

μ - 2 S
2∗

μ

2∗
μ - 2

H，L

|| f
1

2∗
μ - 2

∞

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
 u 2 > 0 。

方程 hλ (t ) = 0 恰好有两个解 t- 和 t+ 满足 t- > tmax > t+ > 0，使得 h'λ (t+) > 0 和 h'λ (t-) < 0。因此，存在
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t+，t- > 0，使得 t+u ∈N +
λ 和 t-u ∈N -

λ 。此外，当 t ∈ ( t+，t- ) 时，有 hλ (t ) > 0；当 t ∈ ( 0，t+ )∪( t-，+∞ )
时，有 hλ (t ) < 0，因此

Jλ (t+u)= inf
0 < t < tmax

Jλ (tu)， Jλ (t-u)= sup
t ≥ tmax

Jλ (tu)。

引理2 若 λ1a < λ < λ1a + θ0，则N 0
λ = ∅。

证明 通过反证法，假设存在 λ0 ∈ (λ1a，λ1a + θ0 )，使得 u0 ∈N 0
λ0 。根据（4）式，（7）式和 Sobolev

不等式，得到

( 2 × 2∗
μ - 2 ) λ0∫Ω

u0
2 dx =( 2 × 2∗

μ - 2 ) a u0
2 +( 2 × 2∗

μ - 4 )b u0
4 ≤( 2 × 2∗

μ - 2 ) λ0

λ1
 u0

2
， （8）

和

2b u0
4 =( 2 × 2∗

μ - 2 ) ∫Ω∫Ω

f ( x ) || u0 ( )x
2∗

μ || u0 ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy ≤( 2 × 2∗

μ - 2 ) | f |
∞

S-2∗
μ

H，L u0
2 × 2∗

μ， （9）

根据（8）式及（9）式可得

( bS2∗
μ

H，L

( 2∗
μ - 1) || f

∞
)

1
2∗

μ - 2

≤ u0
2 ≤ 2∗

μ - 1
2∗

μ - 2 × λ0 - aλ1

bλ1
。

因此有

λ0 ≥ aλ1 + ( )2∗
μ - 2 λ1b

2∗
μ - 1

2∗
μ - 2 S

2∗
μ

2∗
μ - 2

H，L

( 2∗
μ - 1)

2∗
μ - 1

2∗
μ - 2 || f

1
2∗

μ - 2
∞

= λ1a + θ0，

它与 λ1a < λ0 < λ1a + θ0 矛盾。因此，若 λ1a < λ < λ1a + θ0，则N 0
λ = ∅。

引理3 能量泛函 Jλ 在Nλ 上是强制且下方有界的。

证明 若 u ∈Nλ，根据（4）式得

Jλ (u)= 2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

a u 2 + 2∗
μ - 2

4 × 2∗
μ

b u 4 - 2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

λ∫Ω
u2 dx ≥ 2∗

μ - 1
2 × 2∗

μ
(a - λ

λ1 ) u 2 + 2∗
μ - 2

4 × 2∗
μ

b u 4。
因此，Jλ 在Nλ 上强制且下方有界。

若 λ1a < λ < λ1a + θ0，根据引理 2，有Nλ =N +
λ ∪N -

λ 。

令 αλ = inf
u ∈Nλ

Jλ ( u )，α+
λ = inf

u ∈N +
λ

Jλ ( u )，α-
λ = inf

u ∈N -
λ

Jλ ( u )，有如下结果。

引理4 若 λ1a < λ < λ1a + θ0

2 且 2∗
μ > 2，则存在常数 C > 0，有 αλ ≤ α+

λ < 0 < C ≤ α-
λ 。

证明 此证明分为两步。

步骤1 令 u ∈N +
λ ，根据（7）式得

2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

λ∫Ω
u2 dx > 2∗

μ - 1
2 × 2∗

μ
a u 2 + 2∗

μ - 2
2 × 2∗

μ
b u 4

。 （10）

由 u ∈Nλ 和（10）式知

Jλ (u)< 2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

a u 2 + 2∗
μ - 2

4 × 2∗
μ

b u 4 - ( 2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

a u 2 + 2∗
μ - 2

2 × 2∗
μ

b u 4)= 2 - 2∗
μ

4 × 2∗
μ

b u 4 < 0。

对于任意 u ∈N +
λ ，都有 Jλ (u) < 0 成立。因此，可得 αλ ≤ α+

λ < 0。
步骤2 令 u ∈N -

λ ，根据（7）式得

2b u 4 <( 2 × 2∗
μ - 2 ) ∫Ω∫Ω

f ( x ) || u ( )x
2∗

μ || u ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy ≤( 2 × 2∗

μ - 2 ) | f |
∞

S-2∗
μ

H，L u 2 × 2∗
μ。
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根据 λ1a < λ < λ1a + θ0

2 ，（4）式和 uλ ∈Nλ，可得

Jλ (u)≥ 2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

 u 2é

ë

ê
êê
ê
ê
ê(a - λ

λ1 )+ 2∗
μ - 2

2( 2∗
μ - 1) b u 2ù

û

ú
úú
ú>

b
1

2∗
μ - 2 S

2∗
μ

2∗
μ - 2

H，L

2 × 2∗
μ ( 2∗

μ - 1)
3 - 2∗

μ

2∗
μ - 2 λ1 || f

∞

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
λ1a - λ + ( 2∗

μ - 2 ) λ1b
2∗

μ - 1
2∗

μ - 2 S
2∗

μ

2∗
μ - 2

H，L

2( 2∗
μ - 1)

2∗
μ - 1

2∗
μ - 2 || f

1
2∗

μ - 2
∞

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
=

b
1

2∗
μ - 2 S

2∗
μ

2∗
μ - 2

H，L

2 × 2∗
μ ( 2∗

μ - 1)
3 - 2∗

μ

2∗
μ - 2 λ1 || f

∞

(λ1a - λ + θ0

2 )> 0 。

对任意 λ ∈ (λ1a，λ1a + θ0

2 )，都有 α-
λ ≥ b

1
2∗

μ - 2 S
2∗

μ

2∗
μ - 2

H，L

2 × 2∗
μ ( 2∗

μ - 1)
3 - 2∗

μ

2∗
μ - 2 λ1 || f

∞

(λ1a - λ + θ0

2 ) > 0 成立。

引理5 若 λ1a < λ < λ1a + θ0，则泛函 Jλ (u)具有 (PS) αλ
序列{un}⊂Nλ。

证明 令{un}⊂Nλ 是 αλ 的一个极小化序列，应用 Ekeland 变分原理，此时存在序列{vn}⊂Nλ，使

得  un - vn < 1
n
，Jλ (vn) = αλ + o (1) 和 ( Jλ|Nλ) '(vn) = o (1)，n → +∞。根据引理 3，可得 {vn}在 H 1

0 (Ω )

中 有 界 。 令 φ (u) ≔ J 'λ ( )u ，u ，其 中 u ∈ H 1
0 (Ω ) \{0}。 根 据 文 献［18］的 命 题 5.12，存 在 序 列

{αn}⊂ R，对于任意的 n ⊂ N，可得

0 ≤ J 'λ ( )vn - αnφ'( )vn
H -1

0 ( )Ω
≤

 


( )Jλ|Nλ

'( )vn
H -1

0 ( )Ω
+ 1

n
。

当 n → +∞ 时，有 ( Jλ|Nλ) '(vn) = o (1)，因此 lim
n → +∞

 J 'λ ( )vn - αnφ'( )vn
H -1

0 ( )Ω
= 0。根据 {vn}在 H 1

0 (Ω ) 中有

界和{vn}⊂Nλ 这一事实可知，当 n → +∞ 时，有

|αn φ'( )vn ，vn |= | J 'λ ( )vn - αnφ'( )vn ，vn |≤ J 'λ ( )vn - αnφ'( )vn
H -1

0 ( )Ω
⋅ vn H 1

0 ( )Ω → 0。 （11）

此时称 lim
n → +∞

| φ'( )vn ，vn |≠ 0。否则，若 lim
n → +∞

| φ'( )vn ，vn |= 0，则存在一子序列（仍用 {vn}表示），

使得 lim
n → +∞

| φ'( )vn ，vn |= 0。令 d = lim
n → +∞

 vn ，则 d ≥ 0。若 d = 0，则 Jλ (vn) → αλ = 0，这与引理 4

相矛盾，因此 d > 0。参照引理 2 的证明，有

( bS2∗
μ

H，L

( 2∗
μ - 1) || f

∞
)

1
2∗

μ - 2

≤ d2 ≤ 2∗
μ - 1

2∗
μ - 2 ⋅ λ - λ1a

bλ1
，

与 λ1a < λ < λ1a + θ0 矛盾。

最后，根据（11）式，当 n → +∞ 时，有 αn → 0。此外，由于 φ'(v)是有界的，因此当 n → +∞ 时，

在 H -1
0 (Ω )中有 J 'λ (u) → 0，即{un}⊂Nλ 是泛函 Jλ ( u ) 的 (PS) αλ

序列。

引理 6 假设 λ1a < λ < λ1a + θ0，且 uλ 是 Jλ 在 Nλ 上的局部极小值点，则在 H -1
0 (Ω )中有 J 'λ (uλ) =

0，即 uλ 是问题（1）的非零弱解。

证明 该引理本质上与文献［1］引理 3.6 的证明相同，故此处省略。

定理 1的证明 令 λ1a < λ < λ1a + θ 且 θ = θ0

2（θ0 参见引理 1），根据引理 6，仅需证明 Jλ 在Nλ 中

有非负极小值点 u0。

337



48（2） 2025山西大学学报（自然科学版）

现在建立 Jλ 在Nλ 上全局极小值的存在性。令{un}⊂Nλ 是 Jλ 中的极小化序列，即

Jλ (un)= αλ + o (1)， J 'λ ( )un
H -1

0 ( )Ω
= o (1)。

根据引理 3，可得 {un}在 Nλ 中有界。这意味着序列 {un}在 H 1
0 (Ω ) 中有界，从而存在子列（仍记为

{un}），可以假设当 n → +∞ 时，有  un → l，且 un ⇀ u0，在H 1
0 ( )Ω 中，un ( )x → u0 ( )x ，在Ω中几乎处处成

立，un → u0，在Lp( )Ω 中，1 ≤ p < 2∗。根据文献［19］的命题 4.4，当 n → +∞ 时，

(| x |-μ∗ | un |
2∗

μ) | un |
2∗

μ - 2un ⇀ (| x |-μ∗ | u0 |
2∗

μ) | u0 |
2∗

μ - 2u0。 （12）

在 L
2N

N + 2 ( )Ω 中，式（12）中“*”表示卷积运算。由 J 'λ (un) → 0，根据（12）式得

o (1)= J 'λ ( )un ，u0 = (a + b un
2) u0

2 - λ∫Ω
u2

0 dx -∫Ω∫Ω

f ( x ) || u0 ( )x
2∗

μ || u0 ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy。 （13）

在（13）式中令 n → +∞，且根据弱下半连续性质有  u0
2 ≤ l，可得

(a + b u0
2) u0

2 ≤ λ∫Ω
u2

0 dx +∫Ω∫Ω

f ( x ) || u0 ( )x
2∗

μ || u0 ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy， （14）

则 ψ'u0(1) ≤ 0。
现在，证明它是极小值点。根据{un}⊂Nλ，可得

αλ = lim
n → ∞

Jλ (un)= 2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

al2 + 2∗
μ - 2

4 × 2∗
μ

bl4 - 2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

λ∫Ω
u2

0 dx。 （15）

根据引理 2，有 αλ < 0，可得

a u0
2 ≤ al2 < λ∫Ω

u2
0 dx， （16）

可知在 Ω 中 u0 (x)≡0，并且引理 1 的条件（2）在此处成立。因此，根据 ψ'u0(1) ≤ 0，存在唯一的 t+ =
t+(u0) 和 t- = t-(u0)，满 足 1 > t-(u0) > tmax > t+(u0) > 0 或 t-(u0) > tmax > t+(u0) ≥ 1。 此 处 仅

t-(u0) > tmax > t+(u0) ≥ 1 成立。反之，若 1 > t-(u0) > tmax > t+(u0) > 0，有

2b u0
4 <( 2 × 2∗

μ - 2 ) ∫Ω∫Ω

f ( x ) || u0 ( )x
2∗

μ || u0 ( )y
2∗

μ

|| x - y
μ dxdy ≤( 2 × 2∗

μ - 2 ) S-2∗
μ

H，L| f |
∞
 u0

2 × 2∗
μ， （17）

 u0
2 ≥ ( bS2∗

μ
H，L

( 2∗
μ - 1) || f

∞
)

1
2∗

μ - 2

。 （18）

根据（17）式和（18）式，得 λ > aλ1 + θ0

2 = λ1a + θ，这和定理 1 中的假设是矛盾的。因此 t-(u) >

tmax > t+(u) ≥ 1 成立，根据（15）式和  u0
2 ≤ l，有

Jλ (t+u0)≤ Jλ (u0)≤ 2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

al2 + 2∗
μ - 2

4 × 2∗
μ

bl4 - 2∗
μ - 1

2 × 2∗
μ

λ∫Ω
u2

0 dx = αλ。

因 此 αλ ≤ Jλ (t+u0) ≤ Jλ (u0) ≤ αλ，可 从 该 式 得 t+ = 1，u0 ∈N +
λ 且 Jλ (u0) = αλ = α+

λ 。 此 处 Jλ (u0) =
Jλ (| u0 | )且 | u0 |∈N +

λ ⊂Nλ，可以假设 u0 是非负的。根据强极大值原理，u0 是正的。因此，u0 是问题

（1）的正基态解。

2 定理2的证明 

本节，分为三步证明定理 2。
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步骤 1 证明 m = inf
u ∈ H 1

0 ( )Ω
Jλ (u)是定义合理的。

实际上，根据 Sobolev 不等式和 SH，L 的定义，有

Jλ (u)≥ a
2  u 2 + b

4  u 4 - λ
2λ1

 u 2 -
|| f

∞

2 × 2∗
μS2∗

μ
H，L

 u 2 × 2∗
μ。 （19）

通过 1 < 2∗
μ < 2 和 Young 不等式，有

|| f
∞

2 × 2∗
μS2∗

μ
H，L

 u 2 × 2∗
μ =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê( a
4 - 2 × 2∗

μ )
4 - 2 × 2∗

μ

2

 u 4 - 2 ⋅ 2∗
μ

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê( a
4 - 2 × 2∗

μ )
2 × 2∗

μ - 4
2 || f

∞

2 × 2∗
μS2∗

μ
H，L

 u 2 ( )2 × 2∗
μ - 2

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
≤

a
2  u 2 + ( a

4 - 2 × 2∗
μ )

2∗
μ - 2

2∗
μ - 1 ( )2∗

μ - 1 || f
1

2∗
μ - 1

∞

( )2 × 2∗
μ

1
2∗

μ - 1 S
2∗

μ

2∗
μ - 1

H，L

 u 4。 （20）

因此，根据（19）式和（20）式可得

Jλ (u)≥
æ

è

ç

ç
çç
ç

çb
4 - ( a

4 - 2 × 2∗
μ )

2∗
μ - 2

2∗
μ - 1 ( )2∗

μ - 1 || f
1

2∗
μ - 1

∞

( )2 × 2∗
μ

1
2∗

μ - 1 S
2∗

μ

2∗
μ - 1

H，L

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
 u 4 - λ

2λ1
 u 2

。 （21）

借助于 4N + 2 - μ(N + 2 - μ) N + 2 - μ| f |N - 2

∞
≤ aμ - 4bN + 2 - μ(2μ - 8) 4 - μ(4N - 2μ) N - 2

S2N - μ
H，L ，可得出 Jλ (u)在

H 1
0 (Ω )上是强制且下方有界的，则 m = inf

u ∈ H 1
0 ( )Ω

Jλ (u)是定义合理的。由于 λ > λ1a，可得 m < 0。

步骤 2 证明 m = inf
u ∈ H 1

0 ( )Ω
Jλ (u)是可达到的。

根据 m 的定义和 Ekeland 变分原理，存在极小化序列{un}⊂ H 1
0 (Ω )使得

Jλ (un)= m + o (1)，   J 'λ ( )un
H -1

0 ( )Ω
= o ( )1 。 （22）

由步骤 1 可知{un}在 H 1
0 (Ω )中有界，从而存在子列（仍记为{un}），则存在 u∗ ≥ 0，使得

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

un ⇀ u∗ 在H 1
0 ( )Ω 中，

un → u∗ 在Lp( )Ω 中，1 ≤ p < 2∗，

un ( )x → u∗( )x 在Ω中几乎处处成立。
（23）

令  dn
2 =  un - u∗

2
，由（23）式有

 un
4 = u∗

4 + dn
4 + 2 u∗

2 dn
2 + o (1)。 （24）

应用文献［18］的 Brézis-Lieb 引理，有

∫RN (| x |-μ∗ | un |
2∗

μ) | un |
2∗

μ dx -∫RN (| x |-μ∗ | un - u∗ |
2∗

μ) | un - u∗ |
2∗

μ dx →∫RN (| x |-μ∗ | u∗ |
2∗

μ) | u∗ |
2∗

μ dx 。 （25）
根据（23）式，（24）式和（25）式可得

m = Jλ (un)+ o (1)≥ Jλ (u∗)+ a
2  dn

2 + b
4  dn

4 -
|| f

∞

2 × 2∗
μS2∗

μ
H，L

 dn
2 × 2∗

μ + o (1)。 （26）

令

a
2  dn

2 + b
4  dn

4 -
|| f

∞

2 × 2∗
μS2∗

μ
H，L

 dn
2 × 2∗

μ ≥ 0。 （27）

根据（20）式，可得

a
2  dn

2 + b
4  dn

4 -
|| f

∞

2 × 2∗
μS2∗

μ
H，L

 dn
2 × 2∗

μ ≥
æ

è

ç

ç
çç
ç

çb
4 - ( a

4 - 2 × 2∗
μ )

2∗
μ - 2

2∗
μ - 1 ( )2∗

μ - 1 || f
1

2∗
μ - 1

∞

( )2 × 2∗
μ

1
2∗

μ - 1 S
2∗

μ

2∗
μ - 1

H，L

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
 dn

4
。

此时（27）式是成立的。
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根据（26）式，有 m ≥ Jλ (u∗)。而根据 m 的定义，有 Jλ (u∗)≥ m。因此 Jλ (u∗)= m，故 m = inf
u ∈ H 1

0 ( )Ω
Jλ (u)

是可达到的。

步骤 3 证明 u∗ 是问题（1）的正基态解。

由于 Jλ (u)是 H 1
0 (Ω )的一个 C1 泛函，可得 u∗ 是问题（1）的解。根据强极大值原理，可得 u∗ 是问

题（1）的一个正解。由于 Jλ (u∗) = m，则 u∗ 是问题（1）的正基态解，即完成定理 2 的证明。
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