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具有意识影响的传染病模型分析及优化控制

王美艳，薛亚奎*

（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）

摘 要：文章首先建立了一类具有高、低风险的易感者和有、无意识的感染者的传染病模型。其次，通过下一代矩

阵法求得基本再生数，利用Hurwitz判据和LaSalle不变集原理分析了平衡点的稳定性，结合中心流形定理证明系统

存在向后分岔。然后，运用庞特里亚金（Pontryagin）最大值原理研究了模型对应的优化控制问题。最后，利用数值

模拟对上述理论进行了验证，同时对参数进行了灵敏度分析，讨论了参数对基本再生数的影响。结果表明，增强感

染者的意识和对高危易感者接种疫苗，能够有效控制传染病的传播。
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Model Analysis and Optimal Control of an Epidemic Model with 

the Effects of Awareness

WANG Meiyan, XUE Yakui*

(School of Mathematics, North University of China, Taiyuan 030051, China)

Abstract: This paper first establishes a class of infectious disease model with high and low risk susceptible persons and infected per‐

sons who are unconscious. Secondly, the basic regeneration number is obtained by the next generation matrix method, the stability of 

the equilibrium point is analyzed by Hurwitz criterion and LaSalle invariant set principle, and the backward bifurcation is proved by 

the central prevalence theorem. Then, the optimal control problem corresponding to the model is studied using the Pontryagin maxi‐

mum principle. Finally, the above theory is verified by numerical simulation, and the sensitivity analysis of parameters is carried out, 

and the influence of parameters on the basic regeneration number is discussed. The results showed that enhancing the awareness of 

infected people and vaccinating high-risk susceptible people could effectively control the spread of infectious diseases.

Key words: awareness programs; stability; high-risk population; sensitivity analysis

0 引言 

传染病的传播严重危害人类健康，给社会造成了巨大的生态、经济损失。例如，1918 年流感大

流行在全世界造成数千万人死亡［1］。SARS（严重急性呼吸系统综合征）的暴发导致了大规模的公

共卫生危机［2-3］。新型冠状病毒感染仍然是世界上最具破坏性的传染病之一，给社会和人民带来

了深远的影响［4-5］。

对于传染病，易感者中会存在一些特定的高风险人群，比如医护人员。同时，研究表明，流感
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的高危人群主要包括妊娠期妇女、儿童、65 岁以上老年人、慢性基础性疾病患者等［6］。Tylicki 等［7］

表明，老年人、男性、高血压患者和并发症患者构成了新型冠状病毒感染严重表现最典型的高危人

群。控制措施在缓解传染病传播方面发挥着重要作用。关于控制效果的研究经常使用最优控制

方法，该方法旨在以最低的成本将感染人数降至最低［8］。

人类对传染病的个人意识以及他们采取有效的预防措施以减少疾病传播的意愿也是传染病

控制措施的一个重要理念［9］。当传染病在人群中暴发时，有防范意识的感染个体产生警觉，采取

自我保护措施（如戴口罩、居家隔离、取消行程等），减少与易感者接触，从而有效控制疾病的传

播。许多学者使用动力学模型来描述个人意识对疾病传播的影响。Ndii 等［8］将易感人群分为有意

识易感者和无意识易感者，使用数学模型和最优控制方法研究了意识计划和病媒控制对疟疾传播

动力学的影响。模型结果表明，个人采取预防措施的意识可以有效减少与蚊子的接触，从而间接

控制疾病的发生。Kar 等［10］研究了媒体意识对疾病传播动态的数学模型，该模型考虑了由于媒体

报道的影响，有意识的易感个体转移到恢复者类。研究发现，通过媒体宣传活动增强意识可以有

效地降低疾病的发生率，从而有效抑制疾病的传播。Musa 等［11］提出并分析了一个关于尼日利亚

病毒传播动态的数学模型，该模型结合了针对轻度和重度病例的意识计划和不同的住院策略，以

评估个人意识对新型冠状病毒感染传播动态的影响。研究结果表明，增强意识计划可以有效控制

和缓解流行病。Aldila［12］提出的模型考虑了通过媒体活动的干预以增强人类的意识，以及通过快

速测试以跟踪现场未发现的病例。研究结果表明媒体宣传和快速检测策略相结合，能有效减少了

感染者的数量。Kumar 等［13］提出了一个非线性数学模型来评估社交媒体广告在提高人们对传染

病传播的认识和限制治疗方面的效果。研究结果表明，增加媒体和治疗的强度对控制疾病传播至

关重要。Al Basir 等［14］调查了在没有适当疫苗的情况下，增强意识运动和最佳控制技术对传染病

的影响。结果表明，宣传活动对控制传染病至关重要，而最优控制理论与媒体意识相结合，是控制

传染病的必要策略。上述研究意识影响的数学模型是将易感人群分为有意识易感者和无意识易

感者或将有意识的易感个体转移到恢复者类来制定的。

感染者的意识水平直接影响其对预防措施的采纳程度。意识到自己可能携带病毒的个体更

可能采取诸如佩戴口罩、保持社交距离、勤洗手等个人防护措施，从而降低传染给他人的风险。具

有较高健康意识的感染者在出现症状时可能会更快地寻求医疗帮助，并及时报告自己的病情，这

对于早期识别疫情、追踪接触者以及控制疾病的进一步扩散至关重要。所以在传染病模型中纳入

感染者的意识因素，有助于更加准确地模拟疾病传播过程，并为科学防控决策提供支持。例如：

Ibrahim 等［15］建立了疟疾的数学模型，并研究了意识对疟疾传播动力学的影响。该模型中将受感

染者分为有意识和无意识的受感染者。研究发现，这种认识是有助于减少疟疾发病率的一个重要

因素。所以，本文考虑了感染者的意识，将感染人群分为有意识感染者和无意识感染者。同时考

虑到易感者中存在一些特定的高风险人群，将易感人群分为高风险易感人群和低风险易感人群。

识别并区分出高危易感人群有助于公共卫生部门制定针对性地预防和干预策略。例如，在疫苗分

配上，可以优先保障高危群体。因此建立了一个具有意识影响的 S1S2EI1I2R 模型，并利用微分方程

定性理论分析了传染病模型的动态问题，此外，通过最优控制方法研究了疫苗接种和增强意识计

划对传染病传播动力学的影响。通过实施有效的控制措施，可以最大限度地减少感染人数，从而

有效控制传染病的传播。

1 模型构建 

将传染病传播区域的总人数分为高危易感者（S1）、低危易感者（S2）、潜伏者（E）、无意识感染

者（I1）、有意识感染者（I2）、康复者（R），其中 N= S1 + S2 + E+ I1 + I2 + R。根据病毒的传播机

理，构建如下具有意识影响的 S1S2EI1I2R 传染病传播动力学模型：
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dS1

dt =(1 - τ )Λ- β1S1 ( I1 + σI2 )-μS1，

dS2

dt = τΛ- β2S2 ( I1 + σI2 )-μS2 + r3R，

dE
dt =( β1S1 + β2S2 )( I1 + σI2 )-μE- αE，

dI1

dt = pαE- r1 I1 -μI1，

dI2

dt =(1 - p )αE- r2 I2 -μI2 -dI2，

dR
dt = r1 I1 + r2 I2 -μR- r3R，

（1）

其中： Λ表示易感者的常数输入率，τ表示低危易感者人群的比例，β1 表示高危易感者与感染者的接

触感染率，β2 表示低危易感者与感染者的接触感染率，σ表示有意识感染者的修正系数，p表示无意

识感染者人群的比例，α表示从暴露到感染级的进展率，r1 和 r2 分别表示无意识感染者和有意识感染

者的恢复率，r3 表示康复者重返低危易感者人群的比例，μ表示自然死亡率，d表示因病死亡率。

假设模型（1）满足的初始条件为 S1 ( 0 ) ≥ 0，S2 ( 0 ) ≥ 0，E ( 0 ) ≥ 0，I1 ( 0 ) ≥ 0，I2 ( 0 ) ≥ 0，R0 ≥ 0，

其中N= S1 + S2 + E+ I1 + I2 + R。由于
dN
dt = Λ- μN- dI2，则模型（1）的可行域为

Ω= ì
í
î
(S1，S2，E，I1，I2，R ) ∈ ℜ6

+|S1 + S2 + E+ I1 + I2 + R≤ Λ
μ
ü
ý
þ
。

2 基本再生数和平衡点的存在性 

易知模型（1）的一个无病平衡点 P0 = ( )(1 - τ )Λ
μ

，
τΛ
μ

，0，0，0，0 。利用下一代矩阵法 ［16］，计算

基本再生数。

F=

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷0 β1 (1 - τ )Λ
μ

+ β2τΛ
μ

( β1 (1 - τ )Λ
μ

+ β2τΛ
μ

)σ

0 0 0
0 0 0

， V=
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷

μ+ α 0 0
-pα r1 +μ 0

-(1 - p )α 0 r2 +μ+d
，

经过推导，基本再生数为：

R0 = ρ(FV-1 )= [ ]β1 (1 - τ )Λ+ β2τΛ [ ]pα( r2 +μ+d )+ σ (1 - p )α( r1 +μ )
μ( μ+ α )( r1 +μ )( r2 +μ+d ) 。

设模型（1）存在正平衡点 P∗ = (S∗
1，S∗

2，E∗，I ∗
1，I ∗

2，R∗ )，令模型（1）中右面等于 0，求解得

E∗ = m
pα
I ∗

1，I ∗
2 = m (1 - p )

np
I ∗

1，R∗ = r1 pn+ r2 (1 - p )m
pqn

I ∗
1，S∗

1 = (1 - τ )Λpnα
β1QI ∗

1 +μnpα
，

S∗
2 = gmn( β1QI ∗

1 +μnpα )-β1 (1 - τ )ΛpnαQ
β2Q ( β1QI ∗

1 +μnpα ) = αnpqτΛ+ r3MI ∗
1

β2QI ∗
1 +μnpqα

，

其中：

g= μ+ α，m= r1 + μ，n= r2 + μ+ d，q= μ+ r3，

Q= αpn+ σ (1 - p )mα，M= r1 pnα+ r2 (1 - p )mα，T= β1 (1 - τ )Λ+ β2τΛ
μ

。

I ∗
1 的值由方程（2）的解给出，

c2 I ∗
1

2 + c1 I ∗
1 + c0 = 0， （2）

其中：
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c2 = Q2 β1 β2 pα( r3M- qgmn )，c1 = qβ1 β2Q2 p2α2Λn ( )1 - β1 (1 - τ )+ β2τ
β2R0

+ c2 pαμn
β1Q

，

c0 = p3α3n3μ2gmq (R0 - 1)。
通过分析，有以下定理：
定理1 1）当 R0 > 1 且 qgmn> r3M时，模型（1）有一个正平衡点。

2）当 R0 < 1 且 qgmn> r3M时，（i）当 c1 < 0 时，模型（1）无正平衡点；（ii）当 c1 > 0 时，若 c2
1 =

4c2c0，则模型（1）有一个正平衡点，若 c2
1 > 4c2c0，则模型（1）有两个正平衡点。

3 平衡点的稳定性 

定理2 如果 R0 < 1 且m= n，则模型（1）的无病平衡点 P0 是局部渐近稳定的。
证明 模型（1）在无病平衡点 P0 处的 Jacobian 矩阵为

J ( P0 )=
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÷
-μ 0 0 -β1 (1 - τ )Λ

μ
-β1 (1 - τ )Λσ

μ
0

0 -μ 0 -β2τΛ
μ

-β2τΛσ
μ

r3

0 0 -(α+μ ) β1 (1 - τ )Λ+ β2τΛ
μ

σ [ β1 (1 - τ )Λ+ β2τΛ ]
μ

0

0 0 pα -( r1 +μ ) 0 0
0 0 (1 - p )α 0 -( r2 +μ+d ) 0
0 0 0 r1 r2 -( μ+ r3 )

。

矩阵 J ( P0 ) 的特征方程为

( λ+μ )2 ( λ+μ+ r3 )( λ+m ) é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúúλ2 + λ( g+m )+ TQ

m ( )1
R0

- 1 = 0。 （3）

（3）式有四个负特征根 λ1 = λ2 =-μ，λ3 =-( μ+ r3 )，λ4 =-m，其余两个特征根满足下面方程

λ2 + λ( g+m )+ TQ
m ( )1

R0
- 1 = 0。 （4）

其中 k1 = g+ m，k2 = TQ
m ( )1

R0
- 1 。

当 R0 < 1 且 m= n 时，k1 > 0，k2 > 0，则 λ5λ6 > 0，λ5 + λ6 < 0，所以 λ5，λ6 均小于 0，所以方程
（3）的所有根都具有负实部。由 Hurwitz 判据［17］可得，无病平衡点 P0 是局部渐近稳定的。

定理3 如果 R0 < 1，则模型（1）的无病平衡点 P0 是全局渐近稳定的。
证明 构造 Lyapunov 函数：

V=E+ β1S1 + β2S2

m
I1 + ( β1S1 + β2S2 )σ

n
I2。

沿着模型（1）的解对V进行求导，可得

V̇= Ė+ β1S1 + β2S2

m
İ1 + ( β1S1 + β2S2 )σ

n
İ2 =

( β1S1 + β2S2 )( I1 + σI2 )-gE+ β1S1 + β2S2

m
( pαE-mI1 )+ ( β1S1 + β2S2 )σ

n
[(1 - p )αE- nI2 ]≤

( )β1 (1 - τ )Λ
μ

+ β2τΛ
μ

( I1 + σI2 )-gE+ β1 (1 - τ )Λ+ β2τΛ
μm

( pαE-mI1 )+

[ β1 (1 - τ )Λ+ β2τΛ ] σ
μn

[(1 - p )αE- nI2 ]≤

T ( I1 + σI2 )- gE+ TpαE
m

- TI1 + Tσ (1 - p )αE
n

- TσI2 =
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-gE+ TpαE
m

+ Tσ (1 - p )αE
n

= g (R0 - 1)E。 （5）

  当 R0 ≤ 1 时，V̇≤ 0。因此，由 LaSalle 的不变性原理［18］，定理 3 得证。

定理4 如果 R0 > 1 且 qgmn> r3M，模型（1）的地方病平衡点 P∗ 是全局渐近稳定的。

证明 构造 Lyapunov 函数：

L= ( )S1 -S∗
1 -S∗

1 ln S1

S∗
1

+ ( )S2 -S∗
2 -S∗

2 ln S2

S∗
2

+ ( )E-E∗ -E∗ ln E
E∗ +

( )I1 - I ∗
1 - I ∗

1 ln I1

I ∗
1

+ ( )I2 - I ∗
2 - I ∗

2 ln I2

I ∗
2

+ ( )R-R∗ -R∗ ln R
R∗ 。

（6）

沿着模型（1）的解对 L进行求导，可得

L̇= ( )1 - S∗
1

S1
Ṡ1 + ( )1 - S∗

2

S2
Ṡ2 + ( )1 - E∗

E
Ė+ ( )1 - I ∗

1

I1
İ1 + ( )1 - I ∗

2

I2
İ2 + ( )1 - R∗

R
Ṙ。

令 x1 = S1

S∗
1
，x2 = S2

S∗
2
，x3 = E

E∗，x4 = I1

I ∗
1
，x5 = I2

I ∗
2
，x6 = R

R∗，化简上述等式

L̇=-(1 - τ )Λx1 ( )1 - 1
x1

2

- τΛx2( )1 - 1
x2

2

- β1 I ∗
1 S1 ( )x4 - x4

x1
+ 1
x1

- 1 -

σβ1 I ∗
2 S1 ( )x5 - x5

x1
+ 1
x1

- 1 - β2 I ∗
1 S2( )x4 - x4

x2
+ 1
x2

- 1 -

σβ2 I ∗
2 S2( )x5 - x5

x2
+ 1
x2

- 1 - r3R∗( )-x6 +x2 + x6

x2
- 1 -

( )-x1x4 + x1x4

x3
+x3 - 1 β1S∗

1 I ∗
1 - ( )-x1x5 + x1x5

x3
+x3 - 1 σβ1S∗

1 I ∗
2 -

( )-x2x4 + x2x4

x3
+x3 - 1 β2S∗

2 I ∗
1 - ( )-x2x5 + x2x5

x3
+x3 - 1 σβ2S∗

2 I ∗
2 -

pαE∗( )-x3 +x4 + x3

x4
- 1 -(1 - p )αE∗( )-x3 +x5 + x3

x5
- 1 -

r1 I ∗
1 ( )-x4 +x6 + x4

x6
- 1 - r2 I ∗

2 ( )-x5 +x6 + x5

x6
- 1 。

（7）

因此，当且仅当 x1 = 1，x2 = 1，x3 = 1，x4 = 1，x5 = 1，x6 = 1，则 L̇≤ 0。所以，由 LaSalle 的不变性原

理［18］，定理 4 得证。

定理5 当m= n时，模型（1）在 β1 = β ∗
1（即在 R0 = 1）处表现出后向分岔。

证明 设 x= ( x1，x2，x3，x4，x5，x6 )Τ = (S1，S2，E，I1，I2，R )Τ，可以将模型（1）重写为
dx
dt = f ( x )，其

中 f ( x ) = ( f ( x1 )，f ( x2 )，f ( x3 )，f ( x4 )，f ( x5 )，f ( x6 ) )Τ，即
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dx1

dt = f1 =(1 - τ )Λ- β1x1 ( x4 + σx5 )-μx1，

dx2

dt = f2 = τΛ- β2x2 ( x4 + σx5 )-μx2 + r3x6，

dx3

dt = f3 =( β1x1 + β2x2 )( x4 + σx5 )-μx3 - αx3，

dx4

dt = f4 = pαx3 - r1x4 -μx4，

dx5

dt = f5 =(1 - p )αx3 - r2x5 -μx5 -dx5，

dx6

dt = f6 = r1x4 + r2x5 -μx6 - r3x6。

（8）
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设 β1 = β ∗
1 = μ( μ+ α )( r1 + μ )( r2 + μ+ d )- β2τΛ [ pαn+ σ (1 - p )αm ]

(1 - τ )Λ [ pαn+ σ (1 - p )αm ] 。 当 m= n 且 β1 = β ∗
1

时，模型（8）在无病平衡点 P0 处的 Jacobian 矩阵为 J ( P0 )，其对应的特征多项式为 λ( λ+ μ )2 ( λ+
μ+ r3 )( λ+ m ) [( λ+( g+ m ) ] = 0。特征值为 λ1 = λ2 =-μ，λ3 =-( μ+ r3 )，λ4 =-m，λ5 =-( g+
m )，λ6 = 0。因此与零特征值相关的右特征向量为 ω= (ω1，ω2，ω3，ω4，ω5，ω6 )Τ，左特征向量为 v=

( v1，v2，v3，v4，v5，v6 )，其中 ω1 = mn(1 - τ )Λ
β1Qω3 + μmn

，ω2 = qmnτΛ+ r3 [ r1 pαn+ r2 (1 - p )αm ] ω3

qβ2Qω3 + μmnq
，ω3 = ω3 >

0，ω4 = pαω3

m
，ω5 = (1 - p )αω3

n
，ω6 = [ r1 pαn+ r2 (1 - p )αm ] ω3

mnq
，v1 = v2 = v6 = 0，v3 = v3 > 0，v4 =

[ β1 (1 - τ )Λ+ β2τΛ ] v3

μm
，v5 = σ [ β1 (1 - τ )Λ+ β2τΛ ] v3

μn
，并且 ω和 v满足 v ⋅ ω= 1。基于中心流形

理论［19］，需要计算 a= ∑
k，i，j= 1

6
vkωiωj

∂2 fk
∂xi∂xj

( P0，β ∗
1 )，b= ∑

k，i= 1

6
vkωi

∂2 fk
∂xi∂ϕ

( P0，β ∗
1 )。因此，

a= v3 ∑
i，j= 1

6
ωiωj

∂2 f3
∂xi∂xj

+ v4 ∑
i，j= 1

6
ωiωj

∂2 f4
∂xi∂xj

+ v5 ∑
i，j= 1

6
ωiωj

∂2 f5
∂xi∂xj

=

2v3ω3Q
mn

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úmn(1 - τ )Λβ1

β1Qω3 +μmn
+ qmnτΛ+ω3r3 ( r1 pαn+ r2 (1 - p )αm )

qQω3 +μmnq/β2
> 0，

b= (1 - τ )ΛQω3v3

μmn
> 0。

通过计算可知 a> 0 和 b> 0。因此，在 R0 = 1 时，a> 0 且 b> 0，模型（1）经历后向分岔。

4 数值模拟和敏感性分析 

下 面 通 过 数 值 模 拟 ，验 证 上 述 传 染 病 传 播 模 型 得 到 的 理 论 分 析 结 果 。 选 择 初 始 数 值

(S1，S2，E，I1，I2，R) = (0.296 4，0.697 6，0.000 049 7，0.000 381 3，0，0.005 569)。其他参数值如表 1 所示。

为了说明平衡点的局部稳定性，我们选择了不同的初始条件来模拟模型。图 1 证明了当基本

再生数 R0 > 1 时，地方病平衡点 P∗ 的局部渐近稳定性。图 2 模拟了无病平衡点和地方病平衡点的

全局稳定性。

从前面的分析中，我们可以看到，基本再生数决定了传染病模型的定性行为。因此，分析对R0 值影

响较大的参数是很重要的。为此，我们用公式 εpR0 = ∂R0

∂p
p
R0

来研究表 1中给出的各参数对R0 的影响［20］。

从表 1 中可以看出，参数 Λ，β1，β2，σ，p和 α与 R0 呈正相关，这些参数每增长或减少 10%，R0 分别

增加或减少 10%，4.6%，5.3%，4.2%，2.8% 和 0.000 206 9%。随着这些参数值的增加，病毒的感染

程度将变得更加严重。而 τ，r1，r2，μ和 d每增加 10%，R0 则分别减少 5.3%，5.7%，4.4%，10%，和

0.056%。r3 对 R0 没有影响。

表1　参数值及敏感性指数

Table 1　Values and the sensitivity indices of parameters

参数

Λ
β1

σ
α
r2

μ

数值

9.43 × 10-5

0.476
0.5
0.19

0.098 7
3.933 × 10-5

敏感性指数

+1.000 0
+0.461 5
+0.428 6
+0.000 020 69
-0.442 8
-1.006

参考文献

[9]
假设

假设

[9]
假设

[9]

参数

τ
β2

p
r1

r3

d

数值

0.7
0.238
0.4
0.1
0.41

0.001 3

敏感性指数

-0.538 5
+0.538 5
+0.287 5
-0.571 2

0
-0.005 6

参考文献

[21]
假设

假设

假设

[9]
[9]
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5 模型的最优控制 

传染病的最优控制是一个重要而复杂的问题。基于上述的敏感性分析，我们扩展了模型（1），

将高危易感人群的疫苗接种和增强意识计划（如社交平台、广播、电视和其他社交媒体上的媒体活

动）包括在内。假设高危易感人群的疫苗接种成功率为 u1。此外，增强意识方案可以增加具有保

护意识的感染者的数量。增强意识项目的比率为 u2。控制模型由以下微分方程组表示：
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ï
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dS1

dt =(1 - τ )Λ- β1S1 ( I1 + σI2 )-μS1 - u1S1，

dS2

dt = τΛ- β2S2 ( I1 + σI2 )-μS2 + r3R+ u1S1，

dE
dt =( β1S1 + β2S2 )( I1 + σI2 )-μE- αE，

dI1

dt = pαE- r1 I1 -μI1 - u2 I1，

dI2

dt =(1 - p )αE- r2 I2 -μI2 -dI2 + u2 I1，

dR
dt = r1 I1 + r2 I2 -μR- r3R。

（9）

定义目标函数

图1　当R0 > 1时，使用不同初始值的地方病平衡点P∗的稳定性

Fig. 1　The stability of epidemic equilibrium P∗using different initial values when R0 > 1

×10-4

×10-4

×10-5

图2　平衡点的稳定性模拟图

（a） R0 = 0.519，无病平衡点P0是全局渐近稳定的；（b） R0 = 1.60，地方病平衡点P∗是全局渐近稳定的

Fig. 2　Stability simulation of equilibrium point

(a) R0 = 0.519, the disease-free equilibrium point P0 is globally asymptotically stable; (b) R0 = 1.60, the equilibrium point of endemic 

diseases P∗ is globally asymptotically stable
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J ( u1，u2 )= ( )A1E+A2 I1 +A3 I2 + B1

2 u
2
1 + B2

2 u
2
2 dt， （10）

其中 T是实施控制策略的最终时间。系数A1，A2 和A3 分别是 E，I1 和 I2 正权重常数，B1 和 B2 表示收

益和成本的权重常数。定义控制集U={ }u= ( u1 ( t )，u2 ( t )：0 ≤ ui ( t ) ≤ 1，t ∈ [ 0，T ]，i= 1，2 是 Leb⁃
esgue 可测控制量。目标是找到一个最优控制对 ( u∗

1，u∗
2 )，使得

J ( u∗
1，u∗

2 )= min{ }J ( )u1 ( t )，u2 ( t ) | ( )u1 ( t )，u2 ( t ) ∈U 。

由模型（9）右端的有界性及式（10）的被积函数关于 ui ( t )( i= 1，2 ) 的凸性［22-23］，得到最优控制

对 ( u∗
1，u∗

2 ) 的存在性。

使用 Pontryagin 的最大原理［23］导出最优控制函数的必要条件，将最优控制问题转化为哈密顿

函数最小化问题。定义如下 Hamilton 函数

H=A1E+A2 I1 +A3 I2 + B1

2 u
2
1 + B2

2 u
2
2 + λ1 [(1 - τ )Λ - β1S1 ( I1 + σI2 )-μS1 - u1S1 ]+

λ2 [ τΛ- β2S2 ( I1 + σI2 )-μS2 + r3R+ u1S1 ]+ λ3 [( β1S1 + β2S2 )( I1 + σI2 )-μE- αE ]+
λ4 [ pαE- r1 I1 -μI1 - u2 I1 ]+ λ5 [(1 - p )αE- r2 I2 -μI2 -dI2 + u2 I1 ]+ λ6 [ r1 I1 + r2 I2 -μR- r3R ]，

（11）
其中 λ= ( λ1，λ2，λ3，λ4，λ5，λ6 )Τ，λi 是与 S1，S2，E，I1，I2 和 R相关的伴随变量。

定理 6 设 u∗
1 和 u∗

2 是（9）式中给出的控制问题的控制函数，S∗
1，S∗

2，E∗，I ∗
1，I ∗

2 和 R∗ 是状态变量的

解。则存在满足以下方程的伴随变量 λ1，λ2，λ3，λ4，λ5 和 λ6。
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dλ1

dt = β1 ( I1 + σI2 )( λ1 - λ3 )+ u1 ( λ1 - λ2 )+μλ1，

dλ2

dt = β2 ( I1 + σI2 )( λ2 - λ3 )+μλ2，

dλ3

dt = λ3 ( μ+ α )- λ4 pα- λ5 (1 - p )α-A1，

dλ4

dt =( λ1 - λ3 ) β1S1 +( λ2 - λ3 ) β2S2 + λ4 ( r1 +μ+ u2 )- λ5u2 - λ6r1 -A2，

dλ5

dt =( λ1 - λ3 )σβ1S1 +( λ2 - λ3 )σβ2S2 + λ5 ( r2 +μ+d )- λ6r2 -A3，

dλ6

dt =-λ2r3 + λ6 ( μ+ r3 )，

（12）

具有边界条件 λi (T ) = 0，i= 1，2，3，4，5，6。此外，最优控制策略 u∗
1 和 u∗

2 为

u∗
1 = max

ì
í
î
0，minìí

î
1，( λ1 - λ2 )S1

B1

ü
ý
þ

ü
ý
þ
， u∗

2 = max
ì
í
î
0，minìí

î
1，( λ4 - λ5 ) I1

B2

ü
ý
þ

ü
ý
þ
。 （13）

证明 利用 Pontryagin 的最大原理，对每个状态的哈密顿量进行导数运算，得到以下方程
dλi
dt =- ∂H

∂xi
， （14）

其中 λi，i= 1，2，3，4，5，6 分别表示 S1，S2，E，I1，I2，R。

最优控制 u∗
1 和 u∗

2 满足
∂H
∂u∗

i
= 0，i= 1，2。因此

u∗
1 = max

ì
í
î
0，minìí

î
1，( λ1 - λ2 )S1

B1

ü
ý
þ

ü
ý
þ
， u∗

2 = max
ì
í
î
0，minìí

î
1，( λ4 - λ5 ) I1

B2

ü
ý
þ

ü
ý
þ
。

在 Matlab［24］中利用前后扫描法［25］对最优系统进行了数值仿真。当实施（高危易感人群的疫苗接

种和增强意识计划）组合策略时，从图 3（a），图 3（c），图 3（d），图 3（e）和图 3（f）中可以观察到，高危易

感人群，无意识感染人群，有意识感染人群，潜伏人群和恢复人群的数量都减少了。从图 3（b）中观察

到，低危易感人群数量逐渐增加到 0.93。这意味着，社会上低危易感人群居多。控制结果表明，通过对

高危易感人群接种疫苗以及提高感染者的意识，可以有效降低感染率，从而有效控制传染病的传播。
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6 结论 

在本文中，我们提出了一个 S1S2EI1I2R 模型，该模型考虑了高、低风险的易感者和有、无意识的

感染者对传染病传播动力学的影响。首先，对这个数学模型进行了定性分析，求解了基本再生数

R0，并进行了稳定性分析和分岔分析。然后，对模型进行了数值模拟和灵敏度分析，讨论了参数对

基本再生数的影响。最后，为了更好地控制疫情，最大限度地减少感染者的数量，本文以高危易感

人群的疫苗接种率以及提高感染者的意识计划为控制变量，建立了最优控制系统。数值模拟验证

了理论分析的正确性。因此，为了减少和消除传染病的感染人数，应大力支持高危易感者接种疫

苗和增强感染者的意识计划。

注：（a-f） 表示采取控制前后S1 ( t )， S2 ( t )， E ( t )， I1 ( t )， I2 ( t )， R数量对比； （g） 表示控制变量 u ( t ) 和 t 的函数关系。

Note: (a-f) represents the quantity comparison of S1 ( t ), S2 ( t ), E ( t ), I1 ( t ), I2 ( t ), R before and after taking control; (g) represents 

the functional relationship between the control variables u ( t ) and t.
图3　最优控制模拟图

（a） 采取控制前后高危易感人群数量对比； （b） 采取控制前后低危易感人群数量对比； （c） 采取控制前后潜伏人群数量对比； 
（d） 采取控制前后无意识感染人群数量对比； （e） 采取控制前后有意识感染人群数量对比； （f） 采取控制前后恢复人群数量对

比； （g） 控制效果

Fig. 3　Simulations on optimal control

(a) Comparing the number of high-risk and susceptible populations before and after control; (b) comparing the number of low-risk 

susceptible populations before and after control; (c) comparing the number of latent populations before and after control; (d) comparing 

the number of people with unconscious infections before and after control; (e) comparing the number of conscious infected people before 

and after control; (f) comparing the number of recovered populations before and after control; (g) effectiveness of control

×10-4

×10-4

×10-3
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