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随机限制回归模型的自适应最小绝对收缩和选择算子方法
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（太原科技大学 应用科学学院，山西 太原 030024）

摘 要：随机限制最小绝对收缩和选择算子（M-Lasso）方法可以在变量选择的同时使用随机的先验信息，但是该方

法基于的最小绝对收缩和选择算子（Lasso）对每一个系数的惩罚是等权重的，这可能会导致某些重要的信息被过度

压缩。为此，本文提出随机限制自适应Lasso（Ma-Lasso）方法。该方法赋予系数不同的权重，并且在变量选择的同

时使用了随机先验信息，可提高估计的精度。通过数值实验结果分析发现，该方法在稀疏模型上表现出比其他方

法更小的均方误差，并且在发现率、真实发现率以及真实模型选择次数比例方面也具有一定的优势。最后，通过将

该方法应用于贵州茅台各季度财报数据和股票价格数据中，发现 Ma-Lasso 所构建的模型的贝叶斯信息准则

（Bayesian Information Criterion，BIC）值相较于M-Lasso方法下降了约5%，进一步验证了它的优越性。
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Abstract: The Mixed least absolute shrinkage and selection operator (M-Lasso) method can use random prior information at the 

same time as variable selection, but the minimum absolute shrinkage and selection operator (Lasso) based on this method is equally 

weighted for each coefficient, which may cause some important information to be overcompressed. To address this issue, this paper 

proposes the stochastic constrained adaptive Lasso (Ma-Lasso) method. The method assigns different weights to the coefficients and 

has oracle properties. It uses stochastic prior information along with variable selection, which can improve the precision of the esti‐

mation. The analysis of numerical experimental results reveals that the method exhibits a smaller mean square error on the sparse 

model than the other methods, and also has some advantages in terms of the discovery rate, the true discovery rate, and the ratio of 

the number of times the true model is selected. Finally, by applying Ma-Lasso to the quarterly financial data and stock price data of 

Kweichow Moutai, it is found that the BIC value of the model constructed by this method decreases by about 5% compared with M-

Lasso method, which further verifies its superiority.
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0 引言 

最小二乘法（Ordinary Least Square，OLS）是最常用的线性回归模型系数的估计方法。它通过

最小化结果变量的预测值与观测值之间的误差来估计回归模型中的参数。该方法可以对当前数

据集进行无偏估计，但容易导致过拟合现象。当误差项为异方差或者相关时，研究人员可以用广

义最小二乘法（Generalized Least Squares，GLS）来估计参数；而如果模型参数存在线性限制，则可以

使用受限最小二乘法（Restricted Least Squares，RLS）［1］。

但是当数据间存在多重共线性时，最小二乘法不再是一个有效估计［2-5］。为此，Hoerl 和 Ken⁃
nard 提出岭回归方法［6］，这是能够进行共线性数据分析的一种有偏估计回归方法。它可通过缩小

回归系数来减少预测误差，以缓解过度拟合，但它不能精确地将系数压缩为 0，不进行协变量选

择，除非调节参数 λ趋向于 ∞。Tibshirani［7］提出的最小绝对收缩和选择算子（Least Absolute Shrink⁃
age and Selection Operator，Lasso）方法正好克服了这一点，当调节参数 λ足够大时就会迫使一些系

数估计为 0，从而实现变量选择和系数估计［8-9］。Lasso 在生物信息学和经济学方面应用广泛［10-12］，

但是对于特征数大于样本个数的数据集，Lasso 方法最多可以选择 n个变量。Zou 等［13］将岭回归与

Lasso 的惩罚函数结合提出带有 L1 范数与 L2 范数惩罚项的弹性网 （Elastic net）方法，该方法可以

用来解决变量个数大于样本个数的情况。Zou［14］还在 Lasso 的基础上提出了自适应 Lasso 方法

（Adaptive Lasso，A-Lasso），该方法在 L1 范数惩罚下引入数据自适应的权重，比 Lasso 算法具有更

准确的变量选择和模型预测能力。

针对回归模型中随机先验限制问题，Theil［15］提出了混合估计方法（Mixed Estimator，ME）。该

方法将 OLS 和 GLS 相结合，同时使用样本的信息和额外的先验信息（如方差比等）进行估计。通

过这种方式，ME 方法可以提高估计的准确性和稳定性，特别是在样本容量较小的情况下，更能体

现出优势。但当数据特征大于样本量的时候，传统的解决随机限制的 ME 模型并不能得到很好的

效果。为了解决这一问题，Guler 等［16］将 ME 与 Lasso 进行结合，提出了混合 Lasso（Mixed-Lasso，
M-Lasso）估计。该方法很好地解决了随机限制在数据特征大于样本量的数据集下 ME 不能准确

估计的问题。

但由于 M-Lasso 基于的 Lasso 方法对每一个系数给与的惩罚权重是等同的，这就不可避免的会

导致对于重要变量的惩罚过重，对于不重要变量惩罚过轻，因而这可能就会导致模型的性能下降。

为此，本文将 M-Lasso 基于的 Lasso 方法改进为 A-Lasso 方法。通过引入 A-Lasso 方法，可以更准确

地为不同系数分配不同的惩罚权重，从而平衡对重要变量和不重要变量的惩罚程度，并提升模型

的性能和解释能力。另外，本文还通过仿真实验验证了在稀疏模型上，与其他方法相比，该方法具

有更小的均方误差。最后本文还通过实际应用，进一步验证了该方法在稀疏模型上的有效性。

1 模型及Ma-Lasso方法

考虑如下广义线性模型：

y*=X*β+ ε*， （1）

其中 y* = V
- 1

2 y，X* = V
- 1

2 X，ε∗ = V
- 1

2 ε。y是 n× 1 维的可观测的向量，X是 n× p维列满秩矩阵，

β是 p× 1 维未知参数向量，ε是 n× 1 维误差向量，其中 ε服从均值为 0，协方差为 σ 2V的正态分布，

V是给定的正定矩阵。将 OLS 应用于方程（1）中，得到广义最小二乘估计［17］，具体公式如下所示：

β̂GLS = arg min
β

RSS = (X TV-1X )-1
X TV-1 y=S-1X ∗ T y∗， （2）

其中残差平方和 RSS = 1
2 ∑
i= 1

n

( y ∗
i - ∑

j= 1

p

x∗
ij βj )2，并且 S= (X TV-1X )。
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若存在对 β的先验线性限制如下所示：

r=Rβ， （3）
其中 R是一个 m× p维先验矩阵，r是已知的 m× 1 维常数向量，并且 R的秩 rank (R) = m≤ p。在

公式（3）中给出的限制下，得到 RLS 模型估计如下：

β̂RLS = β̂GLS -S-1RT{RS-1RT}-1 (Rβ̂GLS - r )。 （4）
然而得到的先验信息可能具有一些随机性，这些随机性来自先前的统计分析或不确定理论所

获得的先验估计［18］。先验信息中的不确定性模型如下：

r=Rβ+ϕ ， （5）
其中 ϕ是m× 1 维误差向量，其均值为 0，协方差为 σ2W，W是已知的正定矩阵。

令 yA = (yT rT ) T
，XA = (X T RT ) T

，u= (εT ϕT ) T
，那么线性模型就可写成如下公式：

yA=XAβ+u， （6）

令 T= ( )V 0
0T W

是已知的正定矩阵，将 GLS 应用到上式中，得到 ME 估计，估计式如下［18］：

β̂ME = (X T
AT-1XA)-1

X T
AT-1 yA= (X TV-1X+RTW-1R)-1 (X TV-1 y+RTW-1r )。 （7）

然而上述方法并不能用于稀疏模型，Lasso 估计可用于估计稀疏模型，具体估计式如下：

β̂Lasso (λ)= arg min
β

ì
í
î
RSS + λ∑

j= 1

p

|| βj
ü
ý
þ
 ， （8）

其中 λ是一个非负的调优参数，用于控制回归系数压缩的程度，数值越大则惩罚力度越强。参数 λ
使用贝叶斯信息准则（Bayesian Information Criterion，BIC）方法进行选择，具体公式如下：

BIC (λ)= log (σ̂ 2)+df
log ( )n
n

， （9）

其中 σ̂ 2 = RSS
n

，df是非零系数的个数，λ= 2k- 15，其中 k= 1，2，3，…，20。通过给出 λ计算 BIC 值，取

值最小的 BIC 值所对应的调优参数的值即为模型的最优 λ。

Zou［14］通过在∑
j= 1

p

|| βj 惩罚项前增加权重，对Lasso进行改进，提出自适应Lasso方法（Adaptive-Lasso）［14］。

在该方法中，惩罚项变成了∑
j= 1

p

ŵ || βj ，其中 ŵ = 1
|| βj
γ，γ是一个任意的非负数。公式如下：

β̂A -Lasso (λ)= arg min
β

ì
í
î
RSS + λ∑

j= 1

p

ŵ || βj
ü
ý
þ
  。 （10）

采用 A-Lasso 进行变量选择，能够使得对响应变量重要的变量更易进入模型， 而对其不重要

的变量更易被剔除，并且在更好地实现变量选择的同时也能够有效减小系数估计的偏差。因此相

比于 Lasso 方法， 自适应 Lasso 方法也更适用于观测指标数 p和样本量N的比值非常大的情况。

将 Lasso 模型中加入先验信息，可以提高估计的准确性和稳定性。Guler 等提出 M-Lasso［16］，可

用于具有随机限制的大数据集。他将 ME 和 Lasso 结合，以希望在选择正确模型的同时减少均方

误差（Mean Squared Error， MSE）。M-Lasso 模型如下所示：

β̂M -Lasso (λ)= arg min
β

ì
í
î

1
2 u

∗ Tu∗ + λ∑
j= 1

p

|| βj
ü
ý
þ
， （11）

其中 u∗ = T
- 1

2u= (ε∗T
ϕ∗T ) T

，T
- 12 = ( )V

- 1
2 0

0T W
- 1

2

，u= (εT ϕT ) T
。
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A-Lasso 有着比 Lasso 更为精确的模型选择能力，且具有 oracle 性质。受 M-Lasso 的启发，本文

将 ME 与 A-Lasso 结合，提出混合自适应 Lasso 估计（Ma-Lasso），希望其在具备随机限制的大数据

集上有着比 M-Lasso 更为优秀的表现。为了得到 Ma-Lasso 估计，本文对线性模型进行变换：

yA ∗ =XA
∗β+u∗， （12）

其中 yA ∗ = T
- 1

2 yA = (y*T

r*
T ) T

，XA
∗ = T

- 1
2XA = (X*T

R*T ) T 。将变换后的 yA ∗，XA
∗，u∗ 代入 A-Lasso

模型中，得到如下估计：

β̂Ma -Lasso (λ)= arg min
β

ì
í
î
RSS∗ + λ∑

j= 1

p

ŵ || β j
ü
ý
þ
， （13）

其中 RSS∗ = 1
2 ∑
i= 1

n

( yA *
i - ∑

j= 1

p

xA *
ij βj )2。其求解算法如下所示。

2 仿真实验 

本节通过蒙特卡罗实验来比较上述所有方法的 MSE。使用 Tibshirani［7］提到的仿真数据进行

了四组实验，如下所示：

实验一：在这组实验中，生成样本量 n= 20 且 β= (3，1.5，0，0，2，0，0，0) T
的数据。预测因子 X

服从均值为 0，协方差为 Σ的多元正态分布。Σ是对角元素为 1，非对角元素为 0.5 || i- j 的矩阵。误

差项是由均值为 0，标准差为 3 的正态分布生成的。

实验二：对于每一个 j，有 βj = 0.85，其余参数与实验一相同。

实验三： β1 = 5，βj = 0   ( j= 2，3，…，8) ，误差项是由均值为 0，标准差为 2 的正态分布生成的，

其余参数与实验一相同。

实验四：样本量为 n= 100 且 β= ( 0，⋯，0
10

， 2，⋯，2
10

， 0，⋯，0
10

， 2，⋯，2
10

) T

预测因子 X由 xij = zij +

zi 生成，其中 zij 和 zi 是独立的标准正态分布变量。误差项是由均值为 0，标准差为 15 的正态分布

生成。

误差项由两个不同过程产生：（1）White Noise（WN）误差：ε ~N (0，σ 2V )，V= In。（2）一阶自回

归模型（AR（1））的误差：εi = 0.5εi- 1 + ei，其中 ei 是由均值为 0 ，方差为 σ 2
e = σ 2(1 - 0.52)的正态分

布生成的。即 ε ~N (0，σ 2V )，其中V= (0.5 || i- j )。
随机限制

r=Rβ+ϕ； （14）

算法 求解Ma-Lasso估计

1.  由r=Rβ+ϕ，得到随机限制r，其中ϕ∼N (0,σ2W )；
2.  将y，X进行变换：XA ∗ =T

- 1
2XA= (X*T

R*
T ) T

，yA ∗ =T
- 1

2 yA= (y*T
r*

T ) T
 ；

3.  求解最优调优参数λ：
a)  由λ= 2k- 15，k= 1,2,3,⋯,20得到λ的集合，

b)  通过公式：BIC (λ)= log (σ̂2)+df
log ( )n
n

，计算每一个λ对应的BIC 值，

c)  选择BIC值最小时对应的λ为最优调优参数λ。
4.  计算Ma-Lasso的系数值。将XA ∗，yA ∗，以及最优调优参数λ代入下面模型，

β̂Ma -Lasso (λ)= arg min
β

ì
í
î

ïï
ïï
RSS∗ + λ∑

j= 1

p

ŵ || βj
ü
ý
þ

ïïïï
ïï
。

5.  输出 β̂Ma -Lasso。
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ϕ∼N (0，σ 2W )， （15）
其中 ϕ的方差有两种：

（i）σ 2W= 0.1Im（Loose 先验信息），

（ii）σ 2W= 0.05Im（Tight 先验信息）。

限制矩阵 R有两种：

（1）　当 p= 8 时，R=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú( )1 0 0 0 0T

0T ( )1 0 0 0
2 × 8

；　

当 p= 40 时，R=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

ú( )1 0 0 0 ⋯ 0T

⋮ ⋱ ⋮
0T ⋯ ( )1 0 0 0

10 × 40

。

（2）　当 p= 8 时，R=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú( )1 0 0T 0T 0T

0T ( )1 0 0T 0T

0T 0T ( )1 0 0T

0T 0T 0T ( )1 0
4 × 8

；　

当 p= 40 时，R=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú( )1 0 0T ⋯ 0T

0T ( )1 0 ⋯ 0T

⋮ ⋮ ⋱ 0T

0T 0T ⋯ ( )1 0
20 × 40

。

其中第一种方案中m= p
4 ，第二种方案中m= p

2 。

模拟过程中，参数 β，X，R在仿真前设定。在每组实验中，ε和 ϕ由上述方案生成，y和 r由公式

（1）和（14）生成。通过 GLS， RLS， ME， Lasso， A-Lasso， M-Lasso， Ma-Lasso方法进行参数估计。

本文通过均方误差（Mean Squared Error，MSE），发现百分比（Discovery Percentage， DP），真实

发现率（True Discovery Percentage，TDP），选择真实模型的次数比例（Proportion of Times that the 
True model is Selected，PTTS）作为评价指标［1］。公式如下：

MSE ( β̂ )= 1
10 000 ∑

H= 1

10 000 ( β̂H-β ) T( β̂H-β )， （16）

DP ( β̂ )= 1
10 000 ∑

H= 1

10 000 #( β̂H，j= 0 βj= 0 )
#( βj= 0 ) 100， （17）

TDP ( β̂ )= 1
10 000 ∑

H= 1

10 000 #( β̂H，j≠ 0 βj≠ 0 )
#( βj≠ 0 ) 100， （18）

其中 β̂H 是第H次重复试验得到的估计值，# ( ⋅ )是满足条件的次数。DP 和 TDP 用于测量稀疏（或

非稀疏）系数被正确估计的实际百分比。PTTS 是当实际参数为零时，估计的模型参数为零，当实

际参数不为零时，其不等于零的次数百分比，即满足所有零估计为零，所有非零估计为非零的次数

百分比。

本文使用 R 语言（版本 4.2.1）进行编程模拟，实验重复次数为 10 000，研究结果如表 1—表 8
所示。

表 1—表 8 显示了不同方法在不同先验限制下的各种性能的结果。

表 1 和表 2 的结果对比表明，在一阶自回归模型（AR（1））的误差下的 MSE 明显小于 White 
Noise（WN）误差下的 MSE。Ma-Lasso 在 MSE 方面展现出了显著的优势。其 MSE 不仅比 M-Lasso
小 0.2，而且比其他方法减少了 30% 甚至更多。这表明在处理某些类型的数据时，Ma-Lasso 具有更
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高的预测精度和稳定性。此外，从 DP 的结果来看，虽然 Ma-Lasso 不是最优的，但它在正确估计零

系数的能力上与 M-Lasso 相差不大，并且明显优于其他方法。这进一步证明了 Ma-Lasso 在变量选

择上的有效性。另外，从 PTTS 的结果上看，Ma-Lasso 在带白噪声误差的随机限制下，其性能略低

于 M-Lasso，而在带有 AR（1）误差的随机限制下，其性能与 M-Lasso 的性能相同。

表 3 和表 4 的结果对比表明，在非稀疏模型下，一阶自回归模型的误差下的 MSE 大于 White 
Noise 误差下的 MSE。在非稀疏数据或特定条件下，M-Lasso 的 MSE 表现最优，而 Ma-Lasso 虽然

不是最优的，但在除 M-Lasso 外的其他方法中表现最好。同时，TDP 的结果也显示 Ma-Lasso 在某

些条件下表现最优，但在 PTTS 的结果中，M-Lasso 再次优于 Ma-Lasso。
表 5 和表 6 的结果对比与表 1 和表 2 的结果一致，进一步验证了稀疏模型下，一阶自回归模型

的误差下的 MSE 要小于 White Noise 误差下的 MSE。表 5 和表 6 的共同结果再次验证了 Ma-Lasso

表1　实验一［n=20， p=8， White Noise （WN）误差］在不同方法和不同先验限制下的各种性能指标的结果

Table 1　The results of various performance indicators obtained in experiment one [n=20, p=8, White Noise (WN) Error] using

different methods and prior constraints

模型估计

GLS
RLS
RLS
ME
ME

Lasso
M-Lasso
M-Lasso
A-Lasso

Ma-Lasso
Ma-Lasso

m

-
2
4
2
4

-
2
4

-
2
4

Loose prior information(Loose先验信息)
MSE

12.453
7.583
3.310
7.531
3.261
7.415
2.973
1.945
7.544
2.947
1.768

DP/%
-
-
-
-
-

56.11
69.28
82.70

72.31
78.67
79.97

TDP/%
-
-
-
-
-

90.34
93.83
94.12

86.20
87.69
89.55

PTTS
-
-
-
-
-
8.00

31.00
44

14
22
29

Tight prior information(Tight先验信息)
MSE
9.825
4.570
2.256
4.560
2.236
4.708
1.926
1.419
6.305
1.672
1.216

DP/%
-
-
-
-
-

64.79
74.59
84.16

70.47
72.20
76.60

TDP/%
-
-
-
-
-

95.41
97.98

95.87
86.37
94.35
94.08

PTTS
-
-
-
-
-
25
32
33

13
18
23

注：粗体表示在给定评估标准下的最佳估计量； DP表示零系数被正确估计的百分比； TDP表示非零系数被正确估计的百分

比； PTTS表示所有非零系数和零系数被正确估计的百分比。在这组实验中，生成样本量n= 20且β= (3，1. 5，0，0，2，0，0，0) T

的数据。预测因子X服从均值为0，协方差为Σ的多元正态分布。 Σ是对角元素为1，非对角元素为0. 5 || i- j 的矩阵。误差项是

由均值为0，标准差为3的正态分布生成的。表中“-”表示此项未测量。表中“-”表示此项未测量。下同。

表2　实验一［n=20， p=8， AR（1）误差］在不同方法和不同先验限制下的各种性能指标的结果

Table 2　The results of various performance indicators obtained in experiment one [n=20, p=8, AR (1) Error] using

different methods and prior constraints

模型估计

GLS
RLS
RLS
ME
ME

Lasso
M-Lasso
M-Lasso
A-Lasso

Ma-Lasso
Ma-Lasso

m

-
2
4
2
4
-
2
4
-
2
4

Loose prior information(Loose先验信息)
MSE

12.525
4.368
2.574
4.334
2.494
7.376
1.732
1.520
6.855
1.556
1.395

DP/%
-
-
-
-
-

38.11
82.64
93.12

74.75
77.17
83.21

TDP/%
-
-
-
-
-

97.12

94.95
95.39
83.45
90.92
90.82

PTTS
-
-
-
-
-

6
31
36

15
23
36

Tight prior information(Tight 先验信息)
MSE
7.376
5.136
1.872
5.118
1.860
5.950
2.105
1.375
4.557
2.176
0.998

DP/%
-
-
-
-
-

48.65
80.88
88.67

69.43
75.01
85.58

TDP(%)
-
-
-
-
-

92.24
90.93
92.87

74.75
88.37
90.26

PTTS
-
-
-
-
-
7.00

31
35

9
16
29
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在某些场景下的优势。其 MSE 比 M-Lasso 小 0.1，并且远小于其他方法。这表明在处理稀疏数据

时，Ma-Lasso 仍然具有显著的优势。然而，从 PTTS 的结果来看，无论是带有白噪声误差还是 AR
（1）误差的随机限制条件下，Ma-Lasso 都不再是最优的方法。

表 7 和表 8 的结果对比表明，在高维数据下，一阶自回归模型的误差下的 MSE 也大于 White 
Noise 误差下的 MSE。根据表 7 和表 8 的共同结果，M-Lasso 在 MSE 方面再次表现出最优的性能，

而 Ma-Lasso 与其他方法相比存在一定的差距。从 TDP 的结果来看，Ma-Lasso 仍然是最好的方法

之一，但在 PTTS 的结果中，M-Lasso 再次优于了 Ma-Lasso。
综上所述，在系数稀疏的情况中，Ma-Lasso 的效果比 M-Lasso 的效果好，而其在系数不是稀疏

的情况中的效果没有 M-Lasso 好。这表明在处理具有稀疏解并且带有随机限制的线性模型时，

Ma-Lasso 比 M-Lasso 的效果好。并且由于数据的生成具有随机性，MSE 的结果虽会在一定范围内

波动，但总体来说 Ma-Lasso 在稀疏模型上的 MSE 优于其他模型。从 DP 的结果上来看，Ma-Lasso
优于除 M-Lasso 以外的其他方法。这表明 Ma-Lasso 在发现真实的 0 系数能力上与 M-Lasso 相差无

表3　实验二［n=20， p=8，White Noise（WN）误差］在不同方法和不同先验限制下的各种性能指标的结果

Table 3　The results of various performance indicators obtained in experiment two [n=20, p=8, White Noise (WN) Error] using

different methods and prior constraints

模型估计

GLS
RLS
RLS
ME
ME

Lasso
M-Lasso
M-Lasso
A-Lasso

Ma-Lasso
Ma-Lasso

m

-
2
4
2
4

-
2
4

-
2
4

Loose prior information(Loose先验信息)
MSE
8.083
4.943
3.796
4.913
3.755
5.536
3.839
3.200

6.692
5.122
3.775

DP/%
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

TDP/%
-
-
-
-
-

72.68
74.26
73.54
51.36
68.58
76.56

PTTS
-
-
-
-
-
11
16
24

1
1
8

Tight prior information(Tight 先验信息)
MSE
9.628
6.696
3.278
6.699
3.231
5.836
4.384
2.925

7.511
5.453
3.551

DP/%
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

TDP/%
-
-
-
-
-

70.28
68.76
72.91
48.98
70.53
83.51

PTTS
-
-
-
-
-

9
16
24

0
3

18

注：在这组实验中，对于每一个 j，有βj= 0. 85，其余参数与实验一相同。

表4　实验二［n=20， p=8， AR （1）误差］在不同方法和不同先验限制下的各种性能指标的结果

Table 4　The results of various performance indicators obtained in experiment two [n=20, p=8, AR (1) Error] using

different methods and prior constraints

模型估计

GLS
RLS
RLS
ME
ME

Lasso
M-Lasso
M-Lasso
A-Lasso

Ma-Lasso
Ma-Lasso

m

-
2
4
2
4

-
2
4

-
2
4

Loose prior information(Loose先验信息)
MSE

11.394
8.121
4.400
8.025
4.314
7.219
4.777
3.598

7.217
6.371
5.132

DP/%
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

TDP/%
-
-
-
-
-

76.74
71.98
65.53
55.8
72.71
85.09

PTTS
-
-
-
-
-
30

7
7
0
0

22

Tight prior information(Tight 先验信息)
MSE
6.364
3.013
1.975
3.011
1.951
5.523
2.615
1.949

7.119
4.117
2.939

DP/%
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

TDP/%
-
-
-
-
-

85.61

79.61
83.66
58.28
73.11
85.45

PTTS
-
-
-
-
-
42

34
39

0
3

15

注：在这组实验中，对于每一个 j，有βj= 0. 85，其余参数与实验一相同。
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几，并且优于其他的估计量。从 PTTS 的结果上看，M-Lasso 的结果最优，Ma-Lasso 的结果优势不

明显但总体还是优于其他方法或与其他方法相差不大。因此，在实际应用中，我们需要根据具体

的数据特征和问题背景来选择合适的模型和方法。

3 实际应用 

我们将新方法应用于选择影响股票价格特征的数据集中［19］，该数据收集了从 2009 年 6 月 30 日

到 2021 年 6 月 30 日的贵州茅台各季度财报数据和股票价格数据。在主要指标中选取了营业收入

（X1）、营业成本（X2）、营业利润（X3）、利润总额（X4）、所得税费用（X5）、净利润（X6）、每股收益

（X7）、货币资金（X8）、存货（X9）、流动资产合计（X10）、固定资产净额（X11）、资产总计（X12）、流动负

债合计（X13）、负债合计（X14）、所有者权益合计（X15）、期初现金及现金等价物余额（X16）、期末现金

及现金等价物余额（X17）共计 17 个特征作为影响股票价格的截面数据特征。另外经过对数据进行

探索性研究后，发现股票价格呈现一种指数型增长的趋势，而其他特征的增长模式为一般的线性

表5　实验三［n=20， p=8， White Noise （WN）误差］在不同方法和不同先验限制下的各种性能指标的结果

Table 5　The results of various performance indicators obtained in experiment three [n=20, p=8, White Noise (WN) Error] using

different methods and prior constraints

模型估计

GLS
RLS
RLS
ME
ME

Lasso
M-Lasso
M-Lasso
A-Lasso

Ma-Lasso
Ma-Lasso

m

-
2
4
2
4

-
2
4

-
2
4

Loose prior information(Loose先验信息)
MSE
3.649
2.658
1.785
2.539
1.616
1.250
0.639
0.423
0.744
0.495
0.332

DP/%
-
-
-
-
-

78.09
94.12
96.18

80.26
77.03
78.26

TDP/%
-
-
-
-
-
100

100

100

100

100

100

PTTS
-
-
-
-
-
36
73
77

29
24
29

Tight prior information(Tight 先验信息)
MSE
3.947
2.509
1.307
2.485
1.272
1.570
0.538
0.313
1.029
0.560
0.244

DP/%
-
-
-
-
-

81.77
95.42
98.58

82.38
79.88
83.47

TDP/%
-
-
-
-
-
100

100

100

100

100

100

PTTS
-
-
-
-
-
30
79
90

39
29
35

注：在这组实验中，β1 = 5，βj= 0( j= 2，3，⋯，8 )误差项是由均值为0，标准差为2的正态分布生成的，其余参数与实验一同。

表6　实验三［n=20， p=8， AR（1）误差］在不同方法和不同先验限制下的各种性能指标的结果

Table 6　The results of various performance indicators obtained in experiment three [n=20, p=8, AR (1) Error] using

different methods and prior constraints

模型估计

GLS
RLS
RLS
ME
ME

Lasso
M-Lasso
M-Lasso
A-Lasso

Ma-Lasso
Ma-Lasso

m

-
2
4
2
4

-
2
4

-
2
4

Loose prior information(Loose先验信息)
MSE
3.387
2.687
1.870
2.575
1.654
1.398
0.364
0.399
0.508
0.415
0.228

DP/%
-
-
-
-
-

64.35
95.74
97.41

80.72
78.71
81.60

TDP/%
-
-
-
-
-
100

100

100

100

100

100

PTTS
-
-
-
-
-
14
77
81

34
28
29

Tight prior information(Tight 先验信息)
MSE
4.052
2.678
1.013
2.667
0.979
1.566
0.474
0.338
0.660
0.383
0.282

DP/%
-
-
-
-
-

60.51
95.04
97.09

78.77
83.86
83.37

TDP/%
-
-
-
-
-
100

100

100

100

100

100

PTTS
-
-
-
-
-
17
80
89

28
38
35

注：在这组实验中，β1 = 5，βj= 0( j= 2，3，⋯，8 )误差项是由均值为0，标准差为2的正态分布生成的，其余参数与实验一同。
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增长，因此对股票价格 p取对数。其所构建的模型如下式：

ln ( p)= β1X1 + β2X2 + β3X3 + … + β17X17 + ε。 （19）

由于数据集没有先验限制，因此本文使用 GLS 和 Lasso 的估计值来形成这种先验限制。该限

制为 β4 - β1 - β6 + β14 = 1，β1 + β4 - β8 + β13 + β17 = 0.5。
衡量模型选择功效的 BIC 准则计算公式如下：

BIC = k ln (n)- 2ln (L)， （20）
其中 k为模型参数的数量，n为样本个数，似然函数 L如下式：

L= (Y ∗ -X ∗β ) T(Y ∗ -X ∗β )。 （21）
根据表 9 的结果，各个参数估计值的符号是相似的，这表明以上方法在对该数据集进行建模时，

表7　实验四［n=100， p=40， White Noise（WN）误差］在不同方法和不同先验限制下的各种性能指标的结果

Table 7　The results of various performance indicators obtained in experiment four [n=100, p=40, White Noise (WN) Error] using

different methods and prior constraints

模型估计

GLS
RLS
RLS
ME
ME

Lasso
M-Lasso
M-Lasso
A-Lasso

Ma-Lasso
Ma-Lasso

m

-
2
4
2
4
-
2
4
-
2
4

Loose prior information (Loose先验信息)
MSE

159.046
99.499
56.789
99.512
56.707
54.865
42.365
27.887

125.848
92.442
58.937

DP/%
-
-
-
-
-

71.17
76.13
78.14
82.23
84.52
84.92

TDP/%
-
-
-
-
-

79.66
83.47
92.53

51.11
63.98
79.44

PTTS
-
-
-
-
-
0
0
0
0
0
0

Tight prior information (Tight 先验信息)
MSE

154.275
90.757
52.266
90.808
52.274
57.404
42.475
28.454

126.143
89.750
56.922

DP/%
-
-
-
-
-

64.77
71.19
76.66
82.23
85.26
88.08

TDP/%
-
-
-
-
-

77.96
85.80
92.26

49.27
65.90
81.47

PTTS
-
-
-
-
-
0
0
0
0
0
0

注：在本组实验中，样本量为n= 100，预测因子X由xij= zij+ zi生成，其中 zij和 zi是独立的标准正态分布变量。误差项是由

均值为0，标准差为15的正态分布生成。

表8　实验四［n=100， p=40， AR（1）误差］在不同方法和不同先验限制下的各种性能指标的结果

Table 8　The results of various performance indicators obtained in experiment four [n=100, p=40, AR (1) Error] using

different methods and prior constraints

模型估计

GLS
RLS
RLS
ME
ME

Lasso
M-Lasso
M-Lasso
A-Lasso

Ma-Lasso
Ma-Lasso

m

-
2
4
2
4
-
2
4
-
2
4

Loose prior information(Loose先验信息)
MSE

101.493
65.037
40.836
64.944
40.598
57.143
39.776
28.755

96.101
91.794
84.202

DP/%
-
-
-
-
-

61.207
66.38
70.64
80.91
87.51
89.73

TDP/%
-
-
-
-
-

78.61
90.59
95.51

20.01
15.41
10.16

PTTS
-
-
-
-
-
0
1
4

0
0
0

Tight prior information(Tight 先验信息)
MSE

115.051
67.700
37.241
67.667
37.286
57.883
32.317
20.208

98.294
92.000
85.300

DP/%
-
-
-
-
-

59.75
70.25
76.07
82.65
85.04
86.22

TDP/%
-
-
-
-
-

78.86
89.25
94.74

16.89
15.83
14.24

PTTS
-
-
-
-
-
0
0
0
0
0
0

注：在本组实验中，样本量为n= 100，预测因子X由xij= zij+ zi生成，其中 zij和 zi是独立的标准正态分布变量。误差项是由

均值为0，标准差为15的正态分布生成。
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对于参数的影响方向是一致的。另外通过估计值的结果发现，GLS， RLS， ME 的估计值不是稀疏

的，表明这些方法并不能很好地提供一个稀疏解。而从 BIC 的值的结果来看，Ma-Lasso 的 BIC 值是

最小的，说明 Ma-Lasso 可以很好地应用于所构建的模型，用于选择合适的影响股票价格的特征。从

经济学角度来看，通常我们期望利润总额与股票价格之间存在正相关关系，即利润越高，股票价格

越高；而所得税费用与股票价格之间通常会存在负相关关系，即所得税费用越高，股票价格越低。

然而，根据 GLS 等的结果，这两个关系与通常的预期相反。但是从 Ma-Lasso 的结果来看，营业利

润、利润总额以及资产总计对于股票价格有正影响，在一般情况下，我们期望营业利润、利润总额以

及资产总计对股票价格具有正相关的影响，即这些指标的增加通常会伴随着股票价格的上涨。这表

明 Ma-Lasso 所选出来的影响股票价格的特征与经济理论预期相吻合。

4 结论 

受 M-Lasso 的启发，本文将 ME 和 A-Lasso 结合，提出 Ma-Lasso 方法，并通过仿真数据比较

GLS， RLS， ME， Lasso， M-Lasso 的 MSE。结果表明，在稀疏模型中，Ma-Lasso 的结果优于上述其

他方法。这表明，Ma-Lasso 在处理稀疏模型问题上能给出更精确的参数估计，较其他方法更有优

势。最后将 Ma-Lasso 与其他方法一起应用到贵州茅台各季度财报数据和股票价格数据中，从所选

特征和 MSE 的结果看，Ma-Lasso 均给出一个较为理想的结果，符合经济理论。这进一步说明 Ma-
Lasso 在处理实际问题中有其独有的优越性，可以应用在金融领域等领域。

尽管 Ma-Lasso 在稀疏模型上的表现优于 M-Lasso，并能更好地选择影响股票价格的特征，但是在

非稀疏模型上其表现不如 M-Lasso。因此，实际应用中可根据需求进行综合考虑，选择合适的方法。

参考文献：

[1]  GULER H, GULER E O. Sparsely Restricted Penalized 

Estimators[J]. Commun Stat Theory Meth, 2021, 50(7): 

1656-1670. DOI: 10.1080/03610926.2019.1682164.

[2]  DONOHO D L. High-dimensional Data Analysis: The 

Curses and Blessings of Dimensionality[C]//American 

Mathematical Society Math Challenges Lecture. Provi‐

dence, Rhode Island: AMS, 2000, 1(2000): 1-32.

表9　各模型的参数估计值及BIC值

Table 9　Parameter estimates and BIC values of each model

参数

营业收入/万元

营业成本/万元

营业利润/万元

利润总额/万元

所得税费用/万元

净利润/万元

每股收益/万元

货币资金/万元

存货/万元

流动资产合计/万元

固定资产净额/万元

资产总计/万元

流动负债合计/万元

负债合计/万元

所有者权益合计/万元

期初现金及现金等价物余额/万元
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