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（n-m，k-m）-星图子网络的可靠性评估

冯凯*，杨嵛迦
（山西大学 计算机与信息技术学院，山西 太原 030006）

摘 要：多处理器系统互连网络的子网络可靠性是衡量系统性能的一个关键指标。为了刻画（n，k）-星图中（n-m，

k-m）-星图子网络的容错性能，在概率故障条件下分析了（n，k）-星图中存在无故障（n-m，k-m）-星图子网络的概

率。对于1≤k≤n-1和1≤m≤k-1，得出了（n-m，k-m）-星图子网络存在概率的上下界的理论公式，给出了仅考虑

点故障的（n，k）-星图的无故障（n-m，k-m）-星图子网络的搜寻算法，并基于蒙特卡罗模拟提出了评估无故障（n-m，

k-m）-星图子网络的存在概率的近似方法。实验结果表明，随着顶点可靠性逐渐变小，得出的（n-m，k-m）-星图子

网络存在概率的上下界与近似评估结果基本吻合；当顶点可靠性较高或（n-m，k-m）-星图子网络存在概率的上下

界相差较大时，利用基于蒙特卡罗的近似方法可以得出较为精确的评估结果。
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Reliability Evaluation of (n-m, k-m)-star Graph Subnetworks

FENG Kai*, YANG Yujia

(School of Computer and Information Technology, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

Abstract: The subnetwork reliability of the interconnection network of a multiprocessor system is a key indicator to assess the perfor‐

mance of the multiprocessor system. In order to characterize the fault tolerance of (n-m,k-m)-star graph subnetworks in an (n,k)-star 

graph, the probability of existing fault-free (n-m,k-m)-star graph subnetworks in an (n,k)-star graph under probabilistic fault condi‐

tion is analysed. For 1≤k≤n-1 and 1≤m≤k-1, the theoretical formulas of the upper and lower bounds of the probability of exist‐

ing (n-m,k-m)-star graph subnetworks are obtained, and an algorithm for searching fault-free (n-m,k-m)-star graph subnetworks in an 

(n,k)-star graph with only node failures is given. Moreover, an approximate method for evaluating the existence probability of fault-

free (n-m,k-m)-star graph subnetworks is given based on Monte Carlo simulation. The experimental results show that the upper and 

lower bounds of the probability of existing (n-m,k-m)-star graph subnetworks are basically consistent with the approximate evalua‐

tion results as the node reliability gradually becomes smaller, and the relatively accurate evaluation result can be obtained by the ap‐

proximate method based on Monte Carlo simulation when the node reliability is relatively high or the difference between the upper 

and lower bounds of the probability of existing (n-m,k-m)-star graph subnetworks is significant.
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0 引言 

多处理器系统已经成为解决科学与工程计算领域重大挑战性问题的必备工具，系统互连网络
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的结构性质对系统的性能起着不可忽视的作用。在构建实际多处理器系统时，除了要考虑系统的

性能之外，还要充分考虑系统的制造成本。这使得系统互连网络的诸多设计要求之间包含着矛

盾，选择网络时只能在不同要求中寻找一种均衡。超立方体网络［1］和星图网络［2］是较早被设计出

的互连网络，已经被广泛应用于实际系统的构建。当今多处理器系统的应用范围越来越广，为了

满足日益多元化的计算需求，又有许多互连网络被相继提出，如 k 元 n 方体网络［3］、（n，k）-星图网

络［4］和 cactus-based 网络［5］等。作为星图网络的推广，（n，k）-星图网络不仅保留了星图网络的许

多优良性质（如对称性、可嵌入性等），而且在规模的选取上更加灵活［4］。近来人们对（n，k）-星图

的网络性质进行了一系列的研究。Chiang 等［6］确定了（n，k）-星图的直径和平均距离；Cheng 等［7］

研究了（n，k）-星图的强匹配排除问题；Chang 等［8-9］分别在 Preparata-Metze-Chien（PMC）模型与比

较诊断模型下分析了（n，k）-星图的条件诊断度；Feng［10］在点故障模型下给出了使得（n，k）-星图

中不存在（n-m，k-m）-星图子网络所需要破坏的最小点数的上下界；Kumar 等［11］对（n，k）-星图的

定向直径进行了研究。

在实际中，一些特定计算任务（如计算量不大但可靠性要求较高的任务）的调度算法只需要系

统指派某个子网络来执行，这样不仅能使系统资源得到有效利用，而且可以规避大规模网络有效

性差的缺点。基于这一考虑，学者们广泛关注互连网络的无故障子网络存在概率估计问题。Das
等［12］根据 n 维超立方体的结构性质给出了 n 维超立方体中存在无故障子超立方体的概率的计算公

式。Chang 等［13］给出了不同点可靠性下无故障（n-1）维子超立方体的存在概率的计算方法；与 Das
等［12］的方法相比，Chang 等［13］提出的方法在确保结果精度的同时具有更优的计算效率。近年来，

采用 Chang 等［13］提出的方法，许多互连网络的无故障子网络存在概率估计问题得到了研究［14-19］。

（n，k）-星图的无故障子网络存在概率估计研究可以为基于（n，k）-星图网络构建的实际系统

的任务调度算法设计提供理论参考。Li 等［20］分析了（n，k）-星图中无故障（n-1，k-1）-星图子网络

的存在概率；但（n，k）-星图中任意规模子网络的存在概率估计尚未研究，这在一定程度上限制了

（n，k）-星图网络在实际系统中的应用。基于此，本文将在不同点可靠性下评估（n，k）-星图中无

故障（n-m，k-m）-星图子网络（m ≥ 1）的存在概率。

1 基本概念和性质 

本文中没有解释说明而直接运用的图论术语及记号参见文献［21］。假定正整数 i 和 j 且满足

j ≤ i，令 i 表示{1，2，⋯，i}，Aj
i 表示 i！/( i - j )！。（n，k）-星图（n 和 k 为整数且满足 1 ≤ k ≤ n - 1），记

作 Sn，k，其顶点集为 V (Sn，k) ={u1u2⋯uk| u1，u2，⋯，uk ∈ n }且它们两两互不相同 。 两 个 顶 点 u1u2⋯uk

和 v1v2⋯vk 相邻当且仅当以下两个条件之一成立：

（1） 存在一个整数 2 ≤ i ≤ k 使得 u1 = vi，v1 = ui 且对于所有的 2 ≤ s ≤ k ( s ≠ i)均有 us = vs；

（2） u1 ≠ v1 且对于所有的 2 ≤ s ≤ k 均有 us = vs。

由 Sn，k 的定义可知，Sn，k 是一个具有 Ak
n = n！/ ( )n - k ！个顶点的 (n - 1)-正则图。S4，2 和 S4，3 如图

1 所示。

给定正整数 n，k，m 满足 1 ≤ k ≤ n - 1，1 ≤ m ≤ k - 1。设 i1，i2，⋯，im 为满足 2 ≤ i1 < i2 < ⋯ <
im ≤ k 的 m 个整数。设 ai1，ai2，⋯，aim

为 n 中 m 个两两互不相同的数，记点集

M ={b1b2⋯bi1 - 1ai1bi1 + 1⋯bi2 - 1 ai2bi2 + 1⋯aim
bim + 1⋯bk：b1，b2，⋯，

}bi1 - 1，bi1 + 1，⋯，bi2 - 1，bi2 + 1，⋯，bim + 1，⋯，bk ∈ n \{ }ai1，ai2，⋯，aim
且它们两两互不相同

（特别地，若 im = k，则 bim + 1⋯bk 为空字符串）。显然，Sn，k 中由 M 导出的子图与 Sn - m，k - m 同构。为了

方便表述，用长度为 k 的字符串 X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 来表示 Sn，k 中由 M 导出的子图（本文称这
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种 表 示 为 Sn，k 的 子 网 络 简 化 表 示），这 里 X t =  XX⋯X
t

。 将 Sn，k 中 与 Sn - m，k - m 同 构 的 子 图 称 为

Sn - m，k - m 子网络。

引理1［10］ Sn，k 中共有 ( )k - 1
m

n！/ ( )n - m ！个不同的 Sn - m，k - m 子网络且任意一个 Sn - m，k - m 子网络

可用某个 X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 唯一表示，其中 1 ≤ m ≤ k - 1。

2 无故障Sn - m，k - m子网络的存在概率估计 

2.1　理论分析　

在实际中，许多多处理器系统在构建通信链路时会采用冗余设计的策略以确保通信的稳定

（该情形下系统的链路故障往往可以忽略不计）［17］。基于这一背景，本文对概率故障条件下（假定

不考虑 Sn，k 中的边故障，Sn，k 中各个顶点具有相同的可靠性且发生故障相互独立）Sn，k 中无故障

Sn - m，k - m 子网络的存在概率进行估计。

根据引理 1 可知，Sn，k 中不同的 Sn - m，k - m 子网络共有 ( )k - 1
m

n！/ ( )n - m ！个。将 Sn，k 中第 i 个

Sn - m，k - m 子网络不存在故障点记为事件 Ai，这里 1 ≤ i ≤ ( )k - 1
m

n！/ ( )n - m ！。记 Sn，k 中顶点的可靠

性概率为 p。令 Rm
n，k ( p ) 表示 Sn，k 中存在无故障 Sn - m，k - m 子网络的概率（这里 1 ≤ m ≤ k - 1），Pr (·)

表示事件 · 发生的概率，则：

Rm
n，k ( p )= ∑

i = 1

( )k - 1
m

n！/( n - m )！

Pr ( Ai )+(-1) ∑
1 ≤ i < j ≤ ( )k - 1

m
n！/( n - m )！

Pr ( Ai ∩ Aj )+

(-1)2 ∑
1 ≤ i < j < l ≤ ( )k - 1

m
n！/( n - m )！

Pr ( Ai ∩ Aj ∩ Al )+ ⋯ +

(-1)( )k - 1
m

n！/( n - m )！- 1 Pr ( A1 ∩ A2 ∩ ⋯ ∩ A( )k - 1
m

n！/( n - m )！
)。 

（1）

定理1 设 n，k，m 为正整数且满足 1 ≤ k ≤ n - 1 和 1 ≤ m ≤ k - 1，则

Rm
n，k ( p ) ≤ min{( )k - 1

m
n！/ (n - m )！pAk - m

n - m，1}。
证明 注意到 Sn，k 中各个顶点具有相同的可靠性且发生故障相互独立。由 |V (Sn - m，k - m) |=

Ak - m
n - m 可知，对于 1 ≤ i ≤ ( )k - 1

m
n！/ (n - m )！有 Pr( Ai ) = pAk - m

n - m 成立。根据式（1），

图1　（4，2）-星图S4，2和（4，3）-星图S4，3

Fig.  1　(4,2)-star graph S4,2 and (4,3)-star graph S4,3
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Rm
n，k ( p ) ≤ ∑

i = 1

( )k - 1
m

n！/ ( )n - m ！

Pr( Ai ) = ( )k - 1
m

n！/ (n - m )！pAk - m
n - m。

又因为 Rm
n，k ( p ) ≤ 1，故 Rm

n，k ( p ) ≤ min{( )k - 1
m

n！/ (n - m )！pAk - m
n - m，1}。定理 1 证毕。

引理2 设 u 和 l 为正整数且满足 u < l，x1，x2，⋯，xu 和 y1，y2，⋯，yu 均为 u 个 l 中两两互不相同

的整数序列。当 x1，x2，⋯，xu 给定时，满足 y1 ≠ x1，y2 ≠ x2，⋯，yu ≠ xu 的 y1，y2，⋯，yu 的选取方法有

Au
l - ∑

i = 1

u

( )-1 i - 1 ( )u
i

Au - i
l - i 种。

证明 记事件 B 表示从 l 中选取两两互不相同的 y1，y2，⋯，yu，事件 Be（1 ≤ e ≤ u）表示从 l 中

选取两两互不相同的 y1，y2，⋯，yu 且满足 ye = xe。令 f (·) 表示事件 · 相应的不同选取方法的种数。

此时，满足 y1 ≠ x1，y2 ≠ x2，⋯，yu ≠ xu 的 y1，y2，⋯，yu 的不同选取方法有 f (B) - f (B1 ∪ B2 ∪ ⋯ ∪ Bu)
种。由 B 的定义可知，f (B) = Au

l 。由 Be（1 ≤ e ≤ u）的定义和容斥原理可知，

f (B1 ∪ B2 ∪ ⋯ ∪ Bu)= ∑
1 ≤ i ≤ u

f ( )Bi +(-1) ∑
1 ≤ i < j ≤ u

f (Bi ∩ Bj)+(-1)2 ∑
1 ≤ i < j < q ≤ u

f (Bi ∩ Bj ∩ Bq)+ ⋯ +

 ( - 1) u - 1 f (B1 ∩ B2 ∩ ⋯ ∩ Bu)=

( - 1) 1 - 1 ( )u
1 Au - 1

l - 1 + ( - 1) 2 - 1 ( )u
2 Au - 2

l - 2 + ⋯ + ( - 1) u - 1 ( )u
u

A0
l - u =∑

i = 1

u

( )-1 i - 1 ( )u
i

Au - i
l - i。

综上所述，当 x1，x2，⋯，xu 给定时，满足 y1 ≠ x1，y2 ≠ x2，⋯，yu ≠ xu 的 y1，y2，⋯，yu 的选取方法有

Au
l - ∑

i = 1

u

( )-1 i - 1 ( )u
i

Au - i
l - i 种。引理 2 证毕。

由式（1）可知，通过厘清两个 Sn - m，k - m 子网络的不同相交情形来计算式（1）右端前两项之和可

以得出 Rm
n，k ( p ) 的下界的理论公式。

定理2 设 n，k，m 为正整数且有 1 ≤ k ≤ n - 1 和 1 ≤ m ≤ k - 1，令

RL = ( )k - 1
m

n！/ (n - m )！pAk - m
n - m - 1

2 (∑i = 0

m - 1 ( )k - 1
i ( )k - 1 - i

m - i ( )k - 1 - m
m - i

Am
n Am - i

n - m p2Ak - m
n - m - Ak -(2m - i )

n -(2m - i ) +

)∑
i = 0

m ( )k - 1
i ( )k - 1 - i

m - i ( )k - 1 - m
m - i

(( Am
n )2 - Am

n Am - i
n - m ) p2Ak - m

n - m ，

则 Rm
n，k ( p ) ≥ max{RL，0}。
证明 注意到 Rm

n，k ( p ) ≥ 0。根据式（1）和定理 1 的证明，

Rm
n，k ( p ) ≥ max

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï
( )k - 1

m
n！/ ( )n - m ！pAk - m

n - m - ∑
1 ≤ i < j ≤ ( )k - 1

m
n！/ ( )n - m ！

Pr( Ai ∩ Aj )，0 。

下面证明 ( )k - 1
m

n！/ (n - m )！pAk - m
n - m - ∑

1 ≤ i < j ≤ ( )k - 1
m

n！/ ( )n - m ！

Pr( Ai ∩ Aj ) = RL。根据引理 1，Sn，k 中任

意 两 个 Sn - m，k - m 子 网 络 可 表 示 为 X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 和 X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm，其 中

ai1，ai2，⋯，aim
和 bj1，bj2，⋯，bjm

均为 m 个 n 中两两互不相同的整数。根据 i1，i2，⋯，im 和 j1，j2，⋯，jm 的不

同取值，讨论以下情形。

情形 t (1 ≤ t ≤ m - 1) |{i1，i2，⋯，im}∩{ j1，j2，⋯，jm} |= t。

此时显然有 2m - t ≤ k - 1。不妨设 ig1，ig2，⋯，igt
∈{ j1，j2，⋯，jm}。注意到 ig1，ig2，⋯，igt

为{2，3，⋯，k}

中 t 个 两 两 互 不 相 同 的 整 数 ，有 ( )k - 1
t

种 不 同 的 选 法 。 当 ig1，ig2，⋯，igt
选 定 时 ，{i1，i2，⋯，im}\
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{ig1，ig2，⋯，igt}中 m - t 个元素可在 {2，3，⋯，k}\{ig1，ig2，⋯，igt}中选取，有 ( )k - 1 - t
m - t

种不同的选法；

{ j1，j2，⋯，jm}\{ig1，ig2，⋯，igt}中 m - t 个元素可在 {2，3，⋯，k}\{i1，i2，⋯，im}中选取，有 ( )k - 1 - m
m - t

种

不 同 的 选 法 。 由 于 i1，i2，⋯，im 和 j1，j2，⋯，jm 的 选 取 不 受 选 取 顺 序 的 影 响 ，故 该 情 形 下

i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 有
1
2 ( )k - 1

t ( )k - 1 - t
m - t ( )k - 1 - m

m - t
种不同的选法。当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm

选定时，考虑以下子情形。

子情形 t - 1 - l (1 ≤ l ≤ m - t ) aig1
= big1

，aig2
= big2

，⋯，aigt
= bigt

且

|
|
|||||

|
|||| ( ){ }ai1，ai2，⋯，aim

\{ }aig1
，aig2

，⋯，aigt
⋂ ( ){ }bj1，bj2，⋯，bjm

\{ }big1
，big2

，⋯，bigt
= l。

根据 Sn，k 的子网络简化表示的定义可知，

V (X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im) ⋂ V (X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm) = ∅，

即这一情形下两个 Sn - m，k - m 子网络共有 2Ak - m
n - m 个顶点。

ai1，ai2，⋯，aim
为 n 中两两互不相同的整数，有 Am

n 种不同的选法；由 aig1
= big1

，aig2
= big2

，⋯，aigt
=

bigt
可知，当 aig1

，aig2
，⋯，aigt

选定时 big1
，big2

，⋯，bigt
是确定的。注意到 {ai1，ai2，⋯，aim}\{aig1

，aig2
，⋯，aigt

}与
{bj1，bj2，⋯，bjm}\{big1

，big2
，⋯，bigt

}有 l 个元素相同，不妨设 ax1，ax2，⋯，axl
∈{bj1，bj2，⋯，bjm}\{big1

，big2
，⋯，bigt

}。

ax1，ax2，⋯，axl
可在 {ai1，ai2，⋯，aim}\{aig1

，aig2
，⋯，aigt

}中选取，有 ( )m - t
l

种不同的选法；当 ax1，ax2，⋯，axl

选定时满足 {bj1，bj2，⋯，bjm}\{big1
，big2

，⋯，bigt
}中有 l 个元素与 ax1，ax2，⋯，axl

相同的选法有 Al
m - t 种。

{bj1，bj2，⋯，bjm}\{bjg1
，bjg2

，⋯，bjgt
，ax1ax2，⋯，axl}中 m - t - l 个 元 素 可 在 n \{ai1，ai2，⋯，aim}中 选 取 ，有

Am - t - l
n - m 种 不 同 的 选 法 。 因 此 ，当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选 定 时 ，ai1，ai2，⋯，aim

和 bj1，bj2，⋯，bjm
有

Am
n ( )m - t

l
Al

m - t Am - t - l
n - m 种不同的选法。综上可知，在子情形 t - 1 - l 下 X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim

X k - im

和 X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm
X k - jm 共有

1
2 ( )k - 1

t ( )k - 1 - t
m - t ( )k - 1 - m

m - t
Am

n ( )m - t
l

Al
m - t Am - t - l

n - m 种不同的

选法。

子情形 t - 1 - (m - t + 1) aig1
= big1

，aig2
= big2

，⋯，aigt
= bigt

且

|
|
|||||

|
|||| ( ){ }ai1，ai2，⋯，aim

\{ }aig1
，aig2

，⋯，aigt
⋂ ( ){ }bj1，bj2，⋯，bjm

\{ }big1
，big2

，⋯，bigt
= 0。

令 {w1，w2，⋯，w2m - t}={i1，i2，⋯，im}∪{ j1，j2，⋯，jm}且满足 w1 < w2 < ⋯ < w2m - t，cwx
满足 cwx

=
ì
í
î

ïï

ïï

awx
，wx ∈{ }i1，i2，⋯，im

bwx
，wx ∈{ }j1，j2，⋯，jm

。根据 Sn，k 的子网络简化表示的定义可知，

V (X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im) ⋂ V ( )X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm =
V (X w1 - 1cw1 X w2 - w1 - 1cw2 )⋯cw2m - t

X k - w2m - t ，

即这一情形下两个 Sn - m，k - m 子网络共有 2Ak - m
n - m - Ak - ( )2m - t

n - ( )2m - t 个顶点。

ai1，ai2，⋯，aim
为 n 中两两互不相同的整数，有Am

n 种不同的选法；由 aig1
= big1

，aig2
= big2

，⋯，aigt
= bigt

可

知，当 aig1
，aig2

，⋯，aigt
选定时 big1

，big2
，⋯，bigt

是确定的。{bj1，bj2，⋯，bjm}\{big1
，big2

，⋯，bigt
}中 m - t 个元素可在

n \{ai1，ai2，⋯，aim}中选取，有 Am - t
n - m 种不同的选法。因此，当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选定时，ai1，ai2，⋯，aim

和 bj1，bj2，⋯，bjm
有 Am

n Am - t
n - m 种 不 同 的 选 法 。 综 上 可 知 ，在 子 情 形 t - 1 - (m - t + 1) 下
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X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 和 X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm 共有
1
2 ( )k - 1

t ( )k - 1 - t
m - t ( )k - 1 - m

m - t
Am

n Am - t
n - m

种不同的选法。

子情形 t - 2 - s (1 ≤ s ≤ t - 1) aig1
= big1

，aig2
= big2

，⋯，aigt
= bigt

中有且仅有 s 个等式成立。

根据 Sn，k 的子网络简化表示的定义可知，

V (X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im) ⋂ V (X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm) = ∅，

即这一情形下两个 Sn - m，k - m 子网络共有 2Ak - m
n - m 个顶点。

ai1，ai2，…，aim
为 n 中两两互不相同的整数，有 Am

n 种不同的选法。由于 aig1
= big1

，aig2
= big2

，⋯，aigt
=

bigt
中有且仅有 s 个等式成立，可知成立的 s 个等式有 ( )ts 种不同的选法；不妨设 aig1

= big1
，aig2

=

big2
，⋯，aigs

= bigs
，aigs + 1

≠ bigs + 1
，aigs + 2

≠ bigs + 2
，⋯，aigt

≠ bigt
，则当 aig1

，aig2
，⋯，aigs

选定时 big1
，big2

，⋯，bigs
是确定的；

由引理 2 可知，当 aigs + 1
，aigs + 2

，⋯，aigt
选定时，符合 bigs + 1

≠ aigs + 1
，bigs + 2

≠ aigs + 2
，⋯，bigt

≠ aigt
的 bigs + 1

，bigs + 2
，⋯，bigt

的

选取方式有 At - s
n - s - ∑

i = 1

t - s

( )-1 i - 1 ( )t - s
i

At - s - i
n - s - i 种；{bj1，bj2，⋯，bjm}\{big1

，big2
，⋯，bigt

}中 m - t 个元素可在

n \{big1
，big2

，⋯，bigt
}中选取，有 Am - t

n - t 种不同的选取方式。因此，当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选定时，

ai1，ai2，⋯，aim
和 bj1，bj2，⋯，bjm

有 Am
n ( )ts ( )At - s

n - s - ∑
i = 1

t - s

( )-1 i - 1 At - s - i
n - s - i Am - t

n - t 种不同的选法。综上可知，在子

情 形 t - 2 - s 下 X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 和 X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm 共 有
1
2 ( )k - 1

t ( )k - 1 - t
m - t

( )k - 1 - m
m - t

Am
n ( )ts ( )At - s

n - s - ∑
i = 1

t - s

( )-1 i - 1 ( )t - s
i

At - s - i
n - s - i Am - t

n - t 种不同的选法。

子情形 t - 2 - t aig1
≠ big1

，aig2
≠ big2

，⋯，aigt
≠ bigt

。

根据 Sn，k 的子网络简化表示的定义可知，

V (X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im) ⋂ V (X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm)= ∅，

即这一情形下两个 Sn - m，k - m 子网络共有 2Ak - m
n - m 个顶点。

ai1，ai2，⋯，aim
为 n 中两两互不相同的整数，有 Am

n 种不同的选法。由引理 2 可知，当 aig1
，aig2

，⋯，aigt

选定时，满足 big1
≠ aig1

，big2
≠ aig2

，⋯，bigt
≠ aigt

的 big1
，big2

，⋯，bigt
的选取方法有 At

n - ∑
i = 1

t

( )-1 i - 1 ( )ti At - i
n - i 种；

{bj1，bj2，⋯，bjm}\{big1
，big2

，⋯，bigt
}中 m - t 个元素可在 n \{big1

，big2
，⋯，bigt

}中选取，有 Am - t
n - t 种选法。因此，

当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选定时，ai1，ai2，⋯，aim
和 bj1，bj2，⋯，bjm

有 Am
n ( )At

n - ∑
i = 1

t

( )-1 i - 1 ( )ti At - i
n - i Am - t

n - t 种

不 同 的 选 法 。 综 上 可 知 ， 在 子 情 形 t - 2 - t 下 X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 和

X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm
X k - jm 共 有

1
2 ( )k - 1

t ( )k - 1 - t
m - t ( )k - 1 - m

m - t
Am

n ( )At
n - ∑

i = 1

t

( )-1 i - 1 ( )ti At - i
n - i Am - t

n - t

种不同的选法。

情形 m |{i1，i2，⋯，im}∩{ j1，j2，⋯，jm} |= m。

此时有 m ≤ k - 1，且 i1 = j1，i2 = j2，⋯，im = jm。显然，ai1 = bj1，ai2 = bj2，⋯，aim
= bjm

不能同时成

立，这意味着 V (X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im) ⋂ V (X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm) = ∅，即这一情形下

两个 Sn - m，k - m 子网络共有 2Ak - m
n - m 个顶点。

注意到 i1，i2，⋯，im 为 {2，3，⋯，k}中 m 个两两互不相同的整数，有 ( )k - 1
m

种不同的选法；当
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i1，i2，⋯，im 选定时 j1，j2，⋯，jm 是确定的。当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选定时，考虑以下子情形。

子情形 m - s (1 ≤ s ≤ m - 1) ai1 = bj1，ai2 = bj2，⋯，aim
= bjm

中有且仅有 s 个等式成立。

ai1，ai2，⋯，aim
为 n 中两两互不相同的整数，有 Am

n 种不同的选法。由于 ai1 = bj1，ai2 = bj2，⋯，aim
= bjm

中 有 且 仅 有 s 个 等 式 成 立 ，可 知 成 立 的 s 个 等 式 有 ( )m
s

种 不 同 的 选 法 ；不 妨 设 ai1 = bj1，ai2 =

bj2，⋯，ais
≠ bjs

，ais + 1 ≠ bjs + 1，ais + 2 ≠ bjs + 2，⋯，aim
≠ bjm

，则当 ai1，ai2，⋯，ais
选定时 bj1，bj2，⋯，bjs

是确定的；由引理

2 可知，当 ais + 1，ais + 2，⋯，aim
选定时，满足 bjs + 1 ≠ ais + 1，bjs + 2 ≠ ais + 2，⋯，bjm

≠ aim
的 bjs + 1，bjs + 2，⋯，bjm

的选取方法有

Am - s
n - s - ∑

i = 1

m - s

( )-1 i - 1 ( )m - s
i

Am - s - i
n - s - i 种。又因为 ai1，ai2，⋯，aim

和 bj1，bj2，⋯，bjm
的选取不受选取顺序的影

响，故当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选定时，ai1，ai2，⋯，aim
和 bj1，bj2，⋯，bjm

有
1
2 Am

n ( )m
s (Am - s

n - s - ∑
i = 1

m - s

( )-1 i - 1

)( )m - s
i

Am - s - i
n - s - i 种不同的选取方式。综上可知，在子情形 m - s 下 X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim

X k - im 和

X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm
X k - jm 共有

1
2 ( )k - 1

m
Am

n ( )m
s ( )Am - s

n - s - ∑
i = 1

m - s

( )-1 i - 1 ( )m - s
i

Am - s - i
n - s - i 种不同的选法。

子情形 m - m ai1 ≠ bj1，ai2 ≠ bj2，⋯，aim
≠ bjm

。

ai1，ai2，⋯，aim
为 n 中两两互不相同的整数，有 Am

n 种不同的选法；由引理 2 可知，当 ai1，ai2，⋯，aim

选定时，符合 bj1 ≠ ai1，bj2 ≠ ai2，⋯，bjm
≠ aim

的 bj1，bj2，⋯，bjm
的选取方式有 Am

n - ∑
i = 1

m

( )-1 i - 1 ( )m
i

Am - i
n - i

种 。 注 意 到 ai1，ai2，⋯，aim
和 bj1，bj2，⋯，bjm

的 选 取 不 受 选 取 顺 序 的 影 响 。 因 此 ，当

i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选定时，ai1，ai2，⋯，aim
和 bj1，bj2，⋯，bjm

有
1
2 Am

n ( )Am
n - ∑

i = 1

m

( )-1 i - 1 ( )m
i

Am - i
n - i 种不同

的 选 取 方 式 。 综 上 可 知 ，在 子 情 形 m - m 下 X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 和 X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1

bj2⋯bjm
X k - jm 共有

1
2 ( )k - 1

m
Am

n ( )Am
n - ∑

i = 1

m

( )-1 i - 1 ( )m
i

Am - i
n - i 种不同的选法。

情形 m + 1 |{i1，i2，⋯，im}∩{ j1，j2，⋯，jm} |= 0。
此时有 2m ≤ k - 1，且 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 两两互不相同。 i1，i2，⋯，im 为 {2，3，⋯，k}中 m 个两

两互不相同的整数，有 ( )k - 1
m

种不同的选法；j1，j2，⋯，jm 可以在{2，3，⋯，k}\{i1，i2，⋯，im}中选取，有

( )k - 1 - m
m

种不同的选取方式。由于 i1，i2，⋯，im 和 j1，j2，⋯，jm 的选取不受选取顺序的影响，故该情

形下 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 有
1
2 ( )k - 1

m ( )k - 1 - m
m

种不同的选法。当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选定

时，考虑以下子情形。

子情形 (m + 1) - l |{ai1，ai2，⋯，aim}∩{bj1，bj2，⋯，bjm} |= l (1 ≤ l ≤ m )。
根据 Sn，k 的子网络简化表示的定义可知，

V (X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im) ∩ V (X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm) = ∅，

即这一情形下两个 Sn - m，k - m 子网络共有 2Ak - m
n - m 个顶点。

ai1，ai2，⋯，aim
为 n 中两两互不相同的整数，有 Am

n 种不同的选法；注意到 {ai1，ai2，⋯，aim}与
{bj1，bj2，⋯，bjm} 有 l 个 元 素 相 同 ，不 妨 设 ax1，ax2，⋯，axl

∈{bj1，bj2，⋯，bjm}。 ax1，ax2，⋯，axl
可 在

462



冯凯等：（n-m，k-m）-星图子网络的可靠性评估

{ai1，ai2，⋯，aim}中选取，有 ( )m
l

种不同的选法；当 ax1，ax2，⋯，axl
选定时，满足 {bj1，bj2，⋯，bjm}中有 l 个元

素与 ax1，ax2，⋯，axl
相同的选法有 Al

m 种。{bj1，bj2，⋯，bjm}\{ax1，ax2，⋯，axl}中 m - l 个元素可在 n \
{ai1，ai2，⋯，aim}中选取，有 Am - l

n - m 种不同的选法。因此，当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选定时，ai1，ai2，⋯，aim

和 bj1，bj2，⋯，bjm
有 Am

n ( )m
l

Al
m Am - l

n - m 种 不 同 的 选 法 。 综 上 可 知 ，在 子 情 形 (m + 1) - l 下

X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 和 X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm 共 有
1
2 ( )k - 1

m ( )k - 1 - m
m

Am
n ( )m

l
Al

m Am - l
n - m

种不同的选法。

子情形 (m + 1) - (m + 1) |{ai1，ai2，⋯，aim}∩{bj1，bj2，⋯，bjm} |= 0。

令 {w1，w2，⋯，w2m}={i1，i2，⋯，im}∪{ j1，j2，⋯，jm} 且 满 足 w1 < w2 < ⋯ < w2m，cwx
满 足 cwx

=
ì
í
î

ïï

ïï

awx
，wx ∈{ }i1，i2，⋯，im

bwx
，wx ∈{ }j1，j2，⋯，jm

。根据 Sn，k 的子网络简化表示的定义可知，V (X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im) ∩ 

V (X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm
X k - jm) = V (X w1 - 1cw1 X w2 - w1 - 1cw2 )⋯cw2m

X k - w2m ，即这一情形下两个 Sn - m，k - m 子

网络共有 2Ak - m
n - m - Ak - 2m

n - 2m 个顶点。

ai1，ai2，⋯，aim
为 n 中 两 两 互 不 相 同 的 整 数 ，有 Am

n 种 不 同 的 选 法 ；bj1，bj2，⋯，bjm
为 n \

{ai1，ai2，⋯，aim}中两两互不相同的整数，有 Am
n - m 种选法。因此，当 i1，i2，⋯，im，j1，j2，⋯，jm 选定时，

ai1，ai2，⋯，aim
和 bj1，bj2，⋯，bjm

有 Am
n Am

n - m 种不同的选法。综上可知，在子情形 (m + 1) - (m + 1) 下

X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 和 X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm 共有
1
2 ( )k - 1

m ( )k - 1 - m
m

Am
n Am

n - m 种不同

的选法。

由 上 述 分 析 可 知 ，i1，i2，⋯，im 和 j1，j2，⋯，jm 的 所 有 情 形 都 已 考 虑 ，各 个 情 形 下

X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 和 X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm 的相交情况见表 1。
因此，

∑
1 ≤ i < j ≤ ( )k - 1

m
n！/ ( )n - m ！

Pr( Ai ∩ Aj ) = ( 1
2 ∑

t = 1

m - 1 ( )k - 1
t ( )k - 1 - t

m - t ( )k - 1 - m
m - t

Am
n Am - t

n - m p2Ak - m
n - m - Ak -(2m - t )

n -(2m - t ) +

)1
2 ( )k - 1

m ( )k - 1 - m
m

Am
n Am

n - m p2Ak - m
n - m - Ak - 2m

n - 2m + ( 1
2 ∑

t = 1

m - 1 ( )k - 1
t ( )k - 1 - t

m - t ( )k - 1 - m
m - t (Am

n ) 2 -

)1
2 ∑

t = 1

m - 1 ( )k - 1
t ( )k - 1 - t

m - t ( )k - 1 - m
m - t

Am
n Am - t

n - m p2Ak - m
n - m + 1

2 ( )k - 1
m

Am
n (Am

n - 1) p2Ak - m
n - m +

( )1
2 ( )k - 1

m ( )k - 1 - m
m (Am

n ) 2 - 1
2 ( )k - 1

m ( )k - 1 - m
m

Am
n Am

n - m p2Ak - m
n - m =

1
2 (∑i = 0

m - 1 ( )k - 1
i ( )k - 1 - i

m - i ( )k - 1 - m
m - i

Am
n Am - i

n - m p2Ak - m
n - m - Ak -(2m - i )

n -(2m - i ) +

)∑
i = 0

m ( )k - 1
i ( )k - 1 - i

m - i ( )k - 1 - m
m - i

(( Am
n )2 - Am

n Am - i
n - m ) p2Ak - m

n - m ，

即有 ( )k - 1
m

n！/ (n - m )！pAk - m
n - m - ∑

1 ≤ i < j ≤ ( )k - 1
m

n！/ ( )n - m ！

Pr( Ai ∩ Aj ) = RL 成立。定理 2 证毕。

2.2　有效性分析　

要得出 Rm
n，k ( p ) 的精确值需要厘清不同数目 Sn - m，k - m 子网络的所有相交情况。然而，Sn - m，k - m
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子网络之间的相交情况会随着子网络数目的增大变得十分复杂。因此，本文仅给出了 Rm
n，k ( p ) 的上

下界。下面对 2.1 小节得出的 Rm
n，k ( p ) 的上下界进行有效性分析。记

- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) = min{( )k - 1
m

n！/ (n -

m )！pAk - m
n - m = RU，1}，- -- -- ----- --

Rm
n，k ( p ) = max{RL，0}。以不同规模的 Sn，k(S7，4，S8，4，S7，5，S7，6)作为实验对象，对 Sn，k

中存在无故障 Sn - m，k - m（m = 2，3）子网络的概率的上界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 和下界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 进行数值计算，分别

得出了满足 RL ≥ 0、RU ≤ 1 和
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) -
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) ≤ δ（δ = 0.01）的 p 的取值范围，具体结果见表 2。

从表 2 可以看出，当 m 不变时，满足 RL ≥ 0、RU ≤ 1 和
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) -
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) ≤ δ 的 p 的取值范围均

随着 Sn，k 的规模的增大而变得越来越大；当 Sn，k 的规模给定时，m 的值越小，满足 RL ≥ 0、RU ≤ 1 和

表1　不同情形下（n，k）-星图中两个（n-m，k-m）-星图子网络的相交情况

Table 1　Intersection patterns of two (n-m,k-m)-star graph subnetworks in (n,k)-star graph under different situations

情形

情形 t

(1 ≤ t ≤
m - 1)

情形m

情形m + 1

子情形

子情形 t - 1 - l

(1 ≤ l ≤ m - t )
子情形

t - 1 - (m - t + 1)

子情形 t - 2 - s

(1 ≤ s ≤ t - 1)

子情形 t - 2 - t

子情形m - s

(1 ≤ s ≤ m - 1)

子情形m - m

子情形 (m + 1)-
l(1 ≤ l ≤ m )

子情形 (m + 1)-
(m + 1)

是否相交

不相交

相交

不相交

不相交

不相交

不相交

不相交

相交

不同选取方式的总数

1
2 ( )k - 1

t ( )k - 1 - t
m - t ( )k - 1 - m

m - t
Am

n ( )m - t
l

Al
m - t Am - t - l

n - m

1
2 ( )k - 1

t ( )k - 1 - t
m - t ( )k - 1 - m

m - t
Am

n Am - t
n - m

1
2 ( )k - 1

t ( )k - 1 - t
m - t ( )k - 1 - m

m - t
Am

n ( )ts
( )At - s

n - s - ∑
i = 1

t - s

( )-1 i - 1 ( )t - s
i

At - s - i
n - s - i Am - t

n - t

1
2 ( )k - 1

t ( )k - 1 - t
m - t ( )k - 1 - m

m - t
Am

n ( )At
n - ∑

i = 1

t

( )-1 i - 1 ( )ti At - i
n - i Am - t

n - t

1
2 ( )k - 1

m
Am

n ( )m
s

( Am - s
n - s - ∑

i = 1

m - s

( )-1 i - 1 ( )m - s
i

Am - s - i
n - s - i )

1
2 ( )k - 1

m
Am

n ( Am
n - ∑

i = 1

m

( )-1 i - 1 ( )m
i

Am - i
n - i )

1
2 ( )k - 1

m ( )k - 1 - m
m

Am
n ( )m

l
Al

m Am - l
n - m

1
2 ( )k - 1

m ( )k - 1 - m
m

Am
n Am

n - m

总点数

2Ak - m
n - m

2Ak - m
n - m -

Ak - ( )2m - t
n - ( )2m - t

2Ak - m
n - m

2Ak - m
n - m

2Ak - m
n - m

2Ak - m
n - m

2Ak - m
n - m

2Ak - m
n - m -

Ak - 2m
n - 2m

表2　无故障（n-m，k-m）-星图子网络存在概率的上界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p )和下界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p )的有效性分析

Table 2　Validity analysis of the upper bound 
- -- -- ----- --
Rm

n,k ( p ) and the lower bound 
- -- -- ----- --
Rm

n,k ( p ) of the existence probability of fault-free 

(n-m,k-m)-star graph subnetworks

n,k的取值

n = 7，k = 4

n = 8，k = 4

n = 7，k = 5

n = 7，k = 6

(n,k)-星图的

总点数

840

1 680

2 520

5 040

m的取值

2
3
2
3
2
3
2
3

满足RL ≥ 0的p的取

值范围

0~0.809
0~0.312
0~0.860
0~0.359
0~0.920
0~0.602
0~0.955
0~0.746

满足RU ≤ 1的p的取

值范围

0~0.785
0~0.262
0~0.842
0~0.312
0~0.911
0~0.570
0~0.950
0~0.727

满足
- -- -- ----- -- --
Rm

n,k ( p )-
- -- -- ----- -- --
Rm

n,k ( p )≤ δ的

p的取值范围

0~0.708
0~0.161
0~0.787
0~0.211
0~0.880
0~0.482
0~0.934
0~0.668
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- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) -
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) ≤ δ 的 p 的取值范围越大。这意味着，对于较大规模的 Sn，k，顶点可靠性 p 在很大

范围内取值都可以满足 RL ≥ 0、RU ≤ 1 和
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) -
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) ≤ δ；进一步地，当上界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 和下界

- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 的差值较小（如
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) -
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) ≤ δ）时，可以将
1
2 ( - -- -- ----- --

Rm
n，k ( p ) +

- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) ) 看作 Rm
n，k ( p ) 的较为

精确的估计值。

3 无故障Sn - m，k - m子网络搜寻算法 

3.1　算法描述　

给出在带有点故障的 Sn，k 中搜寻无故障 Sn - m，k - m 子网络的算法有助于基于 Sn，k 构建的多处理器

系统的任务分配算法的设计，具有一定的现实意义。

算法1 无故障 Sn - m，k - m 子网络搜寻算法

输入：（n，k）-星图 Sn，k 和 Sn - m，k - m 子网络的规模参数 n，k，m（1 ≤ k ≤ n - 1，1 ≤ m ≤ k - 1）以

及 Sn，k 中一个故障点集 F。

输出：Sn，k 中无故障 Sn - m，k - m 子网络的集合 S。

1. 令S≔{X i1-1ai1 X i2-i1-1ai2⋯aim
X k-im：2≤i1<i2<⋯<im≤k，ai1，ai2，⋯，aim

∈ n 且它们两两互不相同}
2. while F ≠ ∅ do
3. 选择一个点 b1b2⋯bk ∈ F
4. S ≔ S\{X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm

X k - jm：2 ≤ j1 < j2 < ⋯ < jm ≤ k}
5. F ≔ F\{b1b2⋯bk}
6. end while
7. 返回 S。

算法 1 的正确性可由以下讨论得出：

由引理 1，Sn，k 中任一个 Sn - m，k - m 子网络可用某个 X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im 唯一表示，其中 1 ≤

m ≤ k - 1，2 ≤ i1 < i2 < ⋯ < im ≤ k。 可 知 ，Sn，k 中 所 有 Sn - m，k - m 子 网 络 的 集 合 可 表 示 为

{X i1 - 1ai1 X i2 - i1 - 1ai2⋯aim
X k - im：2 ≤ i1 < i2 }< ⋯ < im ≤ k，ai1，ai2，⋯，aim

∈ n 且它们两两互不相同 。 根 据

Sn，k 的 子 网 络 简 化 表 示 的 定 义 ， 点 b1b2⋯bk ∈ V (Sn，k) 发 生 故 障 会 使 得

{X j1 - 1bj1 X j2 - j1 - 1bj2⋯bjm
X k - jm：2 ≤ j1 < j2 < ⋯ < jm }≤ k 中 ( )k - 1

m
个 不 同 的 Sn - m，k - m 子 网 络 遭 到

破坏。

3.2　无故障Sn - m，k - m子网络搜寻算法实例　

本节使用 MATLAB 实现算法 1。分别以 S5，3 和 S5，4 为例，在随机生成不同的故障点集 F 之后，

利用算法 1 搜寻 Sn，k 中不同规模的无故障 Sn - m，k - m 子网络（m = 1，2），部分结果见表 3 和表 4。由实

验结果可以看出，若仅考虑点故障的发生且 Sn，k 中所有故障点已知，则利用算法 1 可以搜寻出 Sn，k

中所有的无故障 Sn - m，k - m 子网络。

4 基于蒙特卡罗的Rm
n，k ( p )的近似评估方法 

4.1　算法描述　

当基于 Sn，k 构建的多处理器系统需指派 Sn - m，k - m 子网络执行用户任务时，相应算法的设计依赖

于精确的无故障 Sn - m，k - m 子网络的存在概率估计结果。注意到，当 Rm
n，k ( p ) 的上下界的差值较大

时，利用上界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 和下界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 不能较为准确地评估 Rm
n，k ( p )。下面给出一个基于蒙特卡罗的

Rm
n，k ( p ) 的近似计算方法。
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算法2 Rm
n，k ( p ) 的基于蒙特卡罗的近似评估算法

输入：（n，k）-星图 Sn，k 和 Sn - m，k - m 子网络的规模参数 n，k，m（1 ≤ k ≤ n - 1，1 ≤ m ≤ k - 1）、

顶点可靠性 p 和模拟次数 N。

输出：Sn，k 中无故障 Sn - m，k - m 子网络的存在概率 Rm
n，k ( p )。

1. 把 Sn，k 中 n！/ (n - k )！个顶点分别记为 T [ 0 ]，T [ 1 ]，⋯，T [ n！/ (n - k )！ - 1 ]
2. for i = 1 to N do

3. 生成［0，1］内服从均匀分布的 n！/ (n - k )！个随机数 γ [0]，γ [1]，⋯，γ [n！/ (n - k )！ - 1]
4. set F ≔ ∅
5. for j = 0 to n！/ (n - k )！ - 1 do

6. if γ [ j ]< 1 - p then

7. F ≔ F ∪{T [ j ]}
8. end if

9. end for

10. 以规模参数 n，k，m 及故障点集 F 为输入调用算法 1，将得到的无故障 Sn - m，k - m 子网络的集

合记为 S
11. if | S |> 0 then

表3　带有点故障的（5，3）-星图中无故障的（4，2）-星图子网络和（3，1）-星图子网络的搜寻结果

Table 3　Search results of fault-free (4,2)-star graph subnetworks and (3,1)-star graph subnetworks in the (5,3)-star graph with node failures

故障点集合

{214,143,145,324,425}

{231,132,124,251,531,
432,325,524,452,354}
{312,421,251,125,134,
514,432,523,235,453}

{321,231,123,214,512,413,341,
315,451,145,342,324,352,325,435}

无故障的(4,2)-星图子网络

X3X,X5X,XX1,XX2

X1X,X4X,XX3

X4X

∅

无故障的(3,1)-星图子网络

X21,X12,X31,X13,X32,X23,X41,X42,
X51,X15,X52,X34,X53,X35,X54

X21,X12,X13,X23,X41,X14,X42,X15,
X43,X34,X53,X35,X45

X31,X13,X41,X42,X24,X15,X52,X43,
X54,X45

X32,X43,X34,X53,X54

表4　带有点故障的（5，4）-星图中无故障的（4，3）-星图子网络和（3，2）-星图子网络的搜寻结果

Table 4　Search results of fault-free (4,3)-star graph subnetworks and (3,2)-star graph subnetworks in the (5,4)-star graph with node 

failures

故障点集合

{3124,5213,2135,5234,3412,5142,
4153,1245,3254,2145,5423,4532}

{4321,2431,1234,3152,1253,4125,
4351,3514,3415,3145,1543,4532}

{4213,1423,1234,5321,1532,5412,
2541,2451,1254,5431,5341,4315,
3514,1543,1354,5324,4352,3245}
{3142,5234,1523,2431,2354,4153,
1425,3251,4321,2514,2135,1345,
4532,5312,3124,5413,5243,2541,
4215,3452,3152,5412,5342,1324}

无故障的(4,3)-星图子网络

X3XX,XXX1

∅

X1XX

∅

无故障的(3,2)-星图子网络

X32X,X31X,X43X,X34X,X52X,X51X,X35X,X54X,X45X,X3X1,
X3X2,X2X1,X4X1,X3X4,X5X1,X5X3,X3X5,X5X4,X4X5,XX21,

XX31,XX41,XX14,XX43,XX51,XX15,XX52,XX25
X31X,X21X,X13X,X42X,X24X,X34X,X52X,X45X,X3X2,X2X1,
X1X3,X4X2,X1X4,X4X3,X3X4,X5X1,X2X5,X3X5,XX12,XX13,

XX23,XX41,XX42,XX24,XX35,XX54

X13X,X12X,X14X,X52X,X15X,X2X1,X1X2,X1X3,X1X4,X1X5,
X4X5,XX42,XX25,XX53,XX35

∅
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12. set x (i) ≔ 1
13. else

14. set x (i) ≔ 0
15. end if

16. end for

17. set Rm
n，k ( p ) ≔ ∑

i = 1

N

x (i) /N

18. 返回 Rm
n，k ( p )。

算法 2 的正确性可由以下讨论得出：

将生成的［0，1］内服从均匀分布的 n！/ (n - k )！个随机数 γ [0]，γ [1]，⋯，γ [n！/ (n - k )！- 1]与
Sn，k 的顶点 T [ 0 ]，T [ 1 ]，⋯，T [ n！/ (n - k )！- 1 ] 一一对应，把符合 γ [ j ]< 1 - p 的对应顶点记成

故障点，剩余顶点记成非故障点，则这一网络状态下 Sn，k 的顶点可靠性为 p。在该网络状态下借助

算法 1 可以得到 Sn，k 中无故障 Sn - m，k - m 子网络的集合 S；重复以上模拟过程 N 次，若存在无故障

Sn - m，k - m 子网络（即 | S |> 0）的累计模拟次数为 ∑
i = 1

N

x ( )i ，则此时 ∑
i = 1

N

x (i) /N 可以看作 Rm
n，k ( p ) 的估计

值，且模拟次数 N 越大该估计值越精确。

4.2　实验分析　

以不同规模的 Sn，k(S7，4，S8，4，S7，5，S7，6)作为实验对象，本节借助 MATLAB 实现算法 2 对 Sn，k 中无

故障 Sn - m，k - m 子网络（m = 2，3）的存在概率进行估计，并将所得的近似评估结果与定理 1 和定理 2
给出的上下界进行对比。对于某一选定的 Sn，k，若 Sn，k 的顶点可靠性 p 在［0，1］内给定时，执行算法

2（设置模拟次数 N = 10 000）对 Sn，k 中无故障 Sn - m，k - m 子网络的存在概率 Rm
n，k ( p ) 进行估算，并根据

定理 1 和定理 2 对 Rm
n，k ( p ) 的上界

- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 和下界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 进行计算，具体实验结果如图 2 所示。

通过图 2 可以看出，对于任意的 Sn，k，随着顶点可靠性 p 逐渐减小，利用算法 2 得出的 Rm
n，k ( p ) 的

近似评估结果与 Rm
n，k ( p ) 的上下界基本吻合，这表明当上界

- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 和下界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 的差满足精度要

图2　不同参数下无故障（n-m，k-m）-星图子网络的存在概率Rm
n，k ( p )的近似估计结果及上下界对比

Fig.  2　Comparison of approximate estimation results and upper and lower bounds of the existence probability Rm
n,k ( p ) of fault-

free (n-m,k-m)-star graph subnetworks under different parameters
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求时，利用上下界的平均值
1
2 ( - -- -- ----- --

Rm
n，k ( p ) +

- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) ) 和算法 2 都能得出较为精确的 Rm
n，k ( p )；当上下界

之间的差值不满足精度要求时，利用上界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 和下界
- -- -- ----- --
Rm

n，k ( p ) 无法较为准确的估计 Rm
n，k ( p )，此时

利用算法 2 得出的结果是较为精确的（模拟次数 N 越大结果越精确）。

5 结论 

对于 1 ≤ k ≤ n - 1 和 1 ≤ m ≤ k - 1，本文在概率故障条件下估计了 Sn，k 中无故障 Sn - m，k - m 子

网络的存在概率 Rm
n，k ( p )，得出了 Rm

n，k ( p ) 的上下界，给出了在仅考虑点故障的 Sn，k 中搜寻无故障

Sn - m，k - m 子网络的算法，并基于蒙特卡罗模拟提出了 Rm
n，k ( p ) 的近似评估方法。结果表明，当

Rm
n，k ( p ) 的上下界的差值满足评估精度时，上界和下界的平均值可以看作 Rm

n，k ( p ) 的较为精确的估计

值，且该平均值与近似评估方法得出的结果是一致的；当 Rm
n，k ( p ) 的上下界的差值不满足评估精度

时，利用基于蒙特卡罗的近似方法可以得出较为精确的评估结果。

值得注意的是，为了达到预期评估精度，基于蒙特卡罗的无故障 Sn - m，k - m 子网络存在概率的近

似评估方法往往需设置较大的模拟次数，这可能会导致评估效率大大降低，其原因如下：当 Sn，k 的

顶点可靠性为 p 时，算法 2 的每次模拟过程中生成的故障点集 F 满足 |F| ≈ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n！
( n - k )！(1 - p )（这是

由于 |V ( Sn，k )| = n！
( n - k )！且 1 - |F|

|V ( Sn，k )| 可以看作 p 的估计值），这表明在算法 2 的步骤 10 中调用

算法 1 时算法 1 的步骤 2—步骤 6 循环体的执行次数约为
ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n！
( n - k )！(1 - p ) ；若

ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n！
( n - k )！(1 - p )

和模拟次数 N 均较大时，利用算法 2 估计 Rm
n，k ( p ) 的效率会较低。高效的无故障子网络存在概率的

近似评估方法值得进一步研究。
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