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玻色-爱因斯坦凝聚体中周期梯度磁场诱导的拉比振荡

高乐乐，罗焕波，李禄*

（山西大学 理论物理研究所，量子光学与量子光学器件国家重点实验室，山西 太原 030006）

摘 要：本文研究周期梯度磁场作用下，两组分玻色-爱因斯坦凝聚体的动力学演化。研究方法包括在线性情况下

的解析分析和非线性情况下的数值模拟。在线性情况下，通过应用旋波近似，随时间演化的系统波函数能够被解

析求解。结果表明凝聚体中两个组分的原子在磁场作用下进行拉比振荡，通过调整磁场的梯度和周期能够控制拉

比振荡的振幅和振荡周期。在非线性情况下，通过数值求解Gross-Pitaevskii方程发现当非线性较弱时，结果与线

性的情况类似。随着非线性强度的增加，系统的共振点发生偏移，基态原子转移到激发态上的比例逐渐下降。本

文研究的重点是在共振情况下，通过拉比振荡将基态原子转移到激发态上，从而为进一步研究激发态的动力学特

性铺平道路。
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Abstract: We study the dynamical evolution of a two-component Bose-Einstein condensate under a periodic gradient magnetic field. 

The research methods include analytical analysis in linear regime and numerical simulations in nonlinear regime. In linear regime, 

the system's wave function, evolving over time, can be analytically solved by applying the rotating wave approximation. The results 

reveal that the atoms of the two components in the condensate undergo Rabi oscillations under the influence of the magnetic field. 

By adjusting the gradient and period of the periodic gradient magnetic field, the amplitude and period of the Rabi oscillations can be 

easily controlled. In the nonlinear regime, we numerically solve the Gross-Pitaevskii equation and find that the results are similar to 

the linear case when the nonlinearity is weak. However, as the nonlinearity coefficient increases, the resonant points of the system 

shift, and the proportion of ground state atoms transferred to the excited state gradually decreases. The focus of this study is to, under 

resonant conditions, transfer ground-state atoms to the excited state through Rabi oscillations. This paves the way for further investi‐

gation into the dynamical characteristics of the excited state.
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0 引言 

玻色-爱因斯坦凝聚作为一个可调控的宏

观量子系统，为模拟各种量子效应提供了一个

理想的平台。当原子中的两个超精细能级通过

微波或者射频波相干耦合以后，这两个能级之

间就会产生拉比振荡［1-7］。通常相干耦合的两

组分凝聚体与单组分凝聚体相比，具有更加丰

富的物理特性，这些已经在理论上被大量研

究［8-16］。在实验上，利用相干耦合的能级间的

拉 比 振 荡 ，激 发 态 的 图 像 也 被 清 晰 地 观 测

到［17-18］。除了利用微波或者射频波产生相干耦

合，磁场也能将不同能级进行耦合。磁场能够

直接作用在原子的自旋上，因此被广泛应用在

旋量玻色-爱因斯坦凝聚体的操控中。其中由

成对亥姆霍兹线圈产生的梯度磁场，被应用在

凝 聚 体 中 产 生 各 种 拓 扑 结 构 ，例 如 磁 单

极［19-23］、斯格明子［24-26］和扭结孤子［27-28］等等。

如果设置合理的周期性梯度磁场，在基态与激

发态之间也能够形成拉比振荡。

与原子中的电子类似，囚禁在谐振子势阱

中的玻色 -爱因斯坦凝聚体也具有离散的能

级。原子的能级能够通过吸收和释放光子实现

能级跃迁［29-30］，而高能级的原子，例如里德堡

原子，具有许多独特的性质［31］。玻色-爱因斯

坦凝聚体由于缺少能级跃迁机制，绝大多数研

究都是基于基态。周期性梯度磁场引起的拉比

振荡能够将基态原子转移到激发态上，这将为

实验上制备激发态提供新的途径。

本文将探究周期梯度磁场对两组分玻色-

爱因斯坦凝聚体的影响。首先在谐振子势阱中

制备凝聚体的基态，并以此为初态。然后打开

周期梯度磁场，凝聚体在磁场作用下会发生拉

比振荡。通过改变磁场的周期和梯度，探究这

些参数对振荡强度和周期的影响。此外，还将

分析非线性效应对系统共振频率的影响。本文

结构安排如下：第 1 节主要介绍模型的引出和

约化。第 2 节将在旋波近似下求解线性系统。

第 3 节将展示非线性系统的数值结果。第 4 节

将对全文进行总结。

1 理论模型 

考虑 87Rb 原子构成的准一维两组分玻色 -

爱因斯坦凝聚体，它被囚禁在谐振子势阱中，

其无量纲的形式为 V (x) = x2/2。同时在该凝

聚体上施加一个随时间变化的磁场，具体形式

为 B (x，t ) ={Ax sin (ωt )，0，1/2}，其中 A为梯度

的强度，ω为磁场变化频率。注意，该磁场在 x
方向为梯度磁场，而在 z方向为一个强度为 1/2
的 偏 置 场 。 凝 聚 体 的 波 函 数 可 表 示 为

Ψ (x，t ) ={ψ1 (x，t )，ψ2(x，t ) }
T
，其动力学可用无

量纲的 Gross-Pitaevskii 方程来描述：

i∂ tψ1 = 1
2 ( - ∂2

x+x2 + 1) ψ1 +

Ax sin (ωt ) ψ2 + g | ψ1 |
2
ψ1，

i∂ tψ2 = 1
2 ( - ∂2

x+x2 - 1) ψ2 +

Ax sin (ωt ) ψ1 + g | ψ2 |
2
ψ2，

（1）

其中 g表示粒子间相互作用的强度，g> 0 是排

斥相互作用，而 g< 0 是吸引相互作用。首先

需要确定在梯度磁场缺省的情况下系统的基

态，并将其作为初态。然后，利用方程（1），研

究该初态在周期梯度磁场下的动力学演化。下

面将首先给出线性情况下系统的解析解。

2 线性情况下的解析解 

首先考虑最简单的情况 g= 0，此时方程

（1）变成线性系统。将该线性系统写成紧致的

形式为：

i∂ tΨ = ĤΨ， （2）
其中哈密顿量可以表示为不含时和含时两部分

相加：

Ĥ (x，t )= Ĥ0 (x)+ Ĥ ′(x，t )， （3）
这两部分哈密顿量分别表示为：

Ĥ0 = 1
2 ( - ∂2

x+x2 +σz)，  Ĥ ′=Axσx sin (ωt )，（4）

其中 σx 和 σz 为泡利矩阵。考虑梯度磁场比较

小的情况，即 A≤ 0.3，此时它可以当作微扰来

处理。由于 A是个小量，Ĥ ′为含时微扰项，而

Ĥ0 则为非微扰项。求解关于 Ĥ0 的本征方程

Ĥ0φ= Eφ，可以得到两组本征态以及对应的

能量：

φ( )1
n ( )x = ( )0

fn ( )x ，     E ( )1
n = n， n= 0，1，2，⋯，
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φ( )2
n (x)= ( )fn- 1 ( )x

0
，   E ( )2

n = n， n= 1，2，⋯，（5）

其中 fn (x)为 n阶谐振子的波函数，满足正交和

归一化条件，前两个波函数的表达式为：

f0 (x)= 1
π1/4 exp ( - x2

2 )， 

f1 (x)= ( 1
π ) 1/4

x exp ( - x2

2 )， （6）

可以看出 φ( )1
0 为基态，也是演化所需要的初态，

此时能量为 0。当 n≥ 1 时，两组本征态简并。

由于微扰项作用在不同组分的波函数，并且为

奇函数，选择 n= 2 的第二激发态 φ( )2
2 作为与基

态耦合的激发态。将这对基态和激发态作为基

矢，并重新定义为：

Ψg(x)= ( )0
f0 ( )x ， Ψe(x)= ( )f1 ( )x

0
， （7）

对 应 的 基 态 和 激 发 态 的 能 量 分 别 为 Eg =
0，Ee = 2。相应的波函数如图 1 所示。在磁场

的作用下，这两个态耦合的波函数可以用它们

的叠加来表示：

Ψ (x，t )=
cg(t )Ψg(x)+ ce(t )Ψe(x) exp ( - iEet )，（8）

其中 cg(t ) 和 ce(t ) 分别表示基态和激发态所占

的 比 重 ， 并 且 满 足 | cg |
2 + | ce |

2 = 1。
exp ( - iEet ) 为激发态的时间演化因子。下面

求解在微扰哈密顿量 Ĥ ′的作用下 cg(t ) 和 ce(t )
的表达形式。

此时需要给出在公式（7）这组基矢下的微

扰矩阵。直接求解微扰矩阵相对复杂，这里使

用 一 个 小 技 巧 。 引 入 谐 振 子 的 上 升 和 下 降

算符：

â† = x- ∂x
2

，  â= x+ ∂x
2

， （9）

并且作用在谐振子本征态上满足如下关系：

â† fn (x)= n+ 1 fn+ 1 (x)， 
 âfn (x)= n fn- 1 ( x )， （10）

这样微扰哈密顿量（3）可以用这两个算符重新

表示为：

Ĥ ′= A sin ( )ωt
2 ( )0 â† + â

â† + â 0 ， （11）

其中非对角线上的微扰矩阵元可以通过如下公

式计算：

H ′eg=∫
-∞

∞
Ψ†

e Ĥ ′Ψgdx=

A sin ( )ωt
2 ∫

-∞

∞
f0 (x) (â† + â) f1 (x) dx=

A sin ( )ωt
2

。
（12）

由于微扰哈密顿量为厄米算符，因此另一

个非对角线上的微扰矩阵元为H ′ge = H ′eg。对角

线上的微扰矩阵元也可以通过类似计算得到，

结果为H ′ee = H ′gg = 0。
将波函数表达式（8）代入薛定谔方程（2）

时，能够得到关于 cg(t )和 ce(t )的动力学方程：

ċg=-ie-iω0tH ′gece=
A

2 2
[e-i ( )ω+ω0 t- e-i ( )ω-ω0 t ] ce，

ċe=-ieiω0tH ′egcg= A

2 2
[e-i ( )ω-ω0 t- e-i ( )ω+ω0 t ] cg，

（13）
其中 ω0 = Ee - Eg = 2 为系统的固有频率。当

ω+ ω0 ≫ ω- ω0 时，使用旋波近似［32-33］，并忽

略掉高频项，此时公式（13）可以重新表示为：

ċg=-Ae-i ( )ω-ω0 t

2 2
ce，

ċe=
Ae-i ( )ω-ω0 t

2 2
cg 。

（14）

设置初始条件 cg(0) = 1，ce(0) = 0，表明在 t= 0
时，系统处于基态。方程（14）为精确可解系

统，代入初始条件则可得到：

ce(t )= A

2 2 ωr

exp é
ë
êêêê- i

2 (ω-ω0) tù
û
úúúú sin (ωrt )，（15）

其中 ωr 为拉比频率和拉比周期 Tr 为：

图1　基态（a）和激发态（b）的两组分波函数的形状分布图

Fig.  1　The distribution diagrams of the two-component wave 

function shapes for the (a) ground state and (b) excited state
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ωr=
1
2 ( )ω-ω0

2 + A2

2 ，  Tr=
2π
ωr

， （16）

对应的跃迁概率为：

P (t )= |ce|2 = A2

8ω2
r

sin2(ωrt )。 （17）

根据公式（15），式（16）和式（17），可以得

出如下结论：（1）当驱动频率与固有频率相等

时，也就是 ω= ω0 = 2 时，系统发生共振，跃迁

概 率 最 大 值 能 取 到 1，即 max (P ) = 1，如 图 2
（a）所示。（2） 跃迁周期为拉比周期的一半，也

就是 T= π/ωr。并且当共振时，跃迁周期可以

化简为 T= 2 2 π/A，它随着磁场梯度 A的增

大而减小，如图 2（b）所示。（3）跃迁概率对应驱

动频率的半高全宽为 2 A，即半高全宽随着磁

场梯度A的增大而增大，如图 2（a）所示。

3 非线性情况下的数值解 

在这一节将通过数值方法来研究非线性效

应对基态和激发态间转换的影响。首先，采用

虚时演化方法来获取非线性系统的基态，并以

此作为 t= 0 时初始态，然后进行实时间演化。

注意，在这个演化的过程中保持总粒子数不

变，即 N= ∫
-∞

∞
Ψ†Ψdx= 1。对于弱的非线性，

例 如 g= 0.1， 在 线 性 共 振 条 件 下

（ω= ω0 = 2），对应的粒子数密度随时间演化

如图 3 所示。可以看到，在初始时刻，基态布居

在 ψ2 上。当 t=44 时所有粒子都从 ψ2 跃迁到 ψ1

上，即系统从基态 Ψg 转变为激发态 Ψe。之后

在 t=88 时，所有粒子都从 ψ1 跃迁到 ψ2 上，返回

到基态。如此往复，形成基态和激发态间的拉

比振荡，其中跃迁周期约为 88。它近似等于在

线性情况下的跃迁周期 T= 2 2 π/A= 88.56。
在弱非线性情况的这个结果与线性的结果类

似。应该说明的是，在这种情况下，系统的共

振点或固有频率（即基态和激发态能级的差）

与线性的情况基本一致。

然而，随着非线性系数 g的增大，发现非线

性系统的共振点 ω0 会发生偏移，并且在共振条

件 ω= ω0 下，最大跃迁概率也会逐渐降低，如

图 4 所示。从图 4（a），可以看到，随着粒子间

排斥相互作用的增大，非线性系统的固有频率

降低。而粒子间吸引相互作用的增大导致它的

固有频率的数值增大。从中可以得到，当非线

性参数 g的绝对值较小时，系统的共振点与线

性情况近似相等。例如当 g= 0.1，相应的固有

频率为 ω0 = 1.995 ≈ 2，如图 3 所示。另外，从

图 4（b）中也发现，非线性相互作用的存在会影

响粒子在基态能级和激发态能级之间的跃迁概

率。当非线性系数的取值在-0.4~0.4 之间时，

其在共振条件下的跃迁概率可达到 1。
然而，当非线性系数的取值超出了这个范

围，跃迁概率大幅度地降低，如图 4（b）所示。

图 4（c）给出了当 g= 0.8 时，粒子数密度的演

化图。可以看到，随着时间演化粒子数仍呈现

出周期振荡的形式，但是初始时刻布居在 ψ2 上

的粒子经过演化在 t= 50 时没有完全跃迁到 ψ1

图2　在线性情况下，对不同的磁场强度A，跃迁概率的最大值

与驱动频率的函数关系（a），跃迁概率随时间的演化结果（b）
Fig.  2　In the linear regime, dependence of the maximum val‐

ue of the transition probability on the driving frequency (a), 

and the evolution of the transition probability with time (b) for 

different magnetic field intensities A

图3　在非线性共振条件下，粒子数密度随时间的演化图，

其中参数为A= 0.1，ω= 2，g= 0.1
Fig.  3　Under the nonlinear resonant condition, the evolution 

of particle number density with time, where the parameters are 

taken as A = 0.1,ω= 2,g = 0.1
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上，此时粒子在基态能级和激发态能级之间的

跃迁概率不能达到 1，所以两能级之间无法实

现完全跃迁。

此外，非线性系数 g的增大也影响着跃迁

周期。图 4（d）给出了跃迁周期和非线性系数 g

的依赖关系。从中发现，其中当 | g |< 0.2，跃迁

周期近似地等于线性的结果。但是当非线性系

数的取值超出了这个范围时，跃迁周期发生了

很大的变化。

最后，讨论磁场强度对基态和激发态间转

注：（a）A= 0.1， （b） A= 0.2， （c） A= 0.3， （d） A= 0.4。这里g= 0.1，ω0 = 1.995。
图5　在共振条件下，不同磁场强度的跃迁概率随时间的演化

Fig.  5　Under the resonance condition, the evolution of the transition probabilities with time for different magnetic field strengths

图4　非线性系数g对两组分系统的影响

（a） 非线性系统的固有频率ω0和（b） 共振条件下的跃迁概率P随非线性系数g的变化，其中A= 0.1，（c） 粒子数密度的演化

图，g= 0.8，（d） 跃迁周期与非线性系数g的依赖关系

Fig.  4　The influence of the nonlinear coefficient g on a two-component system

The dependence of (a) the inherent frequency ω0 and (b) the transition probability P on the nonlinear coefficient g, where A=0.1, (c) the 

evolution plot of the particle number density as g=0.8, and (d) the dependence of the transition period on the nonlinear coefficient g
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换的影响。图 5 给出了在共振条件下，不同磁

场强度的跃迁概率随时间的演化图。从中看

到，跃迁周期与磁场强度 A数值上成反比，这

个结果与线性的结果类似。不同的是，对大的

磁场强度，图 5 中的跃迁概率随时间的演化曲

线有一些小波动，这是因为数值上存在的高频

项所致，如图 5（c）和 5（d）所示。而对弱的磁

场强度，跃迁概率随时间的演化曲线更光滑，

这表明数值上存在的高频项是一些可以忽略的

小量。事实上，在线性情况下利用旋波近似舍

去了高频项，所以线性情况下跃迁概率随时间

的演化图更光滑，如图 2（b）所示。

4 结论

研究表明，在两组分玻色-爱因斯坦凝聚体

中，利用周期梯度磁场产生的拉比振荡能够将

基态原子转移到激发态上。在本文中，通过应

用旋波近似，拉比振荡的周期、共振点以及跃

迁概率被解析求解，并且与非线性较弱时的数

值模拟结果一致。由于旋波近似忽略了高频

项，因此数值模拟中出现的高频波动无法被解

释。本文仅考虑了特定激发态与基态之间的拉

比振荡。在未来的研究中，我们将通过调整周

期梯度磁场，实现更高激发态与基态之间的拉

比 振 荡 ，为 实 验 上 激 发 态 的 制 备 提 供 理 论

支持。
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