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变系数分数系统中皮尔斯脉冲的演化特性
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摘 要：基于分数阶薛定谔方程，研究了对称皮尔斯脉冲的传输特性。研究发现，在Lévy指数作用下，对称皮尔斯

脉冲劈裂为强度相等的两束光。当Lévy指数等于1时，两束皮尔斯脉冲能够保持较长距离的稳定传输。随后引入

变系数，在周期调制的作用下，对称皮尔斯脉冲在传输过程中发生周期性聚焦，脉冲特性在焦点处重现且强度基本

维持不变。其次，讨论了Lévy指数和啁啾参数对皮尔斯脉冲传输特性的影响。结果表明，对于具有二次啁啾的皮

尔斯脉冲，Lévy 指数与啁啾参数会影响焦点处的强度。啁啾参数保持不变，Lévy 指数越大，焦点处强度越大。

Lévy指数保持不变，啁啾参数绝对值越大，焦点处强度越大。此外，不同参数对皮尔斯脉冲相互作用的影响也进行

了研究。改变脉冲的间距，相位，焦点位置处的强度也会发生相应的变化。
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Abstract: Based on fractional Schrödinger equation with variable coefficient, the transmission characteristics of symmetric Pearcey 

pulse are studied. When the variable coefficient is not considered, it is found that under the action of Lévy index, the symmetric 

Pearcey pulse splits into two pulses of equal intensity. Especially, when Lévy index equals one, the two Pearcey pulses can maintain 

the stable transmission over a long distance. When the variable coefficient is considered, under the action of periodic modulation, the 

symmetric pulse is periodically focused during transmission. The pulse is reshaped at the focal point and the intensity remains basi‐

cally unchanged. Secondly, the influence of Lévy index and chirp parameter on the transmission characteristics of Pearcey pulse is 

discussed. The results show that the pulse intensity at the focal point can be controlled by Lévy index and the chirp parameter. The 

larger the Lévy index, the greater the intensity at the focus. Similarly, the larger the absolute value of the chirp, the greater the inten‐

sity at the focus. In addition, the influence of different parameters on the Pearcey pulse interaction is also studied. The change of the 

pulse spacing and phase, pulse intensity at the focus will also change accordingly.
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0 引言 

近年来，由特殊函数描述的光束，因其新颖

的特性引起了学者们广泛的研究兴趣，如艾里光

束的自愈［1-4］、贝塞尔光束的形式不变性［5-7］、高

斯光束的强度不变性［8］等。1946 年，皮尔斯首次

引入了一种新的特殊光束，用具有无限积分域的

积分函数来表示的皮尔斯光束，能量是无限的。

其表达式为二维空间函数，因此它的一维形式有

两种，当 x方向上参数为 0 时，为非对称皮尔斯；

当 y方向上参数为 0 时，为对称皮尔斯。2012 年，

Ring 等在皮尔斯函数中加入了一个高斯包络，首

次从实验中产生了皮尔斯光束，并显示出了自愈

合和自聚焦等特性［9］。基于这些特性，皮尔斯光

束被广泛研究，并导致许多其他类型的皮尔斯光

束的衍生。如圆皮尔斯［10-12］、半皮尔斯［13］、奇皮

尔斯［14］、对偶皮尔斯［15］、椭圆皮尔斯［16］、部分相

干皮尔斯［17］等。由于时间空间的对应性，皮尔斯

脉冲近年来也引起学者们的广泛关注，得到了许

多有价值的研究成果。例如在具有振荡非线性

效应的多模光纤中，在光纤的二阶和三阶色散效

应的共同作用下，皮尔斯高斯脉冲的旁瓣能够形

成呼吸孤子 ［18］。引入啁啾后，皮尔斯脉冲的聚

焦特性发生改变，与线性势结合时脉冲的传输轨

迹发生改变，与抛物势结合时脉冲会发生周期性

的聚焦与反转［19-20］。近年来，皮尔斯脉冲在高非

瞬时克尔介质和饱和非线性介质下的传输特

性［21-22］以及其可控色散波辐射［23］也进行了研究。

分数阶薛定谔方程是用于描述分数阶量子

系统的薛定谔方程的扩展形式［24-25］。与描述整

数阶量子系统的标准薛定谔方程不同，分数阶

薛定谔方程包含分数阶导数项。它可以用分数

阶导数代替动能算子得到，这在描述具有非局

域性质、分数阶阻尼等量子系统中具有重要意

义。2015 年，Longhi 等［26］首次将量子力学中的

分数阶薛定谔方程引入光学系统。随后，学者

们对高斯光束、超高斯光束、艾里光束等光束

在分数薛定谔方程（Fractional Schrödinger Equa⁃
tion，FSE）背景下的传输动力学进行了广泛的

研究。在研究中发现，在分数阶系统中，高斯

光束，艾里光束都会劈裂为两个子光束，在线

性或高斯势阱的作用下，表现出之字形或漏斗

形的周期性传输［27-30］。超高斯光束在传输过程

中劈裂为两个鞍形子光束，在非线性作用下，

超高斯光束可以被转化为单孤子、呼吸孤子或

孤子对［31］。此外，在分数系统中光束的相互作

用也受到了广泛研究，双艾里光束在可调 Lévy
指数的作用下可以产生复杂的干涉图样，导致

了一系列新的传播动力学［32］。这些研究结果

表明，在分数阶薛定谔方程的背景下传输，光

束表现出与标准薛定谔方程中完全不同的动力

学特性［33-34］。特别地，近年来时间分数阶系统

在光学实验中的报道，进一步激发了研究者对

分数阶薛定谔方程的研究兴趣［35］。然而，目前

在变系数分数系统中对皮尔斯脉冲动力学特性

的研究还比较有限。变系数分数系统中，能否

实现皮尔斯脉冲的周期重构以实现其长距离传

输以及通过参数的改变实现对皮尔斯脉冲的操

控，值得进一步详细研究与讨论。因此，本文

基于变系数分数阶薛定谔方程来讨论啁啾参数

和 Lévy 指数对对称皮尔斯脉冲传输特性的影

响。此外，还探讨了不同参数下皮尔斯脉冲相

互作用的动力学特性。

1 理论模型与分析 

在变系数的分数薛定谔系统中传输时，脉

冲的传输特性可以用下面无量纲的归一化变系

数薛定谔方程来描述：

i ∂φ ( )t，z
∂z - 1

2 D (z) ( - ∂2

∂t 2 )
α2

φ (t，z)= 0，（1）

式中 φ( t，z ) 为脉冲包络幅值，z和 t分别为传输

距离与时间坐标。 α (1 < α≤ 2) 是 Lévy 指数，

方程（1）在实空间的解可表示为：

φ (t，z)= 1
2π ∫

-∞

+∞
φ̂ ( )k，0 e - i

2 || k α∫
0

z
D ( )ξ dξeiktdk。（2）

方 程（2）中 φ̂ (k，0) = ∫
-∞

+∞
φ ( )t，0 e-iktdt 是 初

始输入函数的傅里叶变换形式，D ( z ) 是传输

距离 z的函数，当 D ( z ) = 1 时，式（1）为一般分

数薛定谔方程，当 D ( z ) = cos ( Ωz )，系统具有

纵向周期性调制。从上式可以看出给定初始

输入，就可以通过方程（2）给出方程（1）的动

力学解。

为了研究对称皮尔斯脉冲在分数系统中的

传输特性，选择如下形式的初始输入脉冲：
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φ (t，0)= pe (t，0) exp ( - σt 2) exp (iβt 2)，（3）

其中 pe (t，0) = ∫
-∞

+∞
exp [ ]i ( )s4 + st ds为对称皮尔

斯脉冲。σ 是高斯截断函数的宽度。为了更好

地保持皮尔斯脉冲的传输特性，减少高斯函数

作用，需要高斯函数宽度大，则 σ 必须非常小。

所以在下面的讨论中，固定参数 σ = 1/400，β为
二次啁啾参数。将方程（3）代入方程（2）中，得

到方程（1）的解可以写为以下方程：

φ (t，z)=

i
4π ( )iσ + β ∫

-∞

+∞∫
-∞

+∞
exp

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

is4 - i
4
( )s- k 2

( )iσ + β
ds

exp ( - i
2 | k |

a∫
0

z

D (ξ ) dξ ) exp (ikt ) dk。
（4）

在 Lévy 指数 α= 1 的情况下，方程（4）变为

以下形式：

φ (t，z)=

A∫
0

+∞∫
-∞

+∞
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é
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ê
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ê
ê
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é
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ds exp (ikT-) dk，

（5）

其 中 参 数 A= i
4π ( )iσ + β

， T±(z) = t∓

1
2 ∫

0

z

D ( )ξ dξ。

2 对称皮尔斯脉冲的动力学特性 

2.1　D (z)= 1　
在本小节中我们讨论参数 D ( z ) = 1 时，啁

啾参数以及 Lévy 指数对皮尔斯脉冲传输特性的

影响。当参数 β= 0，α= 1 时，对称皮尔斯脉冲

的传输特性，如图 1 所示。图 1（a1）中可以看

出，在 Lévy 指数的作用下，脉冲劈裂为强度相等

的两束，演化轨迹关于 t= 0 对称，在两分支旁

瓣的作用下，在中心交点两侧形成干涉条纹。

随着传输距离的增大，两分支脉冲距中心对称

点越来越远，干涉条纹逐渐减小。图 1（a2）为皮

尔斯脉冲的峰值演化图，从中可以看出，初始入

射脉冲在到达某一距离后，强度达到最大。随

着传输距离的增加，强度逐渐减小，由于分支旁

瓣所产生的干涉，强度出现抖动。当到达某一

距离后，强度达到稳定，基本不再变化。图 1
（a3）为传输距离分别为 z= 0 与 z= 80 时脉冲

的轮廓图。图 1（b）为公式（5）对应的演化图以

及相同传输距离 z= 0 与 z= 80 时的轮廓图。

对比发现演化结果与数值结果完全相同。

图 2（a）展示了不同 Lévy 指数下皮尔斯脉

冲的传输特性。图中可以看出随着 Lévy 指数 α
增大，脉冲强度降低速率加快。图 2（b）中展示

了传输距离 z= 80 时的轮廓图。结果表明，当

传输到一定距离时，α越大脉冲强度越低。特

别是，如上文所述，当 Lévy 指数 α= 1 时劈裂的

图1　D (z)= 1， α= 1， β= 0时，皮尔斯脉冲演化图

（a） 数值模拟演化结果； （b） 对应方程（5）的演化结果。

Fig. 1　Evolution of Pearcey pulse with D (z)= 1, α= 1, β= 0
(a) Numerical results; (b) Analytical results.
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两束脉冲在强度下降到一定强度后，可以保持

强度不变的稳定传输。因此，Lévy 指数减小，

能够使两分支脉冲保持较长距离的稳定传输。

当 Lévy 指数保持不变，例如 α= 1 时，考虑

啁啾参数对皮尔斯脉冲传输特性的影响，如图

3 所示。图 3（b1）—（b3）为脉冲传输到 z= 80
的轮廓图，结果表明，当啁啾为负数时，随着啁

啾的减小，分支脉冲旁瓣增多，脉冲主瓣脉冲

宽度变小，强度增加。以上结果表明，在常系

数分数系统中，Lévy 指数能够使对称皮尔斯脉

冲劈裂为两束强度相同的脉冲，且 Lévy 指数越

小，两分支脉冲强度衰减越慢，当 Lévy 指数

α= 1 时，两分支脉冲能够保持较长距离的稳定

传输。啁啾的存在能够改变两分支脉冲的强

度，当入射脉冲的啁啾为负数时，啁啾越小，两

分支脉冲的强度越大。

2.2　D (z)= cos (Ωz)　
在周期调制 D ( z ) = cos ( Ωz ) 的作用下对称

注：（a1/b1）： α= 1； （a2/b2）： α= 1.4； （a3/b3）： α= 1.8。
图2　不同Lévy指数下，皮尔斯脉冲的演化

（a） D (z)= 1， β= 0时，皮尔斯脉冲演化图； （b） z= 80处的脉冲轮廓图。

Fig. 2　Evolutions of Pearcey pulse with different Lévy indices

(a) Pearcey pulse evolution diagram with D (z)= 1, β= 0; (b) The profile of Pearcey pulse at z = 80.

注：（a1/b1）： β=-0.1； （a2/b2）： β=-0.3； （a3/b3）： β=-0.5。
图3　不同啁啾参数下，皮尔斯脉冲的演化

（a） D (z)= 1， α= 1时，皮尔斯脉冲演化图； （b） z= 80处的轮廓图。

Fig. 3　Evolutions of Pearcey pulse with different chirp parameters

(a) Evolution of Pearcey pulse with D (z)= 1, α= 1; (b) The profile of Pearcey pulse at z = 80.
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皮尔斯光束在传输过程中发生周期性聚焦，如

图 4（a）所示。图 4（b）为 Lévy 指数 α= 1，β=
0 时皮尔斯脉冲焦点以及两焦点间的轮廓图。

从图中可以看出，皮尔斯脉冲在聚焦后劈

裂为两束强度相同的脉冲，一个周期后劈裂为

强度较低的两束高斯波包，焦点处的特征与强

度在传输过程中不发生改变。此结果表明，在

纵向周期调制作用下，对称皮尔斯脉冲在传输

过程中可以实现周期复原与重构。

为了更好地观察 Lévy 指数的影响，研究了

不同 Lévy 指数下，对称皮尔斯脉冲在传输过程

中的演化特性，如图 5（a）所示。结果表明，其他

参数保持不变，Lévy 指数的改变，不影响交点处

皮尔斯脉冲的周期复原与重构。随着 Lévy 指数

增大，焦点处脉冲包络形状不变，强度增大。

接下来将讨论啁啾参数对皮尔斯脉冲传输

特性影响。图 6（a）为 Lévy 指数 α= 1，啁啾参

数为负数时脉冲的演化特性。结果表明，随着

啁啾的减小，皮尔斯脉冲强度增大，主瓣宽度

变窄，干涉条纹减少。

为了更深入地了解啁啾参量与 Lévy 指数对

皮尔斯脉冲传输特性的影响，研究了不同 Lévy
指数 α下焦点强度对啁啾参量 β的依赖关系，

如图 7 所示。结果表明，焦点处强度随着 Lévy
指数的增大而增大，Lévy 指数 α越大，焦点处强

度增加的趋势越快。啁啾等于 0 时，焦点强度

变化不大，啁啾参数绝对值越大，焦点处强度

增加的趋势就越大。

3 皮尔斯脉冲的相互作用 

本节我们讨论变系数分数系统中对称皮尔斯

脉冲的相互作用，入射双皮尔斯脉冲形式如下：

φ (t，0)= pe (t+B) exp [ - σ (t+B) 2 ]+
pe ( - t+B) exp [ - σ (t-B) 2 ]exp (iθ )，

（6）

注： （a1/b1）： α= 1； （a2/b2）： α= 1.4； （a3/b3）： α= 1.8。
图5　纵向周期调制下，不同Lévy指数对皮尔斯脉冲演化的影响

（a） D (z)= cos (Ωz)， β= 0时，皮尔斯脉冲演化图； （b） 焦点处的轮廓图。

Fig. 5　Evolutions of Pearcey pulse with different Levy indices under longitudinal periodic modulation

(a) Evolution of Pearcey pulse with D (z)= cos (Ωz), β= 0; (b) Profile at the focal point.

图4　纵向周期调制下，皮尔斯脉冲的演化

（a） D (z)= cos (Ωz)， α= 1， β= 0时，皮尔斯脉冲演化图；

（b） 焦点位置及焦点间轮廓图。

Fig. 4　Evolution of Pearcey pulse under longitudinal periodic

modulation

(a) Evolution of Pearcey pulse with D (z)= cos (Ωz), α= 1, 

β= 0; (b) Focus position and interfocus profile.
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其中 pe (t ) = ∫
-∞

+∞
exp [ ]i ( )s4 + st ds为对称皮尔斯

函数，B为两皮尔斯脉冲的间隔，θ为初始相位

差。通过改变两脉冲的间隔以及相位差来研究

双皮尔斯脉冲的演化特性。

当两束皮尔斯脉冲同相，即相位差 θ= 0
时，改变两脉冲的间隔 B，双皮尔斯脉冲的动力

学演化图如图 8 所示。从图中可以看出，当初

始间隔小时，脉冲间相互作用影响较大，脉冲

在传输过程中劈裂为两束强度相等的脉冲，之

后重新聚焦。随着初始间距的增大，焦点处的

光斑增大，随着初始间距的进一步增大，焦点

处的光斑逐渐分裂为两束强度相等的脉冲，不

再周期聚焦与重构。当两束皮尔斯脉冲反相，

即 θ= π 时，改变两脉冲的初始间隔对双皮尔

斯脉冲动力学演化图的影响，如图 9 所示。结

果表明，当双脉冲的初始相位反向，脉冲间的

相斥作用力使得两脉冲不能聚焦。随着两脉冲

初始间隔增大，例如 B= 1 时，脉冲演化形成条

图8　α= 1， β= 0， θ= 0时，不同初始间隔B下的皮尔斯脉冲演化

Fig. 8　Evolutions of Pearcey pulse at different initial intervals B with α= 1, β= 0, θ= 0

注： （a1/b1）： β=-0.1； （a2/b2）： β=-0.3； （a3/b3）： β=-0.5。
图6　纵向周期调制下，不同啁啾参数对皮尔斯脉冲演化的影响

（a） D (z)= cos (Ωz)， α= 1时，皮尔斯脉冲演化图；（b） 焦点处的轮廓图。

Fig. 6　Evolutions of Pearcey pulse with different chirp parameters under longitudinal periodic modulation

(a) Evolution of Pearcey pulse with D (z)= cos (Ωz), α= 1; (b) Profile at the focal point.

图7　不同Lévy指数下，焦点强度对啁啾参量β的依赖关系

Fig. 7　The pulse intensity at the focus versus the chirp 

parameter β for different Lévy indices
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状焦斑。随着 B进一步增大，脉冲间相斥作用

减弱，与同向双皮尔斯脉冲的动力学演化特性

基本类似。

4 结论 

众所周知，皮尔斯脉冲分为对称皮尔斯脉冲

与非对称皮尔斯脉冲。在相同的理论模型下，

对称皮尔斯脉冲与非对称皮尔斯脉冲可能展现

出不同的动力学特性。本文以变系数分数阶薛

定谔方程为理论模型，研究了对称皮尔斯脉冲

的传输特性。结果表明，在 Lévy 指数的作用下，

对称皮尔斯脉冲劈裂为两束强度相等的脉冲，

Lévy 指数越大，脉冲强度降低速率越大。因此，

减小 Lévy 指数能够延长脉冲稳定传输的距离。

特别地，当 Lévy 指数 α= 1 时，两束皮尔斯脉冲

在传输一定距离后强度基本不变，能够保持较

长范围内的稳定传输。其次，引入变系数后，在

纵向周期调制的作用下，对称皮尔斯脉冲在传

输过程中发生周期性聚焦，脉冲特性在焦点处

重现且强度基本维持不变，能够实现皮尔斯脉

冲的周期重构与复原，焦点处强度随着 Lévy 指

数的增大而增强。对于具有二次啁啾的皮尔斯

脉冲，当啁啾为负数时，焦点处强度随着啁啾的

减少而增大。因此在变系数分数系统中，对称

皮尔斯脉冲能够实现周期重构与复原，从而实

现长距离传输。并且通过改变 Lévy 指数以及啁

啾参数的大小，能够改变皮尔斯脉冲的强度，以

实现对皮尔斯脉冲的操控。但是本文中操控仅

对于焦点处强度，对于焦点的位置几乎没有改

变，并且对于非对称皮尔斯脉冲没有详细探讨，

将在后续的讨论中进一步展开研究。
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