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低秩四元数矩阵分解模型的优化理论及其应用
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摘 要：本文研究低秩四元数矩阵分解模型的优化理论及其在彩色图像处理中的应用，提出四元数梯度下降法及

其改进算法来求解低秩四元数矩阵分解模型并分析算法的收敛性。通过将该模型应用于彩色图像处理上，数值结

果表明所提算法的可行性和有效性。
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Abstract: This paper studies the low rank quaternion matrix decomposition model and its application in color image processing. Qua‐

ternion gradient descent algorithm and its improved version are proposed to solve the low rank quaternion matrix decomposition 

model. And the convergence of the algorithms is considered. Numerical results on color images show the feasibility and effective‐

ness of the proposed algorithms.
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0 引言 

四元数矩阵在彩色图像处理中得到了广泛的应用，包括：彩色图像去噪与修复、彩色人脸识别

以及彩色图像修复等方面［1-4］。此外，四元数矩阵在其他工程领域也得到了广泛地应用［5-12］。这些

研究工作中的数学模型可以转化为以四元数矩阵为决策变量的优化问题。

1996 年，文献［13］提出了一种编码纯四元数，其三个虚部分别表示 RGB（红-绿-蓝）图像的三

个通道分量。在文献［14］中给出了一些关于四元数和四元数矩阵理论的简要证明。此后，文献
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［8，15］提出了关于四元数变量实值函数的梯度。另外，文献［16］将复数域理论推广到了四元数

域。Wang 等证明了在复数域中，梯度下降算法是可行的［17］。所有这些丰富的数学工具为使用四

元数表示彩色图像提供了理论保证。

最近，文献［3］将彩色图像修复问题转化为一个低秩四元数矩阵分解（Low rank quaternion ma⁃
trix decomposition，LRQD）模型。该模型旨在解决四元数矩阵变量中实值函数的等式约束优化问

题，并对其收敛性进行了分析。另一方面，文献［18］提出一个关键的工具，即 R 积（R-product），通

过将两个四元数矩阵的 R 积等价于这两个四元数内积的实部来定义。它还指出了低秩四元数矩

阵分解模型满足二阶连续可微，其可视为四元数矩阵优化问题（Quaternion matrix optimization prob⁃
lem）的一个特例。然而，它并未对低秩四元数矩阵分解模型进行深入详细地分析。

本文针对低秩四元数矩阵分解模型进行了最优性分析，并引入了四元数矩阵变量实值函数的

一阶导数。将几个重要的优化理论推广到了四元数域，并提出了四元数梯度下降法及其改进版

本，给出算法的收敛性分析。

本文剩余的组织结构如下。第 1 节回顾了四元数和四元数矩阵的一些必要知识，并介绍了低

秩四元数矩阵分解模型。第 2 节引入了关键工具 R 积和 R-线性无关，用来定义四元数矩阵变量的

实值函数的一阶导数，并给出了低秩四元数矩阵分解模型的一阶最优性条件。第 3 节介绍了四元

数梯度下降法及改进算法并分析了其算法的收敛性。第 4 节给出了数值实验。最后一节总结了本

文的研究工作。

本文用 R、C和 Q分别表示实数域、复数域和四元数域；用 Rm × n、Cm × n 和 Qm × n 分别表示 m × n
阶实矩阵、复矩阵和四元数矩阵的集合。记 H≔Qm1 × n1 × Qm2 × n2 × Qm3 × n3，若 A ∈ Qm1 × n1，H ∈ Qm2 × n2

和W ∈ Qm3 × n3，称 X= (A， H， W ) ∈ H 为矩阵分量向量，用 0 和 O分别表示具有适当维数的零向量

和零矩阵。若 A= (ast ) ∈ Qn × n，用 tr (A ) 表示 A的迹，其定义为 tr (A ) = ∑
s = 1

n

ass。

1 预备知识 

本节主要回顾四元数、四元数矩阵以及介绍低秩四元数矩阵分解模型的相关结论。

1.1　四元数及四元数矩阵　

四元数 x可以表示为

x= x0 + x1 i + x2 j + x3k，

其中 x0，x1，x2，x3 ∈ R，i，j，k 为三个虚单位，其满足下列条件

i2 = j2 = k2 =-1，
ij =-ji = k，jk =-kj = i，ki =-ik = j。

这些规则和分布规律决定了四元数的乘法是非交换的。

四元数 x的实部记为 Re( x ) = x0，三个虚部分别记为 Imi ( x ) = x1、Imj ( x ) = x2 和 Imk ( x ) = x3。

四元数 x的共轭为

x∗ = x0 - x1 i - x2 j - x3k。

四元数 x的模为

|x| = |x∗| = xx∗ = x∗x = x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 。
若 x≠ 0，则 x-1 = x∗

|x|2 。

四元数矩阵A ∈ Qm × n 可表示为

A= A0 + A1 i + A2 j + A3k，

其中 A0，A1，A2，A3 ∈ Rm × n。四元数矩阵 A的转置定义为
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AT = AT
0 + AT

1 i + AT
2 j + AT

3 k，

四元数矩阵A的共轭转置定义为

A* = AT
0 - AT

1 i - AT
2 j - AT

3 k。
设A ∈ Qm × n，若存在矩阵 B ∈ Qn × n 满足 AB= BA= In，则称 A是可逆的，记 A-1 = B。

设A= (ast )，B= ( bst ) ∈ Qm × n，它们的内积定义为

A， B = tr( B∗A )∈Q，
它们实内积的定义为

A ⋅B≔ Re A， B = Re ( )∑
s = 1

m

∑
t = 1

n

b∗
stast ∈R。

四元数矩阵A的 Frobenius 范数定义为

 A
F

= A， A = tr(A∗A ) = ∑
s = 1

m

∑
t = 1

n

| ast|2 。
显然，有 A ⋅ A= A， A =  A 2

F
。 四元数矩阵其他范数的定义可参考文献［1］。

定义1［18］ 若存在不全为零的实数 α1， α2， ⋯， αp 满足

∑
j = 1

p

αj Aj =O，

则称 { Aj ∈ Rm × n：j = 1， ⋯， p } 是 R-线性相关的。否则，称为 R-线性无关的。

定义2［18-19］ 假设 f：Qm × n → R是二阶连续可微，若其梯度满足

 ∇f (Y )- ∇f (Ŷ )
F

≤ η Y- Ŷ
F
， ∀Y， Ŷ∈Qm × n， 

则称 ∇f 是 Lipschitz 连续的，其中 η > 0 是 Lipschitz 常数。

引理1［18-19］ 假设 f：Qm × n → R是二阶连续可微，且梯度 ∇f 是 Lipschitz 连续，则有

f (Y )≤ f (Ŷ )+ ∇f (Ŷ )⋅(Y- Ŷ )+ η
2  Y- Ŷ

2

F
， ∀Y， Ŷ∈Qm × n， 

其中 Lipschitz 常数 η > 0。
引理2［3］ 假设序列 { Z k = ( Z k

1， Z k
2， Z k

3 ) }+∞
k = 0 ⊂ H，若序列满足

∑
k = 0

+∞
 Z k -Z k + 1 2

F
<+∞，

即：

∑
k = 0

+∞
‖Z k -Z k + 1‖2

F

收敛，且序列 { Z k }+∞
k = 1 是有界的，则有 lim

k → +∞
‖Z k - Z k + 1‖2

F = 0。

1.2　低秩四元数矩阵分解模型　

考虑如下低秩四元数矩阵分解模型［3］：

min
A，H，W

1
2  HW-A

2
F
， s.t.   AΩ =DΩ， （1）

其中 A ∈ Qm × n， H ∈ Qm × r， W ∈ Qr × n 是决策变量，D是给定的四元数数据集矩阵，Ω 为 D观测部分

的索引集，AΩ = DΩ 表示 A和D对应项在索引集上是相等的。

显然，若选取 X= (A， H， W )，f ( X ) = 1
2  HW- A

2
F
，hl ( X ) = ast - dst，其中 ( s， t ) 为 Ω 的第 l 指

标 ( l = 1， ⋯， p )，p = |Ω| 为 Ω 基数的大小。因此，模型（1）为二阶连续可微的四元数矩阵优化问题

的一个特例［18］。

文 献［3］提 出 了 求 解 低 秩 四 元 数 矩 阵 分 解 模 型（1）的 数 值 算 法 ，即 ：给 定 H 0 ∈ Qm × r，
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W 0 ∈ Qr × n，其中 r < min{m， n}，记 Ω c 为 Ω 的补集，则对于第 k 步迭代有

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Ak
Ω =Dk

Ω， Ak
Ωc =(H kW k )Ωc，

W k + 1 =[(H k )*H k ]-1 (H k )*Ak，

H k + 1 =Ak (W k + 1 )* [W k + 1 (W k + 1 )* ]-1。
（2）

迭代格式（2）可求得模型（1）的最优解。然而，迭代格式（2）涉及两个四元数矩阵方程组的求

解。此外，文献［18］给出了低秩四元数矩阵分解模型的部分最优性理论结果，没有给出迭代格式

的收敛性分析。

本文将从避免求解四元数矩阵方程组的角度，提出新的数值算法用于求解模型（1）。同时，给

出模型（1）的最优性条件。进一步，提出四元数梯度下降算法并分析所提算法的收敛性。

2 低秩四元数矩阵分解模型的最优化理论 

在本节中，借助于 R 积、R-线性无关和梯度的定义，用它们来定义四元数矩阵变量中实值函数

的一阶导数，建立模型（1）的一阶最优性条件。

定义3［3］ 设 f：Qm × n → R，Y= Y0 + Y1 i + Y2 j + Y3k，这里 Y0， Y1， Y2， Y3 ∈ Rm × n。若
∂f

∂Yi
在 Yi

处存在 ( i = 0，1，2，3 )，则称 f 在Y处可微，记

∇f (Y )= ∂f
∂Y0

+ ∂f
∂Y1

i + ∂f
∂Y2

j + ∂f
∂Y3

k。
若 f 在 Yi ( i = 0，1，2，3 ) 的邻域内有定义且在 Yi 处连续，则称 f 在Y处连续可微。

记 X= (A， H， W ) ∈ H， 其 中 A= A0 + A1 i + A2 j + A3k ∈ Qm1 × n1， H= H0 + H1 i +H2 j +
H3k ∈ Qm2 × n2，W= W0 + W1 i + W2 j + W3k ∈ Qm3 × n3。假设 f：H → R 是连续可微的，则 f 在 X 处对

Ai， Hi， Wi ( i = 0， 1， 2， 3 ) 是可微，进而定义 f 在 X处的偏导数和梯度分别为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

∇A f ( X )= ∂
∂A0

f ( X )+ ∂
∂A1

f ( X ) i + ∂
∂A2

f ( X ) j + ∂
∂A3

f ( X )k，

∇H f ( X )= ∂
∂H0

f ( X )+ ∂
∂H1

f ( X ) i + ∂
∂H2

f ( X ) j + ∂
∂H3

f ( X )k，

∇W f ( X )= ∂
∂W0

f ( X )+ ∂
∂W1

f ( X ) i + ∂
∂W2

f ( X ) j + ∂
∂W3

f ( X )k，

∇f ( X )= [ ]∇A f ( X )，∇H f ( X )，∇W f ( X ) 。
显然 ∇f ( X ) ∈ H。

下面给出模型（1）的拉格朗日函数。

记 p = |Ω| 为 Ω 基数的大小。令

f ( X )= 1
2  HW-A

2
F
， （3）

hl ( X )= h0，l ( X )+ h1，l ( X ) i + h2，l ( X ) j + h3，l ( X )k =ast -dst， （4）
其中 h0，l ( X ) = Re(ast - dst )、h1，l ( X ) = Imi (ast - dst )、h2，l ( X ) = Imj (ast - dst )和 h3，l ( X ) =Imk (ast - dst )， 
这里 ( s，t )对应Ω的第 l指标 ( l = 1，⋯，p )。则模型（1）的拉格朗日函数为

L( X )= f ( X )+∑
i = 0

3

∑
l = 1

p

λi，lhi，l ( X )。
定理1 假设函数 f，hi，l：H → R( i = 0，1，2，3； l = 1，⋯，p ) 如式（3）和式（4）所定义，且满足在 X处

是一阶连续可微的。设 X # = (A#，H #，W #) ∈ H是模型（1）的最优解。若 ∇hi，l ( X # ) 是 R-线性无关，

则存在拉格朗日乘子 λi，l ∈ R( i = 0，1，2，3； l = 1，⋯，p ) 满足
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∇f ( X# )+∑
i = 0

3

∑
l = 1

p

λi，l∇hi，l ( X # )=O， （5）

hl ( X # )=O。 （6）
证明 将上式函数中的四元数矩阵变量转化为由实矩阵 A i， H i， W i ( i = 0，1，2，3 ) 为变量的实值

函数。由于 ∇hi，l ( X # )( i = 0，1，2，3； l = 1，⋯，p ) 是 R-线性无关，根据一阶实优化条件理论，可得式

（5）和式（6）成立。

定义4 设 f：H → R是二阶连续可微，若Y # ∈ H是模型（1）的最优解，且满足

∇f (Y # )=O，

则称Y # 是模型（1）的稳定点。

接下来考虑模型（1）的目标函数 f (X ) = 1
2  HW- A

2
F
。由文献［3］，可得

∇A f ( X )=A-HW， （7）
∇H f ( X )=(HW-A )W *， （8）

∇W f ( X )=H * (HW-A )。 （9）
并有以下定理成立。

定理2 假设 f (X ) = 1
2  HW- A

2
F
，则偏导数∇H f，∇W f，∇A f满足Lipschitz连续，即有下列不等式

F， ∀H1， H2，

 ∇W f (A， H， W2 )- ∇W f (A， H， W1 )
F

≤ η W2 -W1 F
， ∀W1， W2，

 ∇A f (A2， H， W )- ∇A f (A1， H， W )
F

≤ η A2 -A1 F
， ∀A1， A2，

其中 η = max { 1， WW *
F
，  H *H

F
， c } 是 Lipschitz 常数，这里 c 为给定的适当的常数。

证明 由定义 2 和式（8）可得

 ∇H f (A， H2， W )- ∇H f (A， H1， W )
F

=
 (H2W-A )(W )* -(H1W-A )W *

F
=

 (H2 -H1 )WW *
F

≤ WW *
F
  H k + 1 -H k

F
≤ η H k + 1 -H k

F
。

同理，可得另外两个不等式。

定理3 设 X # = (A#，H #，W #) ∈ H是模型（1）的稳定点，则有

(H #W # -A# )(W # )* =Om × r，

(H # )* (H #W # -A# )=Or × n，

A#
Ω =DΩ， A#

Ωc =(H #W # )Ωc

成立，其中 r < min{m，n}，Ω c 是 Ω 的补集。

证明 由于 X # 是模型（1）的稳定点，则 X # 需满足约束条件 A#
Ω = DΩ，且有

∇f ( X # )=( ∇A f ( X # )， ∇H f ( X # )， ∇W f ( X # ) )=O。
再由式（7）、式（8）和式（9）可得

A#
Ωc -(H #W # )Ωc =Om × n，

(H #W # -A# )(W # )* =Om × r，

(H # )* (H #W # -A# )=Or × n。
即证明完成。

3 四元数梯度下降法及其收敛性分析 

令
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S={ Z∈Qm × n| hl ( Z )= 0， l = 1， ⋯， p， p = |Ω| } 。
记H1 = S × Qm × r × Qr × n，则模型（1）可改写为如下优化问题：

min
X =(A， H， W )∈H1

f ( X )= 1
2  HW-A

2
F
。 （10）

受 梯 度 下 降 法 思 想 的 启 发 ，本 文 提 出 一 种 四 元 数 梯 度 下 降 法 求 解 问 题（10）。 记 X k =
(Ak，  H k， W k )。对于第 k 步迭代，有

X k + 1 =X k - α∇f ( X k )，
其中 α 是步长因子且 ∇f ( X k )=((Ak -H kW k， (H kW k -Ak )(W k )*， (H k )* (H kW k -Ak ) )。

具体实施步骤见算法 1。
算法1 （四元数梯度下降法求解低秩四元数矩阵分解模型）

步 1：给定 ϵ，选取 X 0 = (A0， H 0， W 0 ) ∈ H1。

步 2：更新H k + 1 =H k - α(H kW k - Ak )(W k )*。

步 3：更新W k + 1 =W k - α(H k + 1 )* (H k + 1W k - Ak )。
步 4：更新 Ak + 1

Ω = DΩ， Ak + 1
Ωc = (Ak - α(Ak -H k + 1W k + 1 ) )Ωc。

步 5：如果  X k + 1 - X k
F

< ϵ，停止；否则，置 k ≔ k + 1，转步 2。
下面分析算法 1 的收敛性。

定理 4 假设 X k、X k + 1 ∈ H1 是由算法 1 生成，当步长因子 α ∈ ( )0， 2
η

，算法 1 收敛且有以下不等

式成立

f ( X k + 1 )≤ f ( X k )+ ( )η
2 - 1

α
 X k + 1 -X k 2

F
， （11）

其中 Lipschitz 常数 η > 0。
证明 由算法 1 可得

H k + 1 =H k - α∇H f (Ak， H k， W k )，
W k + 1 =W k - α∇W f (Ak， H k + 1， W k )，

Ak + 1
Ωc =(Ak - α∇A f (Ak， H k + 1， W k + 1 ) )Ωc。 （12）

由定理 2，可得偏导数 ∇H f， ∇W f， ∇A f 满足 Lipschitz 连续。根据引理 1 和式（12）可得

f (Ak， H k + 1， W k )≤

f (Ak， H k， W k )+ ∇H f (Ak， H k， W k )⋅(H k + 1 -H k )+ η
2  H k + 1 -H k 2

F
≤

f (Ak， H k， W k )- 1
α

(H k + 1 -H k )⋅(H k + 1 -H k )+ η
2  H k + 1 -H k 2

F
≤

f (Ak， H k， W k )+ ( )η
2 - 1

α
 H k + 1 -H k 2

F
， （13）

f (Ak， H k + 1， W k + 1 )≤

f (Ak， H k + 1， W k )+ ∇W f (Ak， H k + 1， W k )⋅(W k + 1 -W k )+ η
2  W k + 1 -W k 2

F
≤

f (Ak， H k + 1， W k )+ ( )η
2 - 1

α
 W k + 1 -W k 2

F
。 （14）

令

fΩ (A， H k + 1， W k + 1 )= 1
2  (H k + 1W k + 1 -A )Ω

2

F
，

fΩc (A， H k + 1， W k + 1 )= 1
2  (H k + 1W k + 1 -A )Ωc

2

F
，
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则

f (Ak + 1， H k + 1， W k + 1 )= 1
2  H k + 1W k + 1 -Ak + 1 2

F
=

1
2  (H k + 1W k + 1 -Ak + 1 )Ω

2

F
+ 1

2  (H k + 1W k + 1 -Ak + 1 )Ωc

2

F
≔

fΩ (Ak + 1， H k + 1， W k + 1 )+ fΩc (Ak + 1， H k + 1， W k + 1 )。
注意到

Ak + 1
Ω =Ak

Ω =DΩ，

则有

fΩ (Ak + 1， H k + 1， W k + 1 )= fΩ (Ak， H k + 1， W k + 1 )。 （15）
又因为

fΩc (Ak + 1， H k + 1， W k + 1 )≤

fΩc (Ak， H k + 1， W k + 1 )+( ∇A f (Ak， H k + 1， W k )⋅(Ak + 1 -Ak ) )Ωc + η
2  (Ak + 1 -Ak )Ωc

2

F
≤

fΩc (Ak， H k + 1， W k + 1 )- 1
α

(Ak + 1 -Ak )Ωc ⋅(Ak + 1 -Ak )Ωc + η
2  (Ak + 1 -Ak )Ωc

2

F
≤

fΩc (Ak， H k + 1， W k + 1 )+ ( )η
2 - 1

α
 (Ak + 1 -Ak )Ωc

2

F
， （16）

将式（15）和式（16）相加可得

f (Ak + 1， H k + 1， W k + 1 )≤ f (Ak， H k + 1， W k + 1 )+ ( )η
2 - 1

α
 (Ak + 1 -Ak )Ωc

2

F
=

f (Ak， H k + 1， W k + 1 )+ ( )η
2 - 1

α
 Ak + 1 -Ak 2

F
。 （17）

令 X k = (Ak， H k， W k )，将式（13）、式（14）和式（17）相加可得

f (Ak + 1， H k + 1， W k + 1 )≤

f (Ak， H k， W k )+ ( )η
2 - 1

α
[  H k + 1 -H k 2

F
+ W k + 1 -W k 2

F
+ Ak + 1 -Ak 2

F
]。

即：

f ( X k + 1 )≤ f ( X k )+ ( )η
2 - 1

α
 X k + 1 -X k 2

F
。

因此，当
η
2 - 1

α
< 0 时，即证明式（11）。

定理5 记 { X k = (Ak， H k， W k ) }+∞
k = 0 ⊆ H1 是算法 1 所生成的序列，则有以下式子成立

∑
k = 0

∞
 X k -X k + 1 2

F
< ∞，

从而有

lim
k →+∞

 X k -X k + 1 2

F
= 0，

即：

lim
k →+∞

 Ak -Ak + 1
F

= 0，

 lim
k →+∞

 H k -H k + 1
F

= 0，

lim
k →+∞

 W k -W k + 1
F

= 0。
证明 由定理 4 可得，当 α ∈ ( )0，η

2 时，有
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( 1
α

- η
2 )‖X k -X k + 1‖2

F ≤ f ( )X k - f ( X k + 1 )⇔

2 - αη
2α

‖X k -X k + 1‖2
F ≤ f ( X k )- f ( X k + 1 )⇔

‖X k -X k + 1‖2
F ≤ 2α

2 - αη
( f ( X k )- f ( X k + 1 ) )。

对上式 k 进行从 0 累加到 K 可得

∑
k = 0

K

‖X k -X k + 1‖2
F ≤ ∑

k = 0

K 2α
2 - αη

( f ( X k )- f ( X k + 1 ) )≤ 2α
2 - αη

( f ( X 0 )- f ( X 1 )+ ⋯ + f ( X K )- f ( X K + 1 ) )=

2α
2 - αη

( f ( X 0 )- f ( X K + 1 ) )≤ 2α
2 - αη

f ( X 0 )< ∞。
令 K → +∞，再由引理 2 可得

lim
k →+∞

‖X k -X k + 1‖2
F = 0。

又由于

‖X k -X k + 1‖2
F = ‖(Ak， H k， W k )-(Ak + 1， H k + 1， W k + 1 )‖2

F =
‖(Ak -Ak + 1，H k -H k + 1， W k -W k + 1 )‖2

F =
‖Ak -Ak + 1‖2

F + ‖H k -H k + 1‖2
F + ‖W k -W k + 1‖2

F，

令上式 k → +∞ 时，有

lim
k →+∞

‖Ak -Ak + 1‖2
F = 0， lim

k →+∞
‖H k -H k + 1‖2

F = 0， lim
k →+∞

‖W k -W k + 1‖2
F = 0

成立，即证明完成。

根据定理 5 可知，{ X k }+∞
k = 0 是有界的且 S是闭集，则存在子序列 { X kj } 和 X #，当 j → +∞ 时，满足

X kj → X #。由于 f 在 S × Qm × r × Qr × n 上是连续的，则当 j → +∞ 时，有 f ( X kj ) → f ( X # ) 成立［20］。

结合低秩四元数矩阵分解模型一阶最优性分析中的定理 2，四元数梯度下降法基础上进行改

进，提出改进的四元数梯度下降法，如算法 2 所示。

算法2 （改进的四元数梯度下降法求解低秩四元数矩阵分解模型）

步 1：给定 ϵ，选取 X 0 = (A0， H 0， W 0 ) ∈ H1。

步 2：更新H k + 1 =H k - α(H kW k - Ak )(W k )*。

步 3：更新W k + 1 =W k - α(H k + 1 )* (H k + 1W k - Ak )。
步 4：更新 Ak + 1

Ω = DΩ， Ak + 1
Ωc = (H k + 1W k + 1 )Ωc。

步 5：如果 ‖X k + 1 - X k‖F < ϵ，停止；否则，置 k ≔ k + 1，转步 2。
算法 1 与算法 2 的主要区别在于变量 A的更新，然而算法 2 利用最新得到的变量H k + 1 和W k + 1

来更新变量A。

下面分析算法 2 的收敛性。

定理 6 假设 X k、X k + 1 ∈ H1 是由算法 2 生成，当步长因子 α ∈ ( )0， 2
η

，算法 2 收敛且有以下不等

式成立

f ( X k + 1 )≤ f ( X k )+ λ0 X k + 1 -X k 2

F
 ， （18）

其中 λ0 = maxìí
î

ü
ý
þ

- 1
2， -( )1

α
- η

2 ，η > 0 是 Lipschitz 常数。

证明 由定理 2，可得偏导数 ∇H f， ∇W f， ∇A f 满足 Lipschitz 连续，则根据引理 1 和算法 2 可得

f (Ak， H k + 1， W k )≤

f (Ak， H k， W k )+ ∇H f (Ak， H k， W k )⋅(H k + 1 -H k )+ η
2  H k + 1 -H k 2

F
≤
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f (Ak， H k， W k )- 1
α

(H k + 1 -H k )⋅(H k + 1 -H k )+ η
2  H k + 1 -H k 2

F
≤

f (Ak， H k， W k )+( η
2 - 1

α
)  H k + 1 -H k 2

F
， （19）

f (Ak， H k + 1， W k + 1 )≤

f (Ak， H k + 1， W k )+ ∇W f (Ak， H k + 1， W k )⋅(W k + 1 -W k )+ η
2  W k + 1 -W k 2

F
≤

f (Ak， H k + 1， W k )+( η
2 - 1

α
)  W k + 1 -W k 2

F
。 （20）

又由算法 2 可得

Ak + 1
Ω =Ak

Ω =DΩ，

则有

f (Ak + 1， H k + 1， W k + 1 )- f (Ak， H k + 1， W k + 1 )=
1
2  H k + 1W k + 1 -Ak + 1 2

F
- 1

2  H k + 1W k + 1 -Ak 2

F
=

1
2  (H k + 1W k + 1 -Ak + 1 )Ω

2

F
+ 1

2  (H k + 1W k + 1 -Ak + 1 )Ωc

2

F
- 1

2  (H k + 1W k + 1 -Ak )Ω
2

F
-

1
2  (H k + 1W k + 1 -Ak )Ωc

2

F
=

1
2  (H k + 1W k + 1 -Ak + 1 )Ωc

2

F
- 1

2  (H k + 1W k + 1 -Ak )Ωc

2

F
=

- 1
2  (Ak + 1 -Ak )Ωc

2

F
=- 1

2  Ak + 1 -Ak 2

F
。 （21）

令 X k = (Ak， H k， W k )，将式（19）、式（20）和式（21）相加可得

W k + 1 )≤ f (Ak， H k， W k )-( 1
α

- η
2 ) [  H k + 1 -H k 2

F
+ W k + 1 -W k 2

F
]- 1

2  Ak + 1 -Ak 2

F
≤

f (Ak， H k， W k )+ λ0 [  H k + 1 -H k 2

F
+ W k + 1 -W k 2

F
+ Ak + 1 -Ak 2

F
]，

这里 λ0 = max {- 1
2，  -( 1

α
- η

2 ) }，即：

f ( X k + 1 )≤ f ( X k )+ λ0 X k + 1 -X k 2

F
，

即证明式（18）。

与定理 5 证明类似，可得  Ak - Ak + 1
F

→ 0，  H k -H k + 1
F

→ 0， W k -W k + 1
F
→ 0。

4 数值实验 

在本节中，为了证明所提出算法的有效性，给出四元数梯度下降法和改进的四元数梯度下降

法在图像恢复上的应用并去验证所提算法的可行性。

所有实验都是在 MATLAB （R2022a），Intel（R） Core（TM） i5-7200U CPU @2.50 GHz 的计算机

下进行。设采样率 ρ ∈ ( 0， 1 ) 为给定的数。指标集 Ω 在 MATLAB 中随机生成。图像大小统一设置

为 256 × 256 × 3 或 135 × 198 × 3。此外，实验中的原始彩色图像是不含噪声。设定算法 1 和算法

2 的初始值 A0 为

A0
ij =

ì
í
î

ïï
ïï

D ij， ( i，j )∈ Ω，
随机数， ( i，j )∉ Ω，

这里 D是取采用率为 ρ 的退化图像。设定步长因子 α = 0.002 5，ρ = 0.7 和 ϵ = 10-4。设置其终止

条件为 ‖X k -X k + 1‖F < 10-4，其中 k 为迭代次数。设 A# 和 A分别表示恢复后的彩色图像和原始彩

色图像，定量指标选择峰值信噪比（RPSN）和结构相识度（MSSI）［21］，分别定义为
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RPSN (A#， A )= 20 log10
255

1
mn

‖A# -A‖F

，

MSSI (A#， A )= ( 2μAμA# + c1 )( 2σAA# + c2 )
( μ2

A+ μ2
A# + c1 )( σ 2

A+ σ 2
A# + c2 )，

其中 m， n 为A的维数，μA， μA#， σA， σA# 分别为A和A# 的均值和标准差，常数 c1 和 c2 用来避免分母为零。

在实验中使用 MATLAB 内置函数“psnr”和“ssim”来计算 RPSN 和 MSSI 结果。RPSN 和 MSSI 的值越

高，表示恢复图像的质量和效果越好，但 RPSN 值在 ( 0， 1 ) 之间。利用本文提出四元数梯度下降法和

改进的四元数梯度下降法对退化图像进行图像恢复任务。具体如图 1 所示。

本节主要比较所提出的四元数梯度下降法和改进的四元数梯度下降法对测试图像整体恢复

效果。当采样率 ρ = 0.7 时，恢复图像的 RPSN 和 MSSI 值见表 1。从表 1 可看出，当步长因子 α =
0.002 5 时，改进的四元数梯度下降法的数值表现较好。图 1 给出了四元数梯度下降法和改进的四

图1　在图像上恢复具有视觉质量和数值结构的彩色图像

（a）原始图像； （b）采样率ρ = 0.7生成的退化图像； （c）利用四元数梯度下降法恢复的图像；

 （d）利用改进的四元数梯度下降法算法恢复的图像。

Fig.  1　Color images with visual quality and numerical structure are restored on the image

(a) The original images; (b) Degraded images generated by sampling rate ρ = 0.7; (c) The images restored by quaternion gradient 

descent method; (d) The images restored by the improved quaternion gradient descent algorithm.

1124



郑佳莉等：低秩四元数矩阵分解模型的优化理论及其应用

元数梯度下降法恢复图像的效果图，以展示所提出方法的视觉质量。从视觉结果来看，当步长因

子 α = 0.002 5 时，两种算法均能够较好地保留颜色通道的颜色结构。然而，当步长因子过大时，会

适当地破坏颜色结构。此外，改进的四元数梯度下降法在恢复彩色图像上效果较好，其可以更好

地防止图像平滑，能够较好地恢复图像的详细结构。

从测试图像的数值结果可以看出，所提出的四元数梯度下降法和改进的四元数梯度下降法均

能够有效地处理图像恢复问题，且改进的四元数梯度下降法在视觉质量和数值结果上有较好的

表现。

5 结论 

本文研究低秩四元数矩阵分解模型及其在彩色图像处理中的应用。利用了一个关键工具 R-

积，将优化理论推广到四元数域上，给出低秩四元数矩阵分解模型的一阶优化条件，同时提出了四

元数梯度下降法和改进的四元数梯度下降法，并分析了其算法的收敛性。数值实验表明了所提出

算法的鲁棒性。特别地，改进的四元数梯度下降法能够更好地保留彩色图像颜色的结构。然而，

所提出的策略也有其局部性，步长因子太大时会破坏图像的结构。
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