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摘 要：在度量G -空间中介绍了G -链连续点和G -极限跟踪性的概念，利用等价映射和交换群的性质，研究了G-
链连续点和G -极限跟踪性的动力学性质，得到如下结果：（1）在度量G -空间中给出X中每个点是G -链连续点等

价条件：映射 f是G -等度连续的并且 f具有G -跟踪性；（2）G -扩张性和G -跟踪性蕴涵G -极限跟踪性。这些结果

丰富了度量G -空间中G -链连续点和G -极限跟踪性的理论。
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Abstract: We introduced the concepts of G-chain continuous poin and G-limit shadowing property in metric G-space. By using the 

properties of equivariant map and commutative group, we studied the dynamical properties of G-chain continuous poin and G-limit 

shadowing property, and obtained the following results. (1)The equivalent condition is given for every point to be G-chain continu‐

ous. That is, the map f is G-equicontinuous and has G-shadowing property in metric G-space; (2) G-expansivity and G-shadowing 

property imply G-limit shadowing property. These results enrich the theory of G-chain continuous point and G-limit shadowing 

property in metric G-space.
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0 引言 

等度连续、扩张性和跟踪性是动力系统研究的重点和热点，在动力系统的发展中起着重要的

作用，与系统的混沌和复杂性密切相关，很多学者在不同的空间对它们的动力学性质进行了研究，

取得了有价值的研究结果［1-14］。例如，文献［1］研究了 -0-平均跟踪和链传递的关系；文献［2］在稠
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密的极小点集的条件下证明了平均跟踪性蕴涵 syndetic 传递的和弱混合；文献［3］讨论了平均等度

连续与平均敏感之间的关系。

本文引入 G-等度连续、G-扩张性和 G-跟踪性的概念，然后在度量 G-空间中对 G-等度连续、

G-扩张性和 G-跟踪性的动力学性质进行了研究，得到如下结果：（1）f具有 G-跟踪性且 f是 G-等

度连续的当且仅当 X中的每一点都是 G-链连续点；（2）若 f具有 G-跟踪性且 f是 G-扩张映射，则 f

具有 G-极限跟踪性。这些结果推广了度量空间中链连续点和极限跟踪性的结论，弥补了度量 G-

空间中 G-链连续点和 G-极限跟踪性理论的缺失，为其在生物数学、计算数学和计算机等方面的

应用提供了理论基础和科学依据。

1 基本概念 

定义 1［4］ 设 (X，d ) 是 度 量 G- 空 间 ，f：X→ X 连 续 。 若 ∀ε> 0，∃δ> 0，当 d ( x，y ) < δ 时 ，

∀n ∈ N+，∃gn，pn ∈ G，有 d ( f n ( gn x )，f n ( pn y ) ) < ε，则称 f是 G-等度连续。

定义 2［4］ 设 (X，d ) 是 度 量 G- 空 间 ，f：X→ X 连 续 ，x ∈ X。 若 ∀ε> 0，∃δ= δ ( ε，x ) > 0，当

d ( x，y ) < δ时，∀n ∈ N+，∃gn，pn ∈ G，有 d ( f n ( gn x )，f n ( pn y ) ) < ε，则称 x是 G-等度连续点。

定义3［5］ 设 (X，d ) 是度量 G-空间，f：X→ X连续，C> 0。若 ∀x≠ y ∈ X，∃n> 0，∀gn，pn ∈ G使

得 d ( f n ( gn x )，f n ( pn y ) ) > C，则称映射 f具有 G-扩张性，C是 G-扩张常数。

定义 4［15］ 设 (X，d ) 是 度 量 G- 空 间 ，f：X→ X 连 续 。 若 对 任 意 的 i≥ 0，存 在 ti ∈ G 使

lim
i→ ∞

d ( ti f ( xi )，xi+ 1 ) = 0，则称 { xi }∞
i= 0 是 f的 G-极限伪轨。

定义 5［15］ 设 (X，d ) 是度量 G-空间，f：X→ X 连续，δ> 0。若对任意的 i≥ 0，存在 ti ∈ G 使

d ( ti f ( xi )，xi+ 1 ) < δ，则称 { xi }∞
i= 0 是 f的 (G，δ )-伪轨。

定义 6［5］ 设 (X，d ) 是度量 G-空间，f：X→ X 连续。若 { xi }∞
i= 0 是 f 的 G- 极限伪轨，都存在

y ∈ X使得 yG-极限跟踪 { xi }∞
i= 0，则称 f具有 G-极限跟踪性。

定义7［16］ 设 (X，d ) 是度量 G-空间，f：X→ X连续。若 ∀ε> 0，∃δ> 0，对 f的任意 (G，δ )-伪轨

{ xi }∞
i= 0，∃y ∈ X使得 y(G，ε )-跟踪 { xi }∞

i= 0，则称 f具有 G-跟踪性。

定义8［16］ 设 (X，d ) 是度量空间，G是拓扑群。若映射 φ：G× X→ X满足

（1）对任意的 x ∈ X，有 φ( e，x ) = x，其中 e为 G的单位元；

（2）对任意的 x ∈ X以及 g1，g2 ∈ G，有 φ( g1，φ( g2，x ) ) = φ( g1g2，x )，则称 (X，G，φ ) 是度量 G-空

间，简称 (X，d ) 是度量 G-空间。

定义9［16］ 设 (X，d ) 是度量 G-空间，f：X→ X连续。若 ∀x ∈ X，∀g ∈ G，有 f ( gx ) = gf ( x )，则称 f

是等价映射。

定义 10［16］ 设 (X，d ) 是度量 G-空间，f：X→ X连续。若 ∀x ∈ X，∀g ∈ G，∃h ∈ G使得 f ( gx ) =
hf ( x )，则称 f是伪等价映射。

定义11［17］ 设 G是群，若 ∀g，p ∈ G，有 g ⋅ p= p ⋅ g，则称 G是可交换群。

定义12 设 (X，d ) 是度量 G-空间，f：X→ X连续。若 ∀ε> 0，∃δ> 0 使得当 { xi }∞
i= 0 ( x0 = x ) 是 f

的 (G，δ )-伪轨时，∃y ∈ X，∃gi ∈ G使得 d ( f i ( y )，gi xi ) < ε，则称点 x是 G-POPT 点。

定义 13 设 (X，d ) 是 度 量 G-空 间 ，f：X→ X 连 续 。 若 ∀ε> 0，∃δ> 0 使 得 当 d ( x，y ) < δ 且

{ yi }∞
i= 0 ( y0 = y )是 f的 (G，δ )-伪轨时，∃z ∈ X，∃gi ∈ G使得d ( f i ( z )，gi yi ) < ε，则称点 x是G-链连续点。

2 若干引理 

引理 1［18］ 设 (X，d ) 是 紧 致 度 量 G- 空 间 ，G 是 紧 致 的 ，则 ∀ε> 0，∃0 < δ< ε，∀g ∈ G，若
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d ( u，v ) < δ，则有 d ( gu，gv ) < ε。
引理2 设 (X，d ) 是紧致度量空间，f：X→ X连续， 则以下两个条件是等价的：

（1）X中的每一个点都是 G-等度连续点；

（2）f是 G-等度连续的。

证明 （1）⇒（2）。反证法。若 f不是 G-等度连续的，则 ∃ε0 > 0，∀n ∈ N+，存在满足 d ( xn，yn ) <
1
n
的 xn 和 yn，∃kn ≥ 0，∀g，k ∈ G使

d ( f kn ( gxn )，f kn ( kyn ) )≥ ε0。 （1）
根据 X的紧致性知，存在正整数列 { ni } 满足

xni →x，yni → y。

又 d ( xni，yni ) < 1
ni

，因此可得 x= y。由题中条件知 x是 G-等度连续点，故对
ε0

2 > 0，∃0 < δ< ε0

2 ，当

d ( x，z ) < δ时，∀n ∈ N+，∃gn，kn ∈ G有

d ( f n ( gn z )，f n ( kn x ) )< ε0

2 。 （2）

取m> 0 且满足

d ( xm，x )<δ，d ( ym，x )<δ， （3）

d ( xm，ym )< 1
m
。

由（2）式和（3）式知，∀n ∈ N+ 有

d ( f n ( gn xm )，f n ( kn x ) )< ε0

2 ，

d ( f n ( gn ym )，f n ( kn x ) )< ε0

2 。

故 ∀n ∈ N+ 有

d ( f n ( gn xm )，f n ( gn ym ) )≤d ( f n ( gn xm )，f n ( kn x ) )+d ( f n ( kn x )，f n ( gn ym ) )< ε0。

这与（1）式矛盾，故 f是 G-等度连续的。

（2）⇒（1） 明显成立。

引理 3 设 (X，d ) 是紧致度量 G-空间，G是紧致群，f：X→ X连续，则 X中的每一点都是 G-

POPT 点当且仅当 f具有 G-跟踪性。

证明 ⇒ 反证法。若 f不具有 G-跟踪性，则 ∃ε0 > 0，∀k ∈ N+，∀(G，1
k

)-伪轨 { xki }∞
i= 0，∀z ∈ X，z

都不 (G，ε0 )-跟踪 { xki }∞
i= 0。由于 X是紧致的，取 { xk0 }∞

k= 1 收敛于 x，即，

xk0 →x，k→ ∞。

易知 x是 G-POPT 点，故对
ε0

2 > 0，∃0 < ε1 < ε0，使得对任意 (G，ε1 )-伪轨 { yi }∞
i= 0 ( y0 = x )，∃y ∈ X，

∃gi ∈ G使得

d ( f i ( y )，gi xi )< ε0

2 。 （4）

由引理 1 知，对
ε1

2 > 0，∃0 < ε2 < ε1，当 d ( z1，z2 ) < ε2 时，∀s ∈ G，有

d ( sz1，sz2 )< ε1

2 。 （5）

又 f是一致连续的，对
ε2

2 > 0，∃0 < ε3 < ε2，当 d ( z1，z2 ) < ε3 时，有

694



冀占江等：G-链连续点和G-极限跟踪性

d ( f ( z1 )，f ( z2 ) )< ε2

2 。 （6）

取 k0 > 0 满足

1
k0

< ε3

2 。

又 xk0 → x，k→ ∞，因此 ∃m> k0 使得

d ( xm0，x )< 1
k0

< ε3。 （7）

由（6）式和（7）式知：

d ( f ( xm0 )，f ( x ) )< ε2

2 。

由于 { xmi }∞
i= 0 是 f的 (G，1

m
)-伪轨，因此 ∃g0 ∈ G使得

d ( g0 f ( xm0 )，xm1 )< 1
m

< ε1

2 。

因此可得

d ( g0 f ( x )，xm1 )<d ( g0 f ( x )，g0 f ( xm0 ) )+d ( g0 f ( xm0 )，xm1 )< ε1。

故{ }x，xm1，xm2，… 是 f的 (G，ε1 )-伪轨。由（4）知，∃y ∈ X，∃ti ∈ G使得

d ( f i ( y )，ti xmi )< ε0

2 ，i≥ 1， d ( y，t0x )< ε0

2 。

由（5）式和（7）式知：

d ( t0xm0，t0x )< ε1

2 。

因此有

d ( y，t0xm0 )<d ( y，t0x )+d ( t0x，t0xm0 )< ε0。

因此 y(G，ε0 )-跟踪 { xmi }∞
i= 0，这与假设矛盾，故 f具有 G-跟踪性。

⇐ 明显成立。

引理4 设 (X，d ) 是紧致度量 G-空间，f：X→ X伪等价。若 x是 G-链连续点，则 x是 G-等度续

点，也是 G-POPT 点。

证明 设 x是 G-链连续点，由定义易知 x是 G-POPT 点。下证 x是 G-等度续点。由 x是 G-链

连 续 点 知 ：∀ε> 0，∃0 < δ< ε，当 d ( x，y ) < δ 且 { xi }∞
i= 0 ( x0 = y ) 是 f 的 (G，δ )- 伪 轨 时 ，∃z ∈ X，

∃gi ∈ G使得

d ( f i ( z )，gi xi )< ε。 （8）
设 d ( x，y ) < δ，则 { f i ( y ) }∞

i= 0 是 f的 (G，δ )-伪轨，由（8）式知，∀n≥ 0，∃z ∈ X，∃gn ∈ G使得

d ( f n ( z )，gn f n ( y ) )< ε。
由 f伪等价知，∃pn ∈ G使得

d ( f n ( x )，f n ( pn y ) )< ε。
取 tn = e，则有

d ( f n ( tn x )，f n ( pn y ) )< ε。
因此 x是 G-等度续点。

3 主要定理 

定理1 设 (X，d ) 是紧致度量 G-空间，G是可交换的紧致群，f是从 X到 X伪等价映射，则以下
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两个条件是等价的：

（1）f具有 G-跟踪性且 f是 G-等度连续的；

（2）X中所有点是 G-链连续点。

证明 （1）⇒（2）。设 f具有 G-跟踪性且 f是 G-等度连续的。由引理 1 知，对 ∀ε> 0，∃0 < ε0 <
ε，当 d ( z1，z2 ) < ε0 时，∀g ∈ G，有

d ( gz1，gz2 )< ε
2。 （9）

由于 f 是 G-等度连续的，因此对
ε0

2 > 0，∃0 < ε1 < ε0，当 d ( z1，z2 ) < ε1 时，∀n≥ 0，∃gn，kn ∈ G

使得

d ( f n ( gn z1 )，f n ( kn z2 ) )< ε0

2 。 （10）

再由引理 1 知，对
ε1

2 > 0，∃0 < ε2 < ε1，当 d ( z1，z2 ) < ε2 时，∀g ∈ G，有

d ( gz1，gz2 )< ε1

2 。 （11）

由 f具有 G-跟踪性知，对
ε2

2 > 0，∃0 < ε3 < ε2，使得当 { xi }∞
i= 0 是 f的 (G，ε3 )-伪轨时，∃z ∈ X，∃gi ∈ G

使得

d ( f i ( z )，gi xi )< ε2

2 。 （12）

取 x ∈ X。设 d ( y，x ) < ε3

2 且 { yi }∞
i= 0 ( y0 = y ) 是 f的 (G，ε3 )-伪轨。由（12）式知，∃z ∈ X，∃ti ∈ G使得

d ( f i ( z )，ti yi )< ε2

2 。 （13）

特别地，

d ( z，t0 y0 )< ε2

2 。

由（11）式和 d ( x，y0 ) < ε3

2 知：

d ( t0x，t0 y0 )< ε1

2 。

因此有

d ( t0x，z )<d ( t0x，t0 y0 )+d ( t0 y0，z )< ε1。

由（10）式知，∀i≥ 0，有

d ( f i ( gi z )，f i ( kit0x ) )< ε0

2 。

由 f是伪等价映射知：∃g ′i，k ′i ∈ G满足

d ( g ′i f i ( z )，k ′i f i ( x ) )< ε0

2 。

由（11）式和（13）式知：

d ( g ′i f i ( z )，g ′i ti yi )< ε1

2 。

因此有

d ( k ′i f i ( x )，g ′i ti yi )<d ( k ′i f i ( x )，g ′i f i ( z ) )+d ( g ′i f i ( z )，g ′i ti yi )< ε0。

由（9）式知：
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d ( f i ( x )，( k ′i )-1g ′i ti yi )< ε。
则 x是 G-链连续点。因此 X中的每一点都是 G-链连续点。

（2）⇒（1）由引理 2、引理 3、引理 4 立刻可以得到。

定理 2 设 (X，d ) 是紧致度量 G-空间，G是可交换的紧致群，f：X→ X同胚等价。如果 f具有

G-跟踪性，并且 f是 G-扩张映射，那么 f具有 G-极限跟踪性。

证明 设 C> 0 是 f的 G-扩张常数。由引理 1 知，∀0 < ε< C，∃0 < ε0 < ε，当 d ( x，y ) < ε0 时，

∀g ∈ G，有

d ( gx，gy )< ε
2。 （14）

由 f具有 G-跟踪性知，对
ε0

2 > 0，∃0 < δ1 < ε0，使得当 { xi }∞
i= 0 是 f的 (G，δ1 )-伪轨时，∃z ∈ X，∃ti ∈ G

使得

d ( f i ( z )，ti xi )< ε0

2 。

设 { xi }∞
i= 0 是 f的极限伪轨，则 ∃gi ∈ G使得

lim
n→ ∞

d ( gi f ( xi )，xi+ 1 )= 0。 （15）

因此 ∃k1 ∈ N+，当 i≥ k1 时，有

d ( gi f ( xi )，xi+ 1 )<δ1。

故 { xi }∞
i= k1 是 f的 (G，δ1 )-伪轨，因此 ∃y1 ∈ X，∃ { h1

i }∞
i= k1 ⊂ G，当 i≥ k1 时，有

d ( f i- k1 ( y1 )，h1
i xi )< ε0

2 。

再由 f 具有 G-跟踪性知，对
ε0

22 > 0，∃0 < δ2 < ε0，使得当 { xi }∞
i= 0 是 f 的 (G，δ2 )-伪轨时，∃z ∈ X，

∃ti ∈ G满足

d ( f i ( z )，ti xi )< ε0

22。

由（15）式知，∃k2 > k1，当 i≥ k2 时，有

d ( gi f ( xi )，xi+ 1 )<δ2。

因此 { xi }∞
i= k2 是 f的 (G，δ2 )-伪轨，故 ∃y2 ∈ X，∃ { h2

i }∞
i= k2 ⊂ G，当 i≥ k2 时，有

d ( f i- k2 ( y2 )，h2
i xi )< ε0

22。

如此继续下去，存在严格递增的正整数列 { kn }∞
n= 1，∃ { yn }∞

n= 1 ⊂ X，∃ { hni }∞
i= kn ⊂ G，当 i≥ kn 时，有

d ( f i- kn ( yn )，hni xi )< ε0

2n。

因此有

d ( f i- kn+ 1 ∘ f kn+ 1 - kn ( yn )，hni xi )< ε0

2n，

d ( f i- kn+ 1 ( yn+ 1 )，hn+ 1
i xi )< ε0

2n+ 1。

由（14）式知：

d ( hn+ 1
i f i- kn+ 1 ∘ f kn+ 1 - kn ( yn )，hn+ 1

i hni xi )< ε
2，

d ( hni f i- kn+ 1 ( yn+ 1 )，hni hn+ 1
i xi )< ε

2。

由于 G是可交换的，因此当 i≥ kn 时，有
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d ( hn+ 1
i f i- kn+ 1 ∘ f kn+ 1 - kn ( yn )，hni f i- kn+ 1 ( yn+ 1 ) )<

d ( hn+ 1
i f i- kn+ 1 ∘ f kn+ 1 - kn ( yn )，hn+ 1

i hni xi )+d ( hn+ 1
i hni xi，hni f i- kn+ 1 ( yn+ 1 ) )=

d ( hn+ 1
i f i- kn+ 1 ∘ f kn+ 1 - kn ( yn )，hn+ 1

i hni xi )+d ( hni hn+ 1
i xi，hni f i- kn+ 1 ( yn+ 1 ) )< ε<C。

由 f是等价映射知：

d ( f i- kn+ 1 ∘(hn+ 1
i f kn+ 1 - kn ( yn ) )，f i- kn+ 1 (hni yn+ 1 ) )<C。

由于 f是扩张常数为 C> 0 的 G-扩张映射，因此 ∀n≥ 1，有
f kn+ 1 - kn ( yn )= yn+ 1。 （16）

又 f满射，故 ∃y ∈ X使得 f k1 ( y ) = y1，再结合（16）式可得，∀n≥ 1，有
f kn ( y )= yn。

对于上述 ε> 0，存在m> 0 满足
ε0

2m < ε。当 i≥ km 时，有

d ( f i ( y )，hmi xi )=d ( f i- km ( ym )，hmi xi )< ε0

2m < ε。

故

lim
i→ ∞

d ( f i ( y )，hmi xi )= 0。

因此 f具有 G-极限跟踪性。
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