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缓解多维缩放方法中的随机一致性
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摘 要：在机器学习领域中，样本随机性及随机一致性现象广泛存在于分类、聚类等任务中。当样本有限时，由于

样本随机性的存在，样本协方差矩阵的特征值分解可能会具有随机一致性，使用样本特征值与特征向量来估计总

体特征值与特征向量时会存在误差。类似地，多维缩放（Multidimensional Scaling，MDS）方法中涉及内积矩阵B的

特征值分解，结果也可能具有随机一致性，最后得到的样本低维坐标可能会存在误差，导致模型性能下降。为了提

高模型的估计准确度和算法的稳定性，聚焦于研究MDS内积矩阵B的特征值分解中的随机一致性问题，并引入平

均思想，使用平均特征向量表示总体特征向量。为了更好地拟合数据真实分布，首先对数据进行多次均匀抽样，其

次分析在协方差分解过程中缓解随机一致性的意义及必要性，最后提出缓解随机一致性的多维缩放方法（Expecta‐

tion-based Multiple Dimensional Scaling， EMDS）。在6个公开UCI数据集上进行分类实验验证，实验结果表明，相

比于原始MDS方法，EMDS降维后的数据具有更高的分类准确率。
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Abstract: In the field of machine learning, the phenomena of sample randomness and random consistency are widely encountered in 

tasks such as classification and clustering. When the samples are limited, due to the existence of sample randomness, the eigenvalue 

decomposition of the sample covariance matrix may have random consistency, and there will be an error when using the sample ei‐

genvalues and eigenvectors to estimate the overall eigenvalues and eigenvectors. Similarly, the multiple dimensional scaling (MDS) 

method involves the eigenvalue decomposition of the inner product matrix B. The results may also have random consistency, and the 

final low-dimensional sample coordinates obtained may have errors, resulting in a degradation of the model performance. In order to 

improve the estimation accuracy of the model and the stability of the algorithm, this paper focuses on investigating the random con‐

sistency problem in the eigenvalue decomposition of the inner product matrix B of the MDS method, and introducing the averaging 

idea, using the average eigenvectors to represent the overall eigenvectors. In order to better fit the true distribution of the data, first, 

the data are sampled multiple times; second, the significance and necessity of mitigating the random consistency during the covari‐
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ance decomposition are analyzed; and finally, the Expectation-based Multiple Dimensional Scaling (EMDS) is proposed to mitigate 

the random consistency. The classification experiments are validated on six public UCI datasets, and the experimental results show 

that the EMDS dimensionality reduction has a higher accuracy rate compared to the original MDS method.
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0 引言 

机器学习领域中，样本随机性及随机一致

性现象广泛存在，学习算法本质上是从历史数

据中进行经验归纳。历史的经验数据本身蕴含

着随机性，它可看作为数据分布总体在某种意

义下采样得到的样本集，学习算法作为样本到

决策的函数映射，自然地延续了这种随机性。

Wang 等［1］提出的随机一致性理论中，描述了数

据特性和算法设计等因素导致了随机一致性存

在的广泛性和必然性。随机一致性影响了学习

模型的泛化能力，损害了模型的公平公正性及

可解释性，不仅误导了目标优化方向，而且在

测试数据集上可能欠缺延展性和泛化能力，给

机器学习理论带来挑战。随机一致性也影响了

学习模型的客观评价，传统一致性评判准则

下 ，一 些 随 机 一 致 的 情 形 也 被 赋 予 了 一 定

分数。

有关特征值和特征向量的分析中，研究特

征向量的分布也很重要，Shen 等［2］揭示了在样

本大小和/或变量数（或维数）趋于无穷大时，

在具有可区分（或不可区分）特征值的 Spike 模

型下，在临界样本特征方向上的渐近圆锥形结

构。该结论为本文引出新的思考，当样本有限

时，样本特征向量以一定的角度分布在总体特

征向量周围，可能存在样本特征向量与总体特

征向量随机一致的情况，即样本协方差矩阵的

特征值分解结果［3］可能存在随机一致性，在利

用样本特征值与特征向量估计总体特征值与特

征向量时会产生误差，影响模型性能。

目前缓解维数灾难的途径之一是降维，多

维 缩 放（Multidimensional Scaling MDS）［4］是 常

见的降维方式，同时较好保持数据点之间的距

离关系。MDS 算法使用内积矩阵的特征值与

特征向量的变换表示低维数据，每一行是一个

样本的低维坐标。

Z= Λ͂1/2V͂ T ∈ Rd '× m。 （1）
由于现实中仅需降维后的距离与原始空间

中的距离尽可能接近 ，不必严格相等 ，可取

d ' ≪ d，Λ͂= diag( λ1，λ2，…，λd ' ) 为非零特征值构

成的对角矩阵，V͂为相应的特征向量矩阵。

根据 MDS 公式（1），发现存在内积矩阵的

特征值分解，可能会存在样本特征向量与总体

特征向量随机一致的情况。根据以上描述，

MDS 过程存在随机一致性，从而导致特征值、

特征向量估计存在较大误差，导致估计低维坐

标不准确或模型计算误差的累积。为了提高机

器学习算法的稳定性，本文从随机一致性角度

考虑内积矩阵的特征值和特征向量的估计问

题 ，聚 焦 于 缓 解 多 维 缩 放 方 法 中 的 随 机 一

致性。

为了提高算法鲁棒性和可解释性，以及对

总体特征向量的估计，本文提出缓解多维缩放

方 法 中 的 随 机 一 致 性 方 法（Expectation-based 
Multiple Dimensional Scaling，EMDS），使用平均

特 征 向 量 表 示 内 积 矩 阵 的 特 征 向 量 ，并 将

EMDS 和 MDS 降维后的数据进行分类，比较实

验结果验证方法有效性。

本文主要有以下贡献：

1. 当样本有限时，由于样本随机性存在，样

本协方差矩阵的特征值分解结果具有随机一

致性；

2. 从随机一致性角度考虑样本协方差矩阵

的特征值、特征向量的估计问题，提出缓解随

机一致性的多维缩放方法 EMDS；

3. 在多个传统数据集上进行实验，将降维

后的数据分别进行 K 最邻近算法（K-Nearest⁃
Neighbor，KNN）分类，准确率显著提高，验证了

该方法的有效性。

本文的组织结构如下：第 1 节主要介绍相

关工作和知识；第 2 节阐述缓解多维缩放方法

中的随机一致性方法；第 3 节对数据进行实验

验 证 与 结 果 分 析 。 最 后 总 结 全 文 并 展 望

未来。
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1 相关工作 

从随机一致性角度出发，王婕婷等［5］提出

消除随机一致性的支持向量机分类方法（Pure 
Accuracy Support Vector Machine，PASVM），主

要思想是：以准确度为准则的学习体系无法识

别随机一致性，影响学习系统的泛化性能，并

给出了随机准确度和纯准确度定义。

针对平均概念的研究，de Carvalho［6］回顾了

柯尔莫戈罗夫关于均值的公理观点，它统一了

所有这些均值的概念。对于正则平均数，以及

正则方差和标准差的概念，作为统一的概念进

行讨论，举例说明其主要思想。 Johnstone［7］研

究稀疏正态均值向量的极小估计问题，推测在

高斯分布中，偶尔会受到加性噪声的污染，则

具有最少 Fisher 信息的分布具有（双侧）几何污

染。文章提供了极大极小风险的部分渐近扩

展。虽然这个猜想似乎不太可能完全适用于有

限 ε，但以渐近的方式验证了它，直到达到展开

式的准确性。

根据以上概述，本文从随机一致性角度出

发，将平均思想融入特征值分解，进一步提高

算法的稳定性和鲁棒性。

为了更好地拟合数据分布，本文对数据进

行多次均匀抽样。Blaser 等［8］指出在球坐标中

选择两个随机角度的简单方法生成相同起始向

量的 7 000 个随机旋转，可以观察到两个极点附

近的不良旋转点浓度是清晰可见的，如图 1
所示。

用均匀分布随机数采样任意分布样本，一

个特别重要的随机变量是典型的均匀随机变

量，可以使用伪随机数生成器［9］。现在常用的

均匀分布随机数发生器有线性同余法［10］、反馈

位寄存器法［11］以及随机数发生器的组合［12］，而

且在高维空间中，拒绝采样［13］和重要性采样［14］

很难寻找到合适参考分布，而且采样的效率较

低，这时可以选择马尔可夫蒙特卡洛（Markov 
Chain Monte Carlo，MCMC）采样法［15-18］。

另一个近似解法如下公式（2），给出了每个

点的坐标，表示 3 维下的球体表面上均匀分布

点，展示了一种称为斐波那契晶格（也称为斐

波那契螺旋）［19-21］的方法，在 3D 坐标中，用公

式生成 7 000 个点的效果如图 2 所示，符合对均

匀分布的预期，通常大多数的数据集是高维

的，因此还需要将该采样方法扩展到 d维。

Pi = θi，

Ti = 1 - Z 2
i ，

Zi = (1 - 1
N

)(1 - 2i
N- 1 )，

（2）

其中 N为数据点的数量，Pi 表示角度，Ti 是从

中心开始的半径，Zi 是为 N个样本给出一个介

于-1 和+1 之间的均匀分布的数。

假设 100 个原始数据，按索引离散均匀抽

样 50 个数据如图 3（a）所示，其中灰色点为未抽

图2　斐波那契螺旋方法生成的7 000个均匀分布点图

Fig. 2　Fibonacci spiral method for generating uniformly dis‐

tributed 7 000 points

图1　随机选择两个角度生成旋转点（7 000个点，两个极点

附近的点集中）

Fig. 1　Generation of 7 000 rotation points by randomly selecting 

two angles with concentration of points near the two poles
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到的原始数据点，蓝色点为已抽到的原始数据

点。按斐波那契螺旋生成 100 个均匀分布点，

之后均匀抽样 50 个数据如图 3（b）所示，其中

灰色点为未抽到的原始数据点，淡蓝色点为均

匀生成点，蓝色点为已抽到的原始数据点。如

图 3 所示，斐波那契螺旋均匀采样方法抽样的

数 据 点 近 似 均 匀 ，更 有 助 于 后 续 计 算 平 均

向量。

2 缓解 MDS 方法中的随机一致性 

机器学习简单介绍了 MDS 方法的原理，主

要涉及内积矩阵 B的特征值和特征向量，将其

变换作为低维坐标。对于有限样本，样本协方

差矩阵及特征值分解结果具有样本随机性［5］。

不同的抽样得到的样本协方差矩阵的特征值、

特征向量有较大差距，并且以一定的角度分布

在总体特征向量周围。若能消除或者缓解协方

差矩阵分解时随机一致性，算法的稳定性将会

被提高。如果用多个样本特征向量的平均估计

总体特征向量，会更准确地逼近总体特征向

量，从而使得到的低维坐标更准确。

为了使得内积矩阵 B的平均样本特征向量

更准确，本文对数据进行 k次均匀采样，得到 k
次采样的数据，根据 k个距离矩阵计算 k个内积

矩阵和特征值与特征向量，并计算平均特征值

和平均特征向量。然后使用平均特征值与特征

向量估计内积矩阵的总体特征值与特征向量，

将平均特征值排序后，选择前 m个特征值，对

应的平均特征值与特征向量进行变换作为低维

坐标，实现数据降维，最后对降维后数据进行

分类验证。本文方法的框架图如图 4 所示，主

要分为两部分，第一部分为均匀抽样数据，第

二部分是 EMDS 部分。

多维缩放方法是利用数据在原始空间的距

离矩阵，目标是获得样本在 d ' 维空间的表示

Z ∈ Rd '× m。正确的特征值与特征向量有助于找

到相对正确的低维坐标。本文的 EMDS 方法，

主要特点是修改内积矩阵 B的特征值、特征向

量的表示形式，为了更好地估计它们，将由多

个内积矩阵的样本特征值、样本特征向量所计

算出的平均特征值、平均特征向量来代替内积

矩阵的总体特征值、总体特征向量。这将有利

于提高 MDS 性能和分类模型的准确度。基于

以上描述，本文提出的 EMDS 算法的描述如算

法 1 所示，计算内积矩阵算法如算法 2 所示。

EMDS 算法中特征分解及计算平均特征向量时

需要循环 i和 j，复杂度为 O (d× k )，因此提高

算法效率也是本文未来改进的方向。

算法 1 EMDS 算法

输入：数据，X ( x1，x2，…，xd ) ∈ Rn× d；均匀分

布点的个数 n；选择特征值个数m；

输出：降维数据 X '( x'1，x'2，…，x'm ) ∈ Rn× m

（1）： 计算余弦距离矩阵 L ∈ Rn× n

（2）： 将余弦距离矩阵 L按列从大到小排

序，得到相应的索引矩阵 F ∈ Rn× n

（3）： for i→ 1 to k do k次遍历索引矩阵 F

按行取 k次索引矩阵，每次获得均匀采样

图3 展示了两种不同抽样策略下的样本分布对比：100个

原始数据，按索引离散均匀抽样50个数据（a）；斐波那契螺

旋均匀抽样50个数据（b）
Fig.  3 Comparison of sample distributions: 100 raw data, 

discretely uniform sampling of 50 data by index (a); Fibonacci 

spiral uniform sampling of 50 data (b)
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数据的索引，根据索引映射得到 k个数据集合

Ti ∈ Rn× d

（4）： end for
（5）： for i→ 1 to k do 计算内积矩阵 B

Bi ∈ Rn× n

（6）： end for
（7）： for i→ 1 to d，j→ 1 to k do 特 征 值

分解

Bj → λij，eij
（8）： end for
（9）： for i→ 1 to d，j→ 1 to k do 计算平均

特征值与特征向量
-λi = mean( λij ) → -

Λ，
-
Λ 为 特 征 值 构 成 的

对角矩阵
-ei = mean( eij ) →-

V

（10）： end for
（11）： for i→ 1 to d do 近似估计内积矩阵

B的特征值与特征向量
-
Λ→ Λtotal

-
V→ Vtotal

（12）： end for
（13）： for i→ 1 to m do 特征值排序

    选择前 m个特征值和对应的特征向

量
-λi，

-ei → Λ͂，V͂

（14）： end for
（15）： 得到降维数据 X ' = V͂Λ͂1/2

算法 2 计算内积矩阵 B

输入输入：数据 X ( x1，x2，…，xd ) ∈ Rn× d

输出输出：内积矩阵 B
（1）： 样本在原始空间的距离矩阵

D= { dij } ∈ Rn× n，dij =∥ xi - xj ∥ 2
2

（2）： for i→ 1 to n，j→ 1 to n do 计算内积

矩阵 B

bij =
1
2 (bii + bjj + bij ) =

1
2 ( 1

n ∑
i= 1

n

d 2
ij + 1

n ∑
j= 1

n

d 2
ij - 1

n2 ∑
i= 1

n

∑
j= 1

n

d 2
ij - d 2

ij )

3 实验 

3.1　数据集　

本文选取 6 个 UCI 数据集，详细信息如表 1
所列。

3.2　实验结果　

选择 6 个 UCI 数据集进行实验，将数据集以

3∶7 比例划分为训练集与测试集。本文选择

KNN 算法［22］对经过降维后的数据进行分类预

测，通过对比算法的准确度验证方法的有效性。

本文将其与两种 MDS 实现进行对比：一种

表1　数据集信息

Table 1　Information of datasets

Data set
Iris

Wine
Heart failure clinical records

Breast Cancer
Dermatology
Ionosphere

Data volume
120
178
300
569
366
351

Characteristic number
4

13
13
30
33
34

图4 EMDS模型图

该模型由两部分组成：第一部分数据均匀采样，得到k次数据。第二部分EMDS，计算内积矩阵B，及其特征值和特征向量，使

用平均特征值、特征向量表示内积矩阵的特征值和特征向量。

Fig. 4 EMDS model diagram

The model consists of two parts: the first part of the data sampling uniformly, which obtains k times of data.  The second part, 

EMDS, computes the inner product matrix B, and its eigenvalues and eigenvectors.  The eigenvalues and eigenvectors of the inner 

product matrix are expressed using the average eigenvalues and eigenvectors.

High
dimensional

data
X ( x1,x2,…,xd )

Uniform
Sampling

Data

T1

T2

Tk

…
…

Compute the inner product matrix B

B

B1

B2

Bk

…
…

e     λ EMDS

the top m λ

mean_e   mean_λ etop    λ top

X ' ( )x '1,x '2,⋯,x 'd
X ' = V͂Λ͂1/2

dij= xi-xj
2

2

bij=
1
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是 按 思 想 自 行 实 现 的 MDS，另 一 种 是 基 于 
Sklearn 库的 MDS。相对于 MDS 方法和 MDS-
sklearn 方 法 ，EMDS 方 法 准 确 率 显 著 提 高 。

Heart、Wine、Iris、Dermatology 四个数据集选择

两个维度进行实验，实验结果如图 5 所示。各

个数据集 KNN 分类准确率结果如表 2 所列，结

果表明 EMDS 方法降维数据的分类准确率相对

于 MDS 和 MDS-sklearn 有明显提升，Iris 数据集

下 ，EMDS 方 法 略 低 于 MDS 方 法 ，但 优 于

MDS-sklearn，可能由于数据数量较少或者距离

计算方式略有影响，因此探究 MDS 的适用条件

和改进距离计算也是未来改进的方向。

此外，为探究在统计意义上 EMDS 与 MDS
是否有显著差异，本文选择 Kruskal-Wallis 检验

进 行 显 著 性 检 验 分 析 ，将 EMDS 与 MDS 和

MDS-sklearn 分别进行显著性分析计算，结果如

表 3 所列，设置阈值为 0.05，在大部分数据集

中，P值小于阈值，验证了 EMDS 方法显著优于

MDS 和 MDS-sklearn 方法。

4 结论 

样本随机性的存在，会影响算法的有效性

和稳定性，从机器学习算法中消除随机一致性

对提高算法能力具有较大的潜力。MDS 作为

低维嵌入的一种经典降维方法，内积矩阵 B的

特征值分解也存在随机一致性。为了获得更准

确的低维坐标，本文从随机一致性角度出发，

提出改进多维缩放方法（EMDS），通过使用平

均特征值与特征向量估计内积矩阵 B的特征值

与特征向量，缓解了传统 MDS 方法中的随机一

图5　两个不同维度d下，4个数据集分类准确率

Fig. 5　Classification accuracy for 4 datasets under two different dimensions of d

表2　各个数据集KNN分类准确率

Table 2　KNN classification accuracy for all datasets

%

Data set
Iris

Wine
Heart failure clinical records

Breast Cancer
Dermatology
Ionosphere

EMDS
57.13
50.73

69.92

65.43

81.69

68.02

MDS
59.50

36.85
59.63
59.06
68.41
56.40

MDS-sklearn
48.90
32.53
58.84
54.86
74.83
64.40
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致性问题。在 6 个基准数据集上进行实验，实

验结果表明了 EMDS 方法的有效性，可以极大

地提高模型分类性能。未来的研究主要聚焦于

以下问题：对于样本协方差矩阵中存在随机一

致性相关工作的扩展；相关理论的完善；提高

算法效率以及研究 MDS 的应用场景或适用条

件；研究是否适用于超高维数据及性能，并做

出进一步改进。
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