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具有摩擦阻尼的耦合梁-微束传输系统的稳定性
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摘 要：本文研究了具有摩擦阻尼的边界耦合梁-微束传输系统的稳定性，其中摩擦阻尼仅作用于梁或微束方程

上。利用半群方法和乘子方法得了摩擦阻尼分别作用在不同方程上传输系统的稳定性，而且无论摩擦阻尼作用于

梁还是微束方程，系统都是指数稳定的。
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Stability of Coupled Beam-Microbeam Transmission System 

with Friction Damping
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(1. School of Computer and Information Engineering, Shanxi Technology and Business University, Taiyuan 030036, China;

2. School of Mathematical Sciences, Shanxi University, Taiyuan 030006, China)

Abstract: In this paper, the stability of beam/microbeam system with boundary coupling of transmission is studied. The system con‐

sists of the fourth-order beam equation and the sixth-order microbeam equation, which each contains a damping. By using semi‐

group method and multiplier method, we prove that the system is exponentially stable, no matter whether friction damping acts on 

beam equation or microbeam equation.
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0 引言 

本文考虑了边界耦合的梁-微束传输系统，其中仅有一个方程上施加了摩擦阻尼。该系统表

示如下：

ì
í
î

ytt + yxxxx + γ1 yt = 0，          ( x，t )∈(-1，0 )×( 0，∞ )，
ztt + zxxxx - β2 zxxxxxx - αzxx + γ2 zt = 0，   ( x，t )∈( 0，1)×( 0，∞ )， （1）

边界条件为
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y (-1，t )= yx (-1，t )= 0， t ∈( 0，∞ )，
z (1，t )= zx (1，t )= zxx (1，t )= 0， t ∈( 0，∞ )，
zx ( 0，t )= 0， t ∈( 0，∞ )，
y ( 0，t )= z ( 0，t )， t ∈( 0，∞ )，
yxxx ( 0，t )= zxxx ( 0，t )- β2 zxxxxx ( 0，t )， t ∈( 0，∞ )，
yxx ( 0，t )= zxxt ( 0，t )， t ∈( 0，∞ )，
β2 zxxx ( 0，t )= y xt ( 0，t )， t ∈( 0，∞ )，

（2）

以及初始条件为

y ( x，0 )= y0 ( x )， yt ( x，0 )= y1 ( x )， x ∈(-1，0 ) ；
z ( x，0 )= z0 ( x )， zt ( x，0 )= z1 ( x )， x ∈( 0，1)， （3）

其中用 y = y ( x，t )，z = z ( x，t ) 分别表示梁和微束在时刻 t 和 x 位置处的位移。γi ≥ 0，i = 1，2 和 α，
β 都是固定的常数。系数 γ1 和 γ2 分别表示作用于系统（1）中梁和微束方程上的摩擦阻尼系数，满

足 γ1 + γ2 > 0，γ1γ2 = 0。
微束是微机电系统（MEMS）中最常见的结构组件，例如传感器、执行器、谐振器等［1］。关于微

束的许多理论研究都是基于经典的连续介质理论。然而，随着研究的深入，传统的连续介质理论

已经不能满足我们的要求，因此应该推广到高阶连续介质理论。由 Lam 等在文献［2］中提出的修

正应变梯度理论是迄今为止最成功的高阶非经典连续介质理论之一。近年来，许多学者利用这一

理论对非经典微束的动力学建模、振动分析和静力分析进行了大量的研究。

Guzmán 等对微束模型做了一些研究，2015 年在文献［3］中研究了单边界控制的微束模型的精

确能控性。通过六个边界控制，得到只有控制时间 T ∗ > 0，对应的线性方程才是精确可控的。

2018 年在文献［4］中讨论了六阶双曲方程模拟微束偏转的内部稳定性，证明了局部分布非线性反

馈控制使与挠度有关的能量以指数或多项式形式衰减到零。2020 年在文献［5］中研究了自由夹紧

微束偏转的边界稳定性，利用六阶双曲方程模型，设计了一种边界反馈控制，使与挠度相关的能量

随时间指数衰减到零，并给出了能量的指数衰减率。其他关于微束的文献请参考［6-7］。

与微束不同，关于梁方程的研究很多，也取得了很多成果。Li 等［8］结合谱分析考虑了一维弦梁

耦合系统的长时间行为，其中摩擦阻尼分别只作用在一个方程上。结果表明，如果摩擦阻尼只作用

于梁方程，系统以最佳衰减率 t-1 进行多项式衰减。如果摩擦阻尼只在弦方程上起作用，则系统呈指

数衰减。另外给出了一些数值模拟验证了这些结果。近期，Gimyong 和 Hakho［9］又扩展了文献［8］。

Barraza Martinez 等［10］考虑了一个梁-弦-梁传输问题，其中带有两个结构阻尼或无阻尼梁通过

传输条件耦合到带有摩擦阻尼的弦。结果表明，在有摩擦阻尼的情况利用能量法得到系统是指数

稳定的，对于无阻尼-阻尼-无阻尼情况，使用频域法和乘子法得到系统也是指数稳定的。从这些

结论可以看出，阻尼在系统中起着重要的作用。详情请参考文献［11-13］及其他参考文献。

目前对耦合微束问题稳定性的研究很少，尤其是边界耦合和传输问题，这也是本文的主要贡

献。本文利用频域法和乘子法证明了该系统是指数稳定的。然而，由于系统中梁与微束边界之间

的耦合，很难得到系统显示的解析解。

本文的结构如下：在第 1 节中，给出了一些符号说明，并将系统（1）—（3）写成了一个抽象的发

展方程。第 2 节证明了当摩擦阻尼作用于微束 ( γ1 = 0，γ2 = 1) 上时系统的指数稳定性。在第 3 节

中，证明了当摩擦阻尼作用在梁 ( γ1 = 1，γ2 = 0 ) 上时系统的指数稳定性。

1 符号说明

这里给出一些需要用到的符号。
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引入 Hilbert 空间

Hγ = H 2
L (-1，0 )× L2 (-1，0 )× H 3

M ( 0，1)× L2 ( 0，1)， （4）
其中

H 2
L (-1，0 )={ }y ∈ H 2 (-1，0 ) | y (-1)= yx (-1)= 0   ，

H 3
M ( 0，1)={ }z ∈ H 3 ( 0，1) | z (1 )= zx (1 )= zxx (1 )= 0   。

相应内积和范数分别为

Z，Z͂ Hγ
=∫

-1

0
( u -u͂ + yxx

------y͂xx ) dx +∫
0

1
( v -v͂ + zxx

--z͂xx + β2 zxxx
- -----z͂xxx + αzx

-z͂x ) dx， （5）

 Z 2
Hγ

=∫
-1

0
( || u 2 + | yxx |

2 ) dx +∫
0

1
|| v 2 + | zxx |

2 + β2| zxxx |
2 + α | zx |

2 ) dx， （6）

其中 Z = ( y，u，z，v )T ∈Hγ，Z͂ = ( y͂，u͂，z͂，v͂ )T ∈Hγ。容易验证Hγ 是一个 Hilbert 空间。

设 Z = ( y，yt，z，zt )T，以及 Z0 = ( y0，y1，z0，z1 )T，系统（1）—（3）可以写成如下的 Cauchy 问题：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

d
dt

Z ( t )=Aγ Z ( t )，

Z ( 0 )= Z0，
（7）

其中无界算子  Aγ 定义为：

Aγ =

æ

è

ç

ç
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0 I 0 0

-∂xxxx -γ1 0 0
0 0 0 I
0 0 -∂xxxx + β2∂xxxxxx + α∂xx -γ2

， （8）

D (Aγ )=

ì
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( y，u，z，v )∈Hγ
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| y ∈ H 4 (-1，0 )， z ∈ H 6 ( 0，1)，
 u ∈ H 2

L (-1，0 )， v ∈ H 3
M ( 0，1)，

 zx ( 0 )= 0， y ( 0 )= z ( 0 )，
 yxxx ( 0 )= zxxx ( 0 )- β2 zxxxxx ( 0 )，
 β2 zxxx ( 0 )= ux ( 0 )， yxx ( 0 )= vxx ( 0 )

ü

ý

þ

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï
。 （9）

可以证明，Aγ 是空间Hγ 上的一个m-耗散算子，因此Aγ 生成一个该空间上的压缩C0 半群Sγ ( t )［14］。

定义系统（1）—（3）的能量为

E ( t )= 1
2 ∫

-1

0
( || yt

2 + | yxx |
2 dx + 1

2 ∫
0

1
( || zt

2 + | zxx |
2 + β2| zxxx |

2 + α | zx |
2 ) dx  。 （10）

2 γ1 = 0，γ2 = 1时系统的指数稳定性 

在这一节中，给出了系统（1）—（3）中 γ1 = 0，γ2 = 1 时的指数稳定性。首先给出下面的引理。

引理 1［15］ 设A是 Hilbert 空间上压缩 C0- 半群的生成元，则半群 etA 是指数稳定的当且仅当

（1） iR ⊂ ρ(A )  ，
（2） lim sup

λn → ∞
||( iλn - A )-1|| < ∞。

下面给出这节的主要结果。

定理1 当 γ1 = 0，γ2 = 1，和 Z0 ∈ D (Aγ ) 时，半群 ( Sγ ( t ) )t ≥ 0 是指数稳定的。

证明 首先我们来证明引理 1 的条件（1）成立。因为嵌入 D (Aγ ) ⊂Hγ 是紧的，则算子 Aγ 有一

个紧预解式，所以它的谱是离散的。此外我们已知 0 ∈ ρ(Aγ )，其中 ρ(Aγ ) 是Aγ 的预解集。因此，只

需证明Aγ 没有纯虚特征值就足够了。设 b ≠ 0 是一个实数。假设对于某个 Z ∈ D (Aγ )，有
Aγ Z = ibZ， （11）
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等价为

u = iby， （12）
-yxxxx = ibu， （13）

v = ibz， （14）
-zxxxx + β2 zxxxxxx + αzxx - v = ibv。 （15）

我们想要得到 Z = 0。式（11）与 Z 做内积，再取实部可得 v = 0。由式（14）和 b ≠ 0 可得

z = 0。将式（12）代入到式（13）中可得

-yxxxx =-b2 y。
则上述常微分方程的通解为

y = c1e b x + c2e- b x + c3e b ix + c4e- b ix， （16）
其中 ci，i = 1，2，3，4 是常数。由 y (-1) = yx (-1) = 0， y ( 0 ) = 0 和 yxx ( 0 ) = 0 代入到式（16）可得 c1 =
-c2 = 0 和 c3 =-c4 = 0，那么 y = 0 和 u = 0 就自然可得。因此，我们得到了 Z = 0。根据半群强稳

定性［16］或 Arendt 和 Batty［17］说明Aγ 没有纯虚特征值。因此，我们证明了条件（1）成立。

接下来，使用反证法来证明引理 1 的条件（2）成立。如果条件（2）不成立，则存在一个序列

{λn}⊂ R和{Wn = ( yn，un，zn，vn )T}⊂ D (Aγ ) 且满足 | λn |→ ∞ 和  Wn Hγ
= 1，使得

lim
n → ∞

||( iλn I -Aγ )Wn||Hγ = 0 。
即有，

在空间H 2
L (-1，0 )中，iλn yn - un = f1n → 0， （17）

在空间L2 (-1，0 )中，iλnun + yn，xxxx = f2n → 0， （18）
在空间H 2

M ( 0，1)中，iλn zn - vn = f3n → 0， （19）
在空间L2 ( 0，1)中，iλnvn + zn，xxxx - β2 zn，xxxxxx - αzn，xx + vn = f4n → 0 。 （20）

因为Aγ 是耗散的，可以得到下列估计

Re(( iλn -Aγ )Wn，Wn )Hγ =-∫ 1
0|vn|2 dx → 0 。

因此，

 vn L2 ( 0，1) → 0 。 （21）
由于 zn ∈ H 6 ( 0，1)，则  zn，xxxx L2 ( 0，1)

和  zn，xxxxxx L2 ( 0，1)
是有界的。根据式（19），式（20）和式（21）可得

 λn zn L2 ( 0，1) → 0，  λn
-1 zn，xxxx L2 ( 0，1)

→ 0，  λn
-1 zn，xxxxxx L2 ( 0，1)

→ 0 。 （22）
应用 Gagliardo-Nirenberg 不等式和式（22）可得







λ

1
2
n zn，xxx

L2 ( 0，1)

≤ λ-1
n zn，xxxx

1
4
L2 ( 0，1)

 λn zn

3
4
L2 ( 0，1) +







λ

1
2
n zn

L2 ( 0，1)

→ 0 。 （23）

进一步有下列估计成立







λ

3
4
n zn，xx

L2 ( 0，1)

≤






λ

1
2
n zn，xxx

1
2

L2 ( 0，1)

 λn zn

1
2
L2 ( 0，1) +







λ

3
4
n zn

L2 ( 0，1)

→ 0， （24）







λ

2
3
n zn，xx

L∞ ( 0，1)

≤






λ

1
2
n zn，xxx

1
3

L2 ( 0，1)







λ

3
4
n zn，xx

2
3

L2 ( 0，1)

+






λ

2
3
n zn，xx

L2 ( 0，1)

→ 0， （25）







λ

7
8
n zn，x

L2 ( 0，1)

≤






λ

3
4
n zn，xx

1
2

L2 ( 0，1)

 λn zn

1
2
L2 ( 0，1) +







λ

7
8
n zn

L2 ( 0，1)

→ 0 。 （26）

因此通过式（25）可得

| zn，xx ( 0 ) |→ 0 。 （27）

574



王国兰等：具有摩擦阻尼的耦合梁-微束传输系统的稳定性

再根据传输条件 yn，xx ( 0 ) = vn，xx ( 0 ) 得到 | yn，xx ( 0 ) |→ 0。将式（20）代入到式（19），再与 (1 - x) zn，x 做

内积，使用分部积分和边界条件得到
1
2 |λn zn ( 0 )|2 - 1

2 ||λn zn ( x )||2
L2 ( 0，1) +

1
2 |zn，xx ( 0 )|2 - 3

2 ||zn，xx ( x )||2
L2 ( 0，1) - 2β2 zn，xxx ( 0 )，zn，xx ( 0 ) -

5
2 ||βzn，xxx ( x )||2

L2 ( 0，1) +
1
2 |βzn，xxx ( 0 )|2 - β2 zn，xxxx ( 0 )，zn，xx ( 0 ) - 1

2 α||zn，x ( x )||2
L2 ( 0，1) -

Re vn ( x )，(1 - x ) zn，x ( x ) ) =
Re [ f4n ( x )，(1 - x ) zn，x ( x ) ) - iλn f3n ( 0 ) zn ( 0 )- if '3n ( x )，λn (1 - x ) zn ( x ) ) + if3n ( x )，λn zn ( x ) ]≤

Re é
ë
êêêê f4n ( x )，(1 - x ) zn，x ( x ) + 1

2 |λn zn ( 0 )|2 + 1
2 |f3n ( 0 )|2 -

if '3n ( x )，λn (1 - x ) zn ( x ) + if3n ( x )，λn zn ( x ) ù
û
úúúú。

因此，通过式（21）—式（24），式（26）—式（27）和边界条件推得

| λn zn ( 0 ) |→ 0， | βzn，xxx ( 0 ) |→ 0 。 （28）
使用传输条件 yn (0) = zn ( 0 )，β2 zn，xxx ( 0 ) = un，x ( 0 ) 和式（28），式（17）得到

| λn yn ( 0 ) |→ 0， | yn，x ( 0 ) |→ 0 。 （29）
将式（18）代入到式（17），再与 (1 + x) yn，x 做内积，使用分部积分和边界条件可得

- 1
2 | λn yn ( 0 ) |2 + 1

2  λn yn ( x ) 2

L2 (-1，0 )
+ yn，xxx ( 0 )，yn，x ( 0 ) - 1

2 | yn，xx ( 0 ) |2 +

3
2  yn，xx ( x ) 2

L2 (-1，0 )
- yn，xx ( 0 )，yn，x ( 0 ) = Re [ f2n ( x )，(1 + x ) yn，x ( x ) + iλn f1n ( 0 ) yn ( 0 )-

if '1n ( x )，λn (1 + x ) yn ( x ) - if1n ( x )，λn yn ( x ) ] 。
因此，

 λn yn ( x )
L2 (-1，0 )

→ 0，   yn，xx ( x )
L2 (-1，0 )

→ 0 。 （30）

再根据式（17）和式（30）可得

||un ( x )||L2 ( )-1，0 → 0 。 （31）
因此，通过式（21），式（23），式（30）和式（31），我们得到 ||Wn||Hγ → 0，这与 ||Wn||Hγ = 1 矛盾。因此，

我们证明了引理 1 的条件（2）。根据引理 1 可以证明半群 ( Sγ ( t ) )t ≥ 0 是指数稳定的。

  注 1［18］ 如果 Z0 ∈H。则系统（1）—（3）解的能量渐近衰减到零，即 E ( t )→ 0， t → ∞ 。
这个证明见文献［18］。

3 γ1 = 1，γ2 = 0时系统的指数稳定 

在这一节中，我们考虑系统（1）—（3）中 γ1 = 1，γ2 = 0 的情况。下面的引理给出了 C0- 半群指

数稳定的一个充分条件。

引理2［19］ 设 S ( t ) 是H上的压缩半群且A是它的无穷小生成元。当 β ∈ R时，若算子 Iβ - A是

有界的，即存在 λ > 0 使得

inf
β ∈R

 ( iβ -A )U ≥ λ U ， ∀U ∈ D (A )， （32）

则 S ( t ) 是指数稳定的。

定理2 当 γ1 = 1，γ2 = 0 时，半群 ( Sγ ( t ) )t ≥ 0 是指数稳定的。

证明 这个定理的证明过程与定理 1 的证明过程类似，也将使用反证法证明。假设结论不正

确，则存在序列 λn ∈ R和 Wn = ( yn，un，zn，vn )T ∈ D (Aγ )，满足 |λn| → ∞ 和  Wn Hγ
= 1，使得
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lim
n → ∞

||( iλn I -Aγ )Wn||Hγ = 0 。
上式可知，

在空间H 2
L (-1，0 )中，iλn yn - un = f1n → 0， （33）

在空间L2 (-1，0 )中，iλnun + y n，xxxx+ un = f2n → 0， （34）
在空间H 2

M ( 0，1)中，iλn zn - vn = f3n → 0， （35）
在空间L2 ( 0，1)中，iλnvn + zn，xxxx - β2 zn，xxxxxx - αzn，xx = f4n → 0。 （36）

因为Aγ 是耗散的，则下式成立

Re(( iλn -Aγ )Wn，Wn )Hγ =∫
-1

0
|un|2 dx → 0 。

因此，

||un||L2 ( )-1，0 → 0 。 （37）
根据式（33）—式（34）得

||λ n yn||L2 ( )-1，0 → 0， ||λ-1
n yn，xxxx||L2 ( )-1，0 → 0 。 （38）

使用 Gagliardo-Nirenberg 不等式和式（38）得到

||yn，xxx||L2 ( )-1，0 ≤ ||λ-1
n yn，xxxx||

1
2
L2 ( )-1，0 ||λn yn||

1
2
L2 ( )-1，0 + ||yn||L2 ( )-1，0 → 0 。 （39）

进一步有

||λ
1
2
n yn，xx||L2 ( )-1，0 ≤   ||yn，xxx||

1
2
L2 ( )-1，0 ||λn yn||

1
2
L2 ( )-1，0 + ||λ

1
2
n yn||L2 ( )-1，0 → 0， （40）

||λ
2
3
n yn，xx||L∞( )-1，0 ≤   ||λ

1
2
n yn，xx||

1
3
L2 ( )-1，0 ||λ

3
4
n yn，x||

2
3
L2 ( )-1，0 + ||λ

2
3
n yn，x||L2 ( )-1，0 → 0， （41）

这是因为 ||λ
3
4
n yn，x||L2 ( )-1，0 ≤ ||λ

1
2
n yn，xx||

1
2
L2 ( )-1，0 ||λn yn||

1
2
L2 ( )-1，0 + ||λ

3
4
n yn||L2 ( )-1，0 → 0 。

则根据式（41）可得

| yn，x ( 0 ) |→ 0 。 （42）
由 un，x ( 0 ) = β2 zn，xxx ( 0 ) 得到

|zn，xxx ( 0 )| → 0 。 （43）
将式（34）代入到式（33），再与 (1 + x ) yn，x 做内积，使用分部积分和边界条件可得

- 1
2 |λn yn ( 0 )|2 + 1

2 ||λn yn||2
L2 ( )-1，0 + yn，xxx ( 0 )，yn，x ( 0 ) - yn，xx ( 0 )，yn，x ( 0 ) + 3

2 ||yn，xx||2
L2 ( )-1，0 - 1

2 |yn，xx ( 0 )|2 +

Re un ( x )，(1 + x ) yn，x ( x ) = Re [ f2n ( x )，(1 + x ) yn，x ( x ) + iλn f1n ( 0 ) yn ( 0 )-

if '1n ( x )，λn (1 + x ) yn ( x ) - if1n ( x )，λn yn ( x ) ]≤ Re é
ë
êêêê f2n ( x )，(1 + x ) yn，x ( x ) + 1

2 |λn yn ( 0 )|2 +

1
2 |f1n ( 0 )|2 - if '1n ( x )，λn (1 + x ) yn ( x ) - if1n ( x )，λn yn ( x ) ù

û
úúúú。

因此，通过式（9），式（37）—式（42）和边界条件得到

|λn yn ( 0 )| → 0， |yn，xx ( 0 )| → 0 。 （44）
再根据传输条件 yn ( 0 ) = zn ( 0 )， yn，xx ( 0 ) = vn，xx ( 0 ) 和式（44）得到

|λn zn ( 0 )| → 0， |zn，xx ( 0 )| → 0 。 （45）
由于 Wn ∈ D (Aγ ) 可知 |zn，xxxx ( 0 )| 是有界的。将式（36）代入到式（35）中，然后与 (1 - x ) zn，x ( x ) 做内

积，使用分部积分，边界条件，式（43）和式（45）推得

- 1
2 |λn zn ( 0 )|2 - 1

2 ||λn zn||2
L2 ( )0，1 + 1

2 |zn，xx ( 0 )|2 - 3
2 ||zn，xx||2

L2 ( )0，1 - 1
2 α||zn，x||2

L2 ( )0，1- 5
2 ||zn，xxx||2

L2 ( )0，1 -

2β2 zn，xxx ( 0 ) zn，xx ( 0 )- β2 zn，xxxx ( 0 ) zn，xx ( 0 )+ 1
2 |βzn，xxx ( 0 )|2 =
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Re [ f4n ( x )，(1 - x ) zn，x ( x ) - iλn f3n ( 0 ) zn ( 0 )- if '3n ( x )，λn (1 - x ) zn ( x ) + if3n ( x )，λn zn ( x ) ]。
因此，

||λn zn||L2 ( 0，1) → 0， ||zn，xxx||L2 ( 0，1) → 0 。 （46）
根据式（35）得到

 vn L2 ( 0，1) → 0 。 （47）
因此，通过式（37），式（40），式（46）—式（47）可得  Wn Hγ

→ 0，这与  Wn Hγ
= 1 形成矛盾。因此半

群 ( Sγ ( t ) )t ≥ 0 是指数稳定的。
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