
山西大学学报（自然科学版）48（4）：767−774，2025
Journal of Shanxi University（Nat. Sci. Ed.）

时间均匀采样的库仑修正强场近似方法

张涛，任浩，郝小雷*

（山西大学 理论物理研究所，山西 太原 030006）

摘 要：本文利用标准的库仑修正强场近似方法（Coulomb-corrected strong-field approximation，CCSFA），即动量均

匀采样CCSFA方法，和改进的时间均匀采样CCSFA方法对氩原子的阈上电离过程进行了研究。结果表明，两种采

样策略计算得到的光电子动量谱和能谱基本一致，但是，由于两种方法得到的多次返回再散射电子的相对贡献不

同，导致计算结果在光电子谱的高能部分有定量差别。通过分析，我们发现标准CCSFA方法在动量空间的采样是

均匀的，但是对应到时间域却是不均匀的，其采样数量在激光场峰值处是极小值，这将导致在场峰值附近电离电子

的贡献被低估。由于多次返回再散射电子的电离时间集中在激光场峰值附近，故其贡献在标准CCSFA方法中被低

估。采用时间均匀采样方法则可以克服上述缺陷。
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Abstract: In this paper, the above-threshold ionization process of argon atoms is studied using the standard Coulomb-corrected 

strong-field approximation (CCSFA), i.e. the CCSFA method with uniformly sampled points in momentum space, and the improved 

CCSFA method with uniformly sampled time. The results show that the photoelectron momentum and energy spectra calculated by 

the two sampling strategies are basically the same, but there is a quantitative difference between the calculated results in the high-en‐

ergy part of the photoelectron spectrum due to the difference in the relative contributions of the multiple-return rescattering electrons 

obtained by the two methods. The analysis shows that the standard CCSFA method samples uniformly in momentum space, but cor‐

responds to inhomogeneity in the time domain, and its sampling number is extremely small at the peak of the laser field, leading to 

an underestimation of the contribution of the ionized electrons near the peak of the field. Since the ionization time of the multiple-re‐

turn rescattering electrons is concentrated near the peak of the laser field, their contribution is underestimated by the standard CCS‐

FA method. The use of the time-uniform sampling method overcomes these shortcomings.
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0 引言 

超短强激光与原子分子相互作用会产生许多有趣的现象，例如阈上电离［1-2］（Above-threshold 
ionization，ATI）、非次序双电离［3-4］（Nonsequential double ionization，NSDI）及高次谐波产生［5］（High-
order harmonic generation，HHG）等。阈上电离是指电子吸收了比克服电离所需的最小光子数更多

的光子，在光电子能谱中呈现出以光子能量为间隔的峰状结构，称为阈上电离峰。作为强场原子

分子超快过程中最基本的现象之一，阈上电离数十年来一直是超快强场物理研究的焦点［6-8］。人

们对阈上电离的理论研究主要基于三类方法：经典蒙特卡洛方法［9-10］（Classical-trajectory Monte-
Carlo method，CTMC）、强场近似方法［11］（Strong-field approximation method，SFA），以及数值求解含

时薛定谔方程［12］（Numerical solution of the time-dependent Schrödinger equation，TDSE）。三种方法都

取得了很大的成功，并解释了很多重要的现象。这些方法由于自身存在的缺点都有其局限性。

TDSE 是最精确的方法，但对中间过程物理图像的提取存在困难；CTMC 并未考虑量子干涉效应，

所以人们在其基础上提出了量子轨迹蒙特卡洛方法［13-14］（Quantum-trajectory Monte-Carlo method，
QTMC）；SFA 未考虑库仑势对电子的影响，在处理库仑势对电子的影响时存在缺陷，因此人们提

出了库仑修正强场近似方法［15-16］（Coulomb-corrected strong-field approximation， CCSFA）。QTMC 与

CCSFA 计算量较小，中间物理过程较为清晰，得到了广泛的应用，并取得了很大的成功［17-20］。这

两种方法本质上都是利用系综来模拟电子波包，都考虑了每一条轨迹的相位，并且都包含了库仑

势对电子的轨迹以及相位的影响。但是二者有一个重要的差别，即初始采样是不同的。QTMC 是

直接在时间轴均匀采样，而标准 CCSFA 方法则是在动量空间均匀采样，之后再通过鞍点方程求解

出相应的时间。从电离过程来看，电子在整个脉冲持续时间内都有可能发生电离，只是电离概率

不同，因此，采用时间均匀采样可能更符合实际情况。另外，相对于 QTMC 方法，由于 CCSFA 方法

是基于 SFA 方法发展的，可以自然地包含初始量子态的影响，因此，可以更方便地推广到分子体

系。于是，很有必要在 CCSFA 方法中采用更合理的采样方法进而更准确地描述原子分子在超短

强激光场中的动力学过程。

本文将 QTMC 的初始采样策略应用到标准 CCSFA 中，即对初始横向动量和电离时刻实部采

取均匀采样，通过求解鞍点方程得到平行于激光场轴的动量和电离时刻虚部，之后再利用 CCSFA
方法得到最终的结果，我们把这种方法定义为时间均匀采样 CCSFA。我们利用动量均匀采样和

时间均匀采样两种 CCSFA 方法对 Ar 原子的阈上电离进行了详细研究。结果发现，虽然两种方法

计算得到的光电子动量和能量分布定性一致，但是，对多次返回再散射轨迹的计算结果存在较大

的差别，采用时间均匀采样可以更加准确地考虑多次返回轨迹的贡献。

1 理论方法 

在长度规范下，CCSFA 方法描述单电离的跃迁振幅可以写为（使用原子单位，即 ℏ = e=m= 1）
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ts 可以根据如下鞍点方程解出

1
2 [ p+A( t (α )

s )] 2 =-Ip， （3）

其中 α为轨迹编号，i 为虚数单位；p为未受库仑场扰动的电子动量，p2 = p2
z + p2

l，pl = p2
x + p2

y 为
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横向动量，px、py 是与激光场垂直的两个方向的动量，pz 是平行于激光场方向的动量，激光偏振轴

沿 z方向；ψ0 指电子处于初始束缚态；ts = tr + it i 为复数电离时刻，t i 是 ts 的虚部，tr 是 ts 的实部，Tp

是激光脉冲关闭时间；Z是核电荷数，S″是作用量 S的二阶导数，Ip 是电离能。为了考虑库仑场对

电子轨迹的影响，需要求解激光电场和库仑场共同作用下的牛顿方程

d2r
dt 2 =E ( t )- Z

r 3 r， （4）

其中 E ( t ) 为激光电场。此式通过龙格库塔算法求解。初始坐标和初始速度为

z0 = Re (∫ tstr Az ( τ ) dτ )， （5）

x0 = 0， （6）
y0 = 0， （7）

vz0 = pz+Az ( tr )， （8）
vx0 = px， （9）
vy0 = py， （10）

其中 Re 表示取复数实部；x0、y0、z0 分别为 x、y、z方向的初始坐标；vx0、vy0、vz0 分别为 x、y、z方向的

初始速度。激光电场关闭以后，电子的运动只受库仑力影响，遵循开普勒定律。根据能量守恒，势

能将转化为无穷远处的动能，得到考虑库仑场后自由电子的渐近动量 p͂。将动量空间划分成均匀

的格子，将最终动量落入相应格子的所有电子轨迹进行相干叠加，得到格子对应动量的概率
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本文采用线偏振光，偏振方向为 z轴，激光电场的形式为

E ( t )=E0 cos (ωt )ez ， （12）
其中 E0 是激光峰值场强，f ( t ) 为激光脉冲包络，形式为
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1.1　标准CCSFA方法　

标准 CCSFA 方法采样策略是在动量空间均匀采样，在求解鞍点方程（3）时，在动量空间中对

未受库仑场扰动的平行于激光偏振方向的动量 pz 和垂直于激光偏振方向的动量 pl 随机采样，确定

pz 和 pl 后，根据鞍点方程（3）解出电离时刻实部和虚部
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代入到初始条件之后将演化得到最终的动量，进而得到相应的光电子谱。

1.2　时间均匀采样的CCSFA方法　

时间均匀采样 CCSFA 方法中，我们对未受库仑场扰动的垂直于激光偏振方向的动量 pl 和电离

时刻实部 tr 随机采样，tr 的随机采样范围是在一个光学周期内，确定 tr 和 pl 后，根据鞍点方程（3）求

解出平行于激光偏振方向的动量 pz 和电离时刻虚部 t i，
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代入到初始条件演化得到最终的能谱和动量谱。

2 数值结果与分析 

利用上述两种方法，我们研究了激光波长为 800 nm，光强为 1.0 × 1014 W/cm2 的激光场中 Ar 原
子的阈上电离过程。

我们首先计算了电子的动量分布如图 1 所示，纵坐标 p͂l、横坐标 p͂z 分别表示库仑场扰动后得到

的电子的垂直于激光偏振轴的动量与平行于激光偏振轴的动量，图 1（a）是标准 CCSFA 方法计算

得到的动量分布，图 1（b）是时间均匀采样 CCSFA 计算的动量分布。通过图 1，我们可以清楚地看

到，它们都有以零点为原点的 ATI 环，间隔为一个光子能量，是周期间的干涉导致的。两个方法的

计算结果中，每一个 ATI 环上都存在 jet-like 结构，并且瓣数也是相等的。因此，利用两种不同采样

方式 CCSFA 方法计算出的二维动量分布是基本一致的。

我们还计算了沿激光偏振方向的电子能谱，如图 2 所示，黑线表示时间均匀采样 CCSFA 方法

（TUS-CCSFA）的计算结果，红线表示标准 CCSFA 方法（MUS-CCSFA）的计算结果。结果表明，

两种方法计算的能谱整体形状定性一致。光电子产率随着能量增大先快速下降，再到达平台区。

仔细观察可以发现，二者在低能部分完全一致，但是在平台区域存在差异，主要表现为产率的差

别。利用时间均匀采样 CCSFA 方法得到的 Ar 原子单电离产率更高。由于平台结构主要由再散射

过程导致，因此，我们猜测，平台部分产率的差别可能源于两种方法对再散射过程计算结果的

差别。

在原子阈上电离过程中，电子有可能直接电离出去，也可能在激光电场反向的时候被重新拉

回到母离子的位置，与其发生碰撞，电子可能在第一次返回时就与母离子碰撞，也可能第一次返回

时错过了母离子，而在之后的某一次返回时与母离子发生碰撞，因此，存在第一次返回、第二次返

回、第三次返回等不同的再散射轨迹。我们进一步计算了 Ar 原子发生直接电离及不同次返回轨

迹的动量分布和能谱，如图 3 和图 4 所示。图 3 中，（a）—（d）分别代表标准 CCSFA 方法计算得到

的直接电离电子、一次返回电子、二次返回电子、三次返回电子动量分布，（e）—（h）分别表示时间

图1　两种方法计算Ar原子单电离动量分布

（a） 标准CCSFA方法； （b） 时间均匀采样CCSFA方法

Fig.  1　Single ionization momentum distributions of Ar atoms calculated by two methods

(a) The standard CCSFA method; (b) Time-uniform sampling CCSFA method
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均匀采样的 CCSFA 方法计算得到的直接电离电子、一次返回电子、二次返回电子、三次返回电子

动量分布。我们发现，利用两种方法计算的所有情况下的动量分布结构几乎一致，总的动量分布

主要由直接电离电子决定，再散射电子主要分布在动量较大的区域。

同样，图 4 中利用两种方法计算的不同情况下的能谱结构都是一致的。不同类型的电子具有

不同的能量分布范围。直接电子主要分布在能谱的低能部分，平台结构主要由再散射电子贡献。

另外，对于再散射电子，返回次数越高贡献越小。这是由于模型中考虑了波包的传播扩散，返回时

间越迟的电子与离子碰撞的概率越小。

然而，如果我们比较两种方法计算的再散射电子的相对产率，就会发现存在明显的差异。对于

第一次返回轨迹，两种方法得到的产率基本一致。但是对于第二次和第三次返回轨迹，时间均匀采

样得到相对产率要明显高于标准 CCSFA 计算得到的结果。由于第二次和第三次返回轨迹对平台高

能部分的重要贡献，因此，图 2 中两种方法计算得出的能谱在平台结构高能部分存在明显差异。

为了进一步定量分析两种方法计算的再散射电子相对产率的差别，在图 5 中，我们统计了光强

为 1.0 × 1014 W/cm2 下不同次返回轨迹的产率与直接电离电子产率的比值。图 5 显示，在相同的激

图2　两种方法计算Ar原子单电离能谱

Fig.  2　Single ionization energy spectra of Ar atoms calculated by two methods

图3　两种方法计算不同返回次数轨迹的动量分布

（a）—（d） 标准CCSFA方法； （e）—（h） 时间均匀采样CCSFA方法； （a）（e） 直接电离轨迹； （b）（f） 第一次返回轨迹； （c）（g） 
第二次返回轨迹； （d）（h） 第三次返回轨迹

Fig.  3　Momentum distributions of trajectories with different number of returns calculated by the two methods

(a)‒(d) The standard CCSFA method; (e)‒(h) Time-uniform sampling CCSFA method; (a)(e) The direct ionization trajectory; 

(b)(f) The first return trajectory; (c)(g) The second return trajectory; (d)(h) The third return trajectory
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光峰值强度下，相比标准 CCSFA 方法的计算结果，时间均匀采样策略下第二次返回轨迹和第三次

返回轨迹的占比增多，这表明时间均匀采样策略确实会使得多次返回轨道的相对贡献增加。

最后，我们将分析时间均匀采样策略导致多次返回轨道的相对贡献增加的原因。我们对比了

两种采样策略下的电离时刻-初始横向动量分布情况如图 6 所示。同时在图中我们还画出了激光

电场，其在 0.5 光学周期时达到峰值。从图中可以看出，两种方法得到的分布几乎完全相同。不同

类型的电子具有不同的分布：直接电离电子的电离时刻分布在激光电场峰值附近较宽的时间范围

内；第一次返回电子分布在场峰值之后，分布也比较宽；但是，第二次和第三次返回电子则分布在

场峰值附近非常窄的时间范围内。标准 CCSFA 方法是在动量空间均匀采样，再通过鞍点方程得

图4　两种方法计算不同返回次数轨迹的能谱

（a） 直接电离轨迹； （b） 第一次返回轨迹； （c） 第二次返回轨迹； （d） 第三次返回轨迹

Fig.  4　Energy spectra of trajectories with different number of returns calculated by the two methods

(a) The direct ionization trajectory; (b) The first return trajectory; (c) The second return trajectory; (d) The third return trajectory

图5　两种方法计算不同返回次数碰撞轨迹相对直接电离轨迹的占比情况

Fig.  5　The percentage of collision trajectories relative to direct ionization trajectories was calculated for different numbers of 

returns using two methods
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到初始时刻。由于鞍点方程中动量和电离时刻之间的关系是非线性的，因此在时间轴上采样点的

分布一定不是均匀的。在图 7 中我们还给出了标准 CCSFA 方法中初采样数量随着电离时间的变

化趋势。图 7 中可以看出动量均匀采样的 CCSFA 方法中每一时刻采样数量并非均匀分布，而是在

场的峰值附近趋于极小值，这会导致场峰值附近电离的电子被低估。由于多次返回电子电离时间

都是在场附近，故其贡献会被低估。

3 结论 

本文利用两种采样策略下的 CCSFA 方法研究了 800 nm 线偏振光下 Ar 原子阈上电离。研究表

明，对于线性极化脉冲，两种方法得到的能谱与动量分布定性一致，但是在定量描述不同次数返回

再散射电子的贡献时存在明显差异。由于标准 CCSFA 方法的采样数量在时间轴上是不均匀的，

其在激光场峰值时处于极小值，导致多次返回轨迹的相对贡献被低估。而时间轴均匀采样的 CC⁃
SFA 方法则克服了这个缺陷，因此我们建议采用时间均匀采样的 CCSFA 方法。

图6　两种方法计算不同返回次数轨迹的初始横向动量分布

（a）—（d） 标准CCSFA方法； （e）—（h） 时间均匀采样CCSFA方法； （a）（e） 直接电离轨迹； （b）（f） 第一次返回轨迹； 
（c）（g） 第二次返回轨迹； （d）（h） 第三次返回轨迹。

Fig.  6　Initial transverse momentum distributions for trajectories with different number of returns calculated by the two methods

(a)‒(d) Standard CCSFA methodology; (e)‒(h) Time-plane uniform point picking CCSFA method; (a)(e) The direct ionization 

trajectory; (b)(f) The first return trajectory; (c)(g) The second return trajectory; (d)(h) The third return trajectory

图7　标准CCSFA方法的初始采样数量分布

Fig.  7　Initial sample size distribution for the standard CCSFA method
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