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一类黏弹性波动方程解爆破时间的下界

刘玉龙
（太原师范学院 数学与统计学院，山西 晋中 030619）

摘 要：文章研究了一类黏弹性波动方程解在有限时间内爆破的问题，当研究的目标方程解存在爆破时，准确估计

爆破时间的下界是本文需要解决的关键问题。通过适当的能量模估计以及定义辅助函数等技术方法，得到了带有

黏弹项波动方程解爆破时间的下界。
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Lower Bounds for Blow-up Time of Solutions for a Viscoelastic Wave Equation

LIU Yulong

(School of Mathematics and Statistics, Taiyuan Normal University, Jinzhong 030619, China)

Abstract: The article studies the problem of blow-up in finite time for a class of viscoelastic wave equations. When the solution of 

the target equation blow up, accurately estimating the lower bound of the blow-up time is a key issue that needs to address. By em‐

ploying suitable energy mode estimation and defining auxiliary functions, we obtains the lower bound of the blow-up time of the so‐

lution to wave equations with viscoelastic terms.
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0 引言 

本文考虑的黏弹性波动方程如下：
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utt - Δu +∫
0

t

g ( t - τ ) Δu ( τ ) dτ + ut || ut
m - 2 = u || u p - 2

，( x，t )∈ Ω ×( 0，T )，

u ( x，t )= 0，x ∈ ∂Ω，t ≥ 0，
u ( x，0 )= u0 ( x )，ut ( x，0 )= u1 ( x )，x ∈ Ω，

（1）

其中 Ω 是 Rn ( n ≥ 2 ) 中的有界区域，且具有光滑边界 ∂Ω，p˃2，m≥1，T˃0，g 是 R+ → R+ 的单调递减

函数。

有关黏弹性波动方程的问题一般出现在材料科学和物理学，一直是偏微分方程研究领域的热

点问题。纯粹的弹性材料在没有能量耗散时，能够储存机械能。与此相反的材料称为黏性材料。

黏性材料最主要的特点是当外力消失时，这种材料不能恢复原状。介于这两种材料之间的材料在

发生形变后不能完全恢复原状，它可以储存和耗散能量，此种情况下这种材料就叫黏弹性材料。

黏弹性材料这种既可存储又可耗散能量的动态特性已被应用到许多自然科学领域。特别是近二
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十年以来，此类问题一直被研究人员关注并且已取得进一步进展。文献［1］研究了方程（1）更一

般的形式，证明了当 p > m 时具有负初始能量的解爆破结果，以及当 p ≤ m 时解全局存在结果。这

一结果被文献［2］推广到具有正初始能量情形。在文献［3］中，作者得到解局部存在的结果，并证

明了如果初值足够小时，局部解是全局存在且是均匀衰减。其他有关黏弹性波动方程解存在和衰

减结果可以参考文献［4-7］。

众所周知，偏微分方程解的稳定性会受到阻尼、源项以及初值等条件的影响。当方程中存在

黏弹性阻尼时，研究其解的爆破对材料科学具有十分重要的实际意义。当波动方程的解发生爆破

时，准确计算爆破时间有一定的技术难度。因此，在具体的工程实践中，估计出爆破时间的上、下

界就具有了非常迫切的实践价值。在有关方程解爆破的研究中，一般都可以估计得到爆破时间的

上界。鉴于此，本文主要研究的科学问题是通过适当的不等式以及能量模估计技术得到目标方程

（1）的解 u ( t ) 爆破时间 T 的下界。

对于黏弹性波动方程解的爆破问题的研究，近年来取得许多研究进展。Song 在文献［8］中

利用矛盾法证明了问题（1）的爆破结果。Kafini 等在文献［9］中利用凸性分析法证明了带有强阻

尼和频散的黏弹性波动方程解的爆破。但以上文献都没有考虑爆破时间界限的问题。有关爆破

时间上、下界的研究近年来成为许多研究者关注的热点问题。武洁琼等在文献［10］中主要研究

了一类耦合非线性波动方程解在有限时间 T 内爆破，并且通过不等式估计和定义辅助函数等技

术得到了 T 的上界，但对 T 的下界没有进一步研究。Philippin 在文献［11］主要考虑了一类非线波

动方程解在有限时间 T 内爆破，并得到了解发生时爆破时间 T 的下界。最近几年，文献［12］研

究了一类非线性波动方程解的爆炸和爆破时间的估计并通过应用时空截断函数等技术方法得到

了爆破时间的上界。文献［13］研究了一类对数非线性阻尼板方程解的爆破，通过势井理论等方

法得到解的爆破结果，与此同时还推导了次临界、临界、超临界和超超临界情况下的爆破时间的

下界。其他有关黏弹性波动方程解爆破时间上下界的研究可以参考文献［14］。在文献［8］方程

解爆破结果的基础上，本文将进一步通过适当的不等式和能量模等估计技术得到目标方程（1）
解爆破时间 T 的下界。

在这篇文章中，用  • 2 和  •
p
分别表示空间 L2 ( Ω ) 与 Lp ( Ω ) 的模。系统（1）的能量及其导数为

E ( t )= 1
2  ut

2
2 + 1

2 (1 -∫
0

t

g ( s ) ds) ∇u 2
2 + 1

2 (g ∘ ∇u) ( t )- 1
p
 u p

p
，

E'( t )=-∫Ω
| ut |

m dx - 1
2 ∫

0

t

g′ ( t - τ ) ∫Ω
||∇u ( τ )- ∇u ( t ) 2 dxdt - 1

2 g ( t ) ∫Ω
||∇u ( t ) 2 dx ≤ 0，

其推导过程将在下文的定理 3 中给出。

1 相关定理及引理 

首先，我们给出问题（1）解的存在性定理和爆破结果。

定理1［15］ 假设 ( u0，u1 ) ∈ H 1
0 ( Ω )× L2 ( Ω )，函数 g ∈ C1 且满足

1 -∫
0

∞
g ( s ) ds = l > 0， （2）

而且 m>2，p 满足

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

2 < p < ∞， n = 2，

2 < p < 2( n - 1)
n - 2 ， n ≥ 3，

（3）

则问题（1）对所有 Tm 有唯一的局部解

u ∈ C ( )[ 0，Tm ) ；H 1
0 ( Ω ) ， ut ∈ C ( )[ 0，Tm ) ；L2 ( Ω ) ∩ L2( )Ω ×[ 0，Tm ]  。
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定理2［8］ 假设 m > 2，p > max { 2，m } 满足公式（3）并且函数 g ∈ C1 满足

g ( s )≥ 0， g′ ( s )≤ 0， （4）

∫
0

∞
g ( s ) ds <

p
2 - 1

p
2 - 1 + 1

2p

= 1 - 1
( p - 1)2。 （5）

若 u ( t ) 是问题（1）的解，满足

∫
Ω
u ( 0 ) ut ( 0 ) dx > ME ( 0 )> 0， （6）

则 u ( t ) 在有限时间 T 内爆破，其中

M = m - 1
m ( )1 - θ

εp

1
m - 1

，ε ∈( 0，1)，θ = p - m
p - 2 。

为了获得问题（1）解爆破时间的下界，我们有以下引理。

引理1［11］ 假设 Ω 是 Rn ( n ≥ 2 ) 中的有界区域，且具有光滑边界。若 u ( x ) 在 Ω 上满足 u ∈ C1，且

在 ∂Ω 上 u ( x ) = 0，则

∫
Ω
u2p dx ≤ δ (∫Ω

|∇u |2 dx) p

，

其中：n = 2 时 p > 1，n ≥ 3 时 1 < p < n
n - 2 ，δ = ( n - 1

n2/3 ) 2p

| Ω |1 - n - 2
n

p
。

2 主要结果及证明 

在这一部分，文章的主要结果将被给出，通过下面的定理，方程（1）解的爆破时间下界将被

估计。

定理3 假设 u ( x，t ) 是方程（1）的解，当 p 满足

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

p > 2， n = 2，

2 < p < n
n - 2， n ≥ 3，

方程（1）的解 u ( x，t ) 在有限时间 T 内爆破，并且对爆破时间 T 有如下估计

T ≥∫
F ( 0 )

∞ dy

22p - 4 p2 - p δ
lp - 1 yp - 1 + y + pE ( 0 )+ 22p - 4 p

δ
lp - 1 ( )E ( 0 ) p - 1

，

其 中 F ( 0 ) = ∫Ω
| u0 |

p dx，E ( 0 ) = 1
2  u1

2
2 + 1

2  ∇u0
2
2 - 1

p
 u0

p

p
，δ = ( n - 1

n2/3 ) 2( p - 1)

| Ω |1 - ( n - 2)( p - 1)
n ，l =

1 - ∫
0

∞
g ( s ) ds。

证明 在问题（1）的方程两边同时乘以 ut，并在 Ω 上积分得

∫Ω
uttut dx -∫Ω

Δu ut dx +∫Ω
ut∫

0

t

g ( t - τ ) Δu ( τ ) dτdx +∫Ω
|| ut

m dx =∫Ω
|| u p - 2uut dx，

利用格林公式和分部积分可得

1
2

d
dt ∫Ω

| ut |
2 dx + 1

2
d
dt ∫Ω

||∇u 2 dx -∫
0

t

g ( t - τ ) ∫Ω
∇ut ∇u ( τ ) dxdτ +∫Ω

|| ut
m dx = 1

p
d
dt ∫Ω

|| u p dx， （7）

再对等式（7）右边第三项化简
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∫
0

t

g ( t - τ ) ∫Ω
∇u ( τ ) ∇ut ( t ) dxdτ =

∫
0

t

g ( t - τ ) ∫Ω
∇u ( τ ) ∇ut ( t ) dxdτ +∫

0

t

g ( t - τ ) ∫Ω
∇u ( t ) ∇ut ( t ) dxdτ -

∫
0

t

g ( t - τ ) ∫Ω
∇u ( t ) ∇ut ( t ) dxdτ =

∫
0

t

g ( t - τ ) ∫Ω
∇ut ( t ) ( )∇u ( τ )- ∇u ( t ) dxdτ +∫

0

t

g ( t - τ ) ∫Ω
∇u ( t ) ∇ut ( t ) dxdτ =

- 1
2 ∫

0

t

g ( t - τ ) d
dt ∫Ω

|∇u ( τ )- ∇u ( t ) |2 dxdτ +∫
0

t

g ( t - τ ) ( 1
2

d
dt ∫Ω

||∇u ( t ) 2 dx) dτ =

- 1
2

d
dt
é
ë
êêêê∫

0

t

g ( t - τ ) ∫Ω
|∇u ( τ )- ∇u ( t ) |2 dxdτù

û
úúúú+ 1

2 ∫
0

t

g′ ( t - τ ) ∫Ω
|∇u ( τ )- ∇u ( t ) |2 dxdτ +

1
2

d
dt
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú∫

0

t

g ( τ ) ∫Ω
||∇u ( t ) 2 dxdt - g ( t ) ∫Ω

||∇u ( t ) 2 dx，

（8）

把公式（8）代入公式（7）整理可得

d
dt ( 1

2  ut
2
2 + 1

2 (1 -∫
0

t

g ( s ) ds) ∇u 2
2 + 1

2 (g ∘ ∇u) ( t )- 1
p
 u p

p)=

-∫Ω
| ut |

m dx - 1
2 ∫

0

t

g′ ( t - τ ) ∫Ω
||∇u ( τ )- ∇u ( t ) 2 dxdt - 1

2 g ( t ) ∫Ω
||∇u ( t ) 2 dx， （9）

其中 ( g ∘ v ) = ∫
0

t

g ( t - τ )  v ( t )- v ( τ ) 2

2
dτ。 由公式（9）可得

E ( t )= 1
2  ut

2
2 + 1

2 (1 -∫
0

t

g ( s ) ds) ∇u 2
2 + 1

2 (g ∘ ∇u) ( t )- 1
p
 u p

p
， （10）

E'( t )=-∫Ω
| ut |

m dx - 1
2 ∫

0

t

g′ ( t - τ ) ∫Ω
||∇u ( τ )- ∇u ( t ) 2 dxdt - 1

2 g ( t ) ∫Ω
||∇u ( t ) 2 dx ≤ 0。

因为 E′ ( t ) ≤ 0，所以 E ( t ) 单调递减，则我们有

E ( 0 )≥ E ( t )。 （11）
再由公式（10）和公式（11），我们可以得到

E ( 0 )+ 1
p
 u p

p
≥ 1

2  ut
2
2 + 1

2 (1 -∫
0

t

g ( s ) ds) ∇u 2
2 + 1

2 (g ∘ ∇u) ( t )。 （12）

接下来我们定义辅助函数

F ( t )=∫Ω
| u |p dx，

关于 t 求导可得

F'( t )= p∫Ω
| u |p - 2uut dx，

利用 Cauchy 不等式和引理 1 可得

F'( t )≤ p
2 (∫Ω

| u |2( p - 1) dx +∫Ω
| ut |

2 dx)≤ p
2 ( ) ut

2
2 + δ ∇u 2( p - 1)

2 ， （13）

再根据公式（9）可得

F'( t )≤ p
2 ( )2E ( 0 )+ 2

p
F ( t )+ δ

lp - 1 ( )2E ( 0 )+ 2
p

F ( t )
p - 1

≤

p
2 (2E ( 0 )+ 2

p
F ( t )+ δ

lp - 1 2p - 2((2E ( 0 )) p - 1 + ( 2
p

F ( t )) p - 1) )=

22p - 4 p2 - p δ
lp - 1 Fp - 1 ( t )+ F ( t )+ pE ( 0 )+ 22p - 4 p

δ
lp - 1 ( )E ( 0 ) p - 1。

（14）
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因为 lim
t → T-

F ( t ) = ∞，所以由公式（14）可得

T ≥∫
F ( 0 )

∞ dy

22p - 4 p2 - p δ
lp - 1 yp - 1 + y + pE ( 0 )+ 22p - 4 p

δ
lp - 1 ( )E ( 0 ) p - 1

，

证毕。

3 结论 

在这篇文章中，估计了目标方程系统解爆破时间的下界，与已有结果相对比，目标方程解爆破

时间的上下界都已估计出来，完善了已有结果，为具体的工程实践问题提供了新的方法和思路。

但由于方法和技术的局限性，本篇文章的下界估计并非最优，因此对目标系统的爆破时间更精确

的估计还有待进一步研究。
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